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SCIENCES  MATHÉMATIQUES: 


PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES, 

COURSAT.  —  Leçons  sur  L*iNTéGRA.TioN  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles DU  premier  ordre,  rédigées  par  C.  Bourlet.  i  vol.  in-8'',  354  p. 
Paris,  Hermann,  1891. 

Ce  Volume,  qui,  primitivement,  ne  devait  contenir  que  les  ma- 
tières inscrites  au  programme  de  l'agrégation  des  Sciences  mathé- 
matiques pour  189O)  est,  grâce  aux  développements  que  M.  Goursat 
y  a  ajoutés,  un  traité  complet  sur  V intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Les  neuf  premiers  Chapitres  répondent,  exactement,  au  pro- 
gramme de  l'agrégation,  les  trois  derniers  sont  un  exposé  bref  et 
très  clair  de  la  partie  la  plus  essentielle  des  recherches  que  M.  Lie 
a  faite.s  sur  l'intégration  de  ces  équations. 

Ce  qu'il  faut  surtout  admirer  dans  cet  Ouvrage,  c'est  la  sim^ 
plicité  et  la  clarté  de  l'exposition.  Les  démonstrations  sont  pré- 
sentées sous  une  forme  très  élémentaire,  et,  pour  ne  pas  fatiguer 
le  lecteur,  celles  qui  étaient  trop  longues  ont  été  coupées  en  plu- 
sieurs parties  de  façon  à  permettre  à  l'esprit  de  se  reposer. 

Les  nombreuses  citations  dont  le  livre  est  rempli  montrent  que 
tous  les  renseignements  ont  été  pris  aux  sources  mêmes  et  ne 
proviennent  pas  d'intermédiaires,  ce  qui  est,  malheureusement, 
un  cas  fréquent  ailleurs.  Ceci  ne  veut  pas  dire  que  l'auteur  se  soit 
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aslreiqt  f^  reproduire  textuellement  les  démonstrations  des  divers 
Mémoiri^  cités;  plus  d'une  a  été  retouchée,  mais  celte  retouche, 
sans'chnnger  la  marche  de  l'exposition,  lui  a  fait  gagner  beaucoup 
en'-sjmplicité.  Nous  ne  parlerons  pas  ici  de  Tordre  choisi  pour 
.*.1^Bx]position  ;  cet  ordre  était  subordonné  aux  exigences  du  pro- 
/•."^amme  de  l'Agrégation,  dont  nous  n'avons  pas  à  faire  la  critique. 
,,^  '.  Le  premier  Chapitre  contient  les  théorèmes  généraux  sur 
l'existence  des  intégrales.  La  méthode  choisie  est  celle  de  M"*  de 
Kowalewski,  méthode  dont  M.  Goursat  a  su  donner  une  expo- 
sition aussi  rapide  que  claire.  Sous  la  complication  nécessaire  des 
notations,  on  voit  ressortir  clairement  les  deux  points  essentiels  : 
1°  les  coefficients  du  développement  de  l'intégrale,  si  elle  exisle, 
sont  fournies  par  l'équation  même,  jointe  aux  conditions  initiales; 
'À^  la  convergence  du  développement  ainsi  calculé  se  démontre  en 
le  comparant  à  un  développement  convergent  connu,  par  un  arti- 
fice qui  a  été  imaginé  par  Cauchy  et  qui  se  retrouve  dans  toutes 
les  démonstrations  analogues.  Le  Chapitre  se  termine  par  des  gé- 
néralités sur  les  intégrales  et  par  une  démonstration  rigoureuse 
de  l'existence  des  fonctions  implicites.  Le  second  Chapitre  est 
celui  qui  a  dû  coûter  le  plus  de  travail  à  l'auteur.  Il  contient  Tin- 
légration  des  équations  linéaires.  Après  avoir  exposé  la  théorie 
classique  de  l'intégration  d'une  seule  équation  linéaire,  M.  Goursat 
expose  celle  des  systèmes  complets  et  jacobiens.  Pour  la  première 
fois  peut-être,  la  méthode  de  Mayer  se  trouve  exposée  d'une 
façon  vraiment  lumineuse.  Le  Mémoire  de  l'illustre  inventeur 
n'est  pas  sans  quelques  obscurités,  que  n'ont  pas  complètement 
dissipées,  à  ce  qu'il  nous  semble,  les  divers  auteurs  qui  en  ont 
repris  l'exposition.  Les  conditions  précises  (*  )  dans  lesquelles  la 
méthode  de  Majer  doit  être  appliquée  et  la  manière  pratique  de 
faire  cette  application  sont  parfaitement  indiquées. 

Une  exposition  brève  de  la  méthode  de  Jacobi,  qui  souvent  est 
plus  pratique  que  celle  de  Mayer,  termine  ce  Chapitre. 

Le  troisième  Chapitre,  qui  contient  les  équations  aux  différen- 


(*)  M.  Collet  (Annales  de  l'Enseignement  supérieur  de  Grenoble^  t.  I,  p.  i) 
a  donné  d'intéressants  exemples  où  la  méthode  de  M.  Mayer  serait  en  défaut;  si 
nous  ne  nous  trompons,  ces  exemples  ne  font  que  confirmer  les  conditions  précisées 
par  M.  Goursat,  auxquelles  ne  satisfont  pas  les  exemples  de  M.  Collet. 
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lielles  totales,  n'a  été,  probablement,  introduit  dans  ce  Cours 
qu'à  cause  du  programme  de  l'agrégation,  car  son  utilité  ne  se 
fait  pas  sentir  dans  l'Ouvrage.  D'ailleurs,  M.  Goursat  s'est  con- 
tenté d'y  montrer  l'identité  de  la  question  avec  celle  de  l'intégra- 
tion des  systèmes  complets  et  en  a  profité  pour  indiquer  briève- 
ment la  méthode  proprement  dite  de  Mayer. 

Les  cinq  Chapitres  qui  suivent  contiennent  l'exposé  rationnel 
des  méthodes  d'intégration  connues  pour  les  équations  de  forme 
quelconque. 

L'ordre  suivi  est  l'ordre  historique,  et  c'est  le  meilleur,  car  c'est 
celui  qui  gradue  le  mieux  les  difficultés. 

D'abord,  la  méthode  de  V Intégrale  complète  de  Lagrange  et 
Charpit  présentée  sous  une  forme  telle  qu'elle  devient  une  excel- 
lente préparation  à  la  méthode  de  Jacobi  et  Mayer.  Ensuite,  avec 
le  Chapitre  V,  nous  entrons  dans  la  théorie  des  caractéristiques 
de  Cauchy.  Pour  amener  naturellement  la  notion  des  caractéris- 
tiques, la  méthode  même  de  Cauohy  pour  trois  variables  est 
d'abord  exposée  et  ce  n'est  qu'une  fois  que  le  lecteur  a  été  fami- 
liarisé avec  cette  notion,  pour  le  cas  de  trois  variables,  que  le 
problème  plus  général  est  attaqué.  L'auteur  montre  ensuite  com- 
ment on  peut  tirer  la  notion  des  caractéristiques  de  l'intégrale 
complète  de  Lagrange,  ce  qui  est  très  important  pour  la  détermi- 
nation d'une  intégrale  satisfaisant  à  des  conditions  données, 
lorsqu'on  connaît  une  intégrale  complète  de  l'équation. 

Avant  d'aborder  la  théorie  générale  de  Jacobi  et  Mayer  pour 
les  systèmes  d'équations  du  premier  ordre,  M.  Goursat  expose 
les  propriétés  des  expressions  (/",  o)  et  [/,  cp],  ainsi  que  la  mé- 
thode classique  de  Jacobi  pour  une  seule  équation  tirée  des  Vor- 
lesiingen  iiber  Dynamik,  Au  fond,  cette  méthode,  comme  il  le 
prouve  d'ailleurs,  est  identique  à  la  méthode  des  caractéristiques. 

La  méthode  de  Jacobi,  perfectionnée  par  M.  Mayer,  pour  un 
système  d'équations  du  premier  ordre,  est  développée  dans  le 
Chapitre  VII  avec  tout  le  soin  que  mérite  une  méthode  aussi  im- 
portante. Jacobi  et  Mayer  supposaient  que,  par  un  artifice  bien 
connu,  on  eût  fait  disparaître  la  fonction  inconnue  elle-même 
des  équations.  M.  Goursat  remarque  à  la  fin  du  Chapitre  que  la 
méthode  peut  s'appliquer  même  quand  la  fonction  inconnue 
figure  explicitement  dans  les  équations.   Il  refait  rapidement  la 
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théorie  dans  ce  cas  et  montre  que  cela  revient  à  remplacer  dans 
la  théorie  de  Jacobi  les  expressions  (  ,  )  par  les  expressions  [  ,  ]. 

Enfin,  le  Chapitre  VIIT  clôt  la  série  des  méthodes  pratiques 
d'intégration  avec  la  méthode  de  M.  Sophus  Lie.  Cette  méthode, 
qui  est  la  plus  parfaite,  est  pour  ainsi  dire  une  sj^nthèse  des  mé- 
thodes précédentes.  Elle  est  exposée,  d'abord,  d'une  manière  in- 
directe (due  à  M.  Mayer),  puis,  directement,  par  quelques  indica- 
tions rapides.  Cette  exposition  n'a  pour  but  que  de  rattacher  la 
méthode  de  M.  Lie  aux  méthodes  précédentes,  car  son  étude 
complète  sera  faite  plus  loin,  à  un  point  de  vue  plus  général. 

Le  Chapitre  suivant  est  une  étude  spéciale  des  équations  à  trois 
variables  au  point  de  vue  géométrique.  Cette  étude  est  d'une  uti- 
lité incontestable  pour  Tintégration  des  équations  qui  ont  une 
origine  géométrique  connue. 

Les  considérations  sur  les  cônes  (N)  engendrés  par  les  normales 
aux  surfaces  intégrales  qui  passent  par  un  point  donné,  les  cônes 
(Y)  supplémentaires  des  cônes  (N),  les  courbes  (C)  qui  sont  le 
lieu  des  points  de  contact  des  surfaces  intégrales  qui  touchent  un 
plan  donné,  les  courbes  intégrales  et  les  propriétés  géométriques 
qui  caractérisent  les  courbes  caractéristiques,  permettent  souvent 
de  prévoir  certains  résultats  et  même  quelquefois  d'effectuer,  com- 
plètement et  sans  calcul,  l'intégration  d'une  équation  du  premier 
ordre.  D'autre  part,  la  notion  des  déi^eloppables  caractéristiques 
inséparables  des  courbes  caractéristiques,  ainsi  que  les  notions 
dualistiques,  préparent  le  lecteur  à  la  méthode  générale  de  M.  Lie 
et  à  la  théorie  des  transformations  de  contact.  Enfin,  le  Chapitre 
contient  une  étude  géométrique  assez  complète  de  l'intégrale  sin- 
gulière dans  le  cas  de  trois  variables  et  de  ses  propriétés  ess^en- 
tielles. 

Ici  se  termine  la  partie  du  Livre  qui  répondait  au  programme 
de  l'agrégation.  La  fin  est  uniquement  composée  de  l'exposé  des 
travaux  de  M.  S.  Lie. 

M.  Coursât  expose  d'abord  la  théorie  générale  de  Lie.  La  no- 
tion d'intégrale  est  élargie.  Pour  cela,  il  résout  de  la  manière  la 
plus  générale  l'identité 

ds  —  pi  dx  — ...  —  pn  rlxn  =  o, 
et  définit  ainsi  les  multiplicités  M;,  d'éléments.  L'intégrale  d'un 
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système  d'équations 

est  alors,  par  définition,  la  multiplicité  M„  qui  vérifie  ces  équa- 
tions. La  théorie  de  l'intégration  esl  refaite  tout  entière  avec 
cette  définition  générale  de  Tinlégrale  et  la  notion  de  caractéris- 
tiques est  étendue  à  un  système  d'équations.  Cette  belle  théorie 
est  un  des  rares  exemples  d'une  théorie  mathématique  parfaite  à 
laquelle  il  n'y  a  plus  rien  à  ajouter  (*). 

Le  court  exposé  de  la  théorie  des  transformations  de  contact, 
qui  termine  le  volume,  comble  les  quelques  lacunes  qui  restaient 
encore  dans  cette  étude.  L'auteur  définit  d'abord  les  transforma- 
tions de  contact,  donne  leur  détermination  et  quelques  exemples 
parfaitement  choisis.  Citons  parmi  ceux-ci  le  bel  exemple  de  la 
transformation  de  Lie  qui  transforme,  dans  les  surfaces,  les  lignes 
asymptotiqucs  en  lignes  de  courbure.  Il  donne,  ensuite,  les  pro- 
priétés élémentaires  des  transformations  de  contact  et,  immédiate- 
ment, leur  application  à  l'étude  des  équations  du  premier  ordre. 
On  voit  ainsi  comment  l'intégration  de  ces  équations  n'est  qu'une 
application  directe  de  la  théorie  des  transformations.  On  obtient 
ainsi  les  solutions  de  plusieurs  problèmes  importants  :  le  passage 
d'une  intégrale  complète  à  une  autre,  la  démonstration  de  l'im- 
possibilité de  l'existence  d'un  invariant  dans  les  équations  du  pre- 
mier ordre,  impossibilité  qui  résulte  de  ce  fait  qu'on  peut  tou- 
jours trouver  une  transformation  de  contact  qui  transforme  deux 
équations  données  Tune  dans  l'autre. 

Vient  enfin  une  exposition  sommaire  des  propriétés  principales 
des  groupes  de  transformations.  Ces  propriétés  trouvent  une 
application  très  importante  dans  la  théorie  de  l'intégration  des 
équations  du  premier  ordre,  en  particulier,  dans  la  solution  de  ce 
problème  intéressant  :  Quel  avantage  peut-on  tirer,  au  point  de 
vue  de  V intégration  d^ un  système  d^ équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  de  la  connaissance  d'un  certain 
nombre  d^ intégrales,  dont  aucune  n'est  suffisamment  générale 


(*)  M.  Lie  a  montré,  en  efTel,  que  la  mélhode  de  Jacobi  et  Mayer  était  la  plus 
simple  possible,  c'est-à-dire  qu'il  ne  peut  pas  exister  une  méthode  conduisant  à 
des  opérations  plus  simples. 
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pour  pouvoir  fournir  à  elle  seule  r intégrale  générale?  Ces 
deux  derniers  Chapitres  seront  d^une  grande  utilité  pour  ceux 
qui  voudraient  étudier  les  théories  de  M.  Lie  et  en  particulier  son 
bel  Ouvrage  :  Théorie  der  Transformationsgruppen;  ce  sera  une 
excellente  préparation  à  cette  étude. 

Pour  clore  ce  compte  rendu  détaillé  du  Livre  de  M.  Goursat, 
ajoutons  qu^il  est  rempli  d'Exercices,  les  uns  traités,  les  autres  à 
faire.  Il  a  été  écrit  pour  les  étudiants;  mais,  par  la  quantité  des 
faits  qu'il  contient  et  la  perfection  de  Texposition,  il  intéressera  à 
coup  sûr  tous  les  géomètres  :  des  Livres  de  cette  nature,  résu- 
mant Tétat  de  la  Science  sur  un  point  particulier,  sont  éminem- 
ment désirables. 


PDISEUX  (P.)-  —  Leçons  de  Cinématique,  Mécanismes,  Hydrostatique. 
Hydrodynamique,  professées  à  la  Sorbonno,  rédigées  par  P.  Bourguignon 
et  H.  Le  Barbier,  i  vol.  in-8®;  viii-34o  p.  Paris,  G.  Carré,  1890. 

Le  Cours  de  Mécanique  rationnelle  professé  à  la  Sorbonne  dans 
la  chaire  magistrale  roule  uniquement  sur  la  Statique  et  la  Dy- 
namique. Pour  suivre  ce  Cours,  les  élèves  ont  besoin  de  quelques 
notions  de  Cinématique  pure;  d'un  autre  côté,  le  programme  de 
la  licence  es  sciences  mathématiques  comporte  divers  articles  re- 
latifs aux  mécanismes  les  plus  simples  et  aux  premiers  principes 
de  l'Hydraulique.  C'est  dans  les  conférences  dirigées  par  M.  Pierre 
Puiseux  que  les  élèves  de  la  Sorbonne  acquièrent  ces  diverses  con- 
naissances; le  Livre  que  nous  annonçons  est  sorti  de  cet  ensei- 
gnement, dont  les  nécessités  expliquent  la  diversité  des  matières 
traitées. 

Les  Leçons  de  M.  Puiseux  sont  très  bien  adaptées  aux  besoins 
des  lecteurs  auxquels  elles  s'adressent  :  l'auteur  a  eu  le  talent 
de  se  borner  à  ce  qui  est  essentiel  et  a  su  résister  au  désir  bien 
naturel  de  développer  outre  mesure  des  théories  géométriques 
dont  l'intérêt,  qui  n'est  pas  douteux,  n'apparaît  pas  toujours  à 
des  jeunes  gens  pressés  d'acquérir  leurs  grades  et  particulièrement 
attirés,  à  ce  moment  de  leur  vie  scientifique,  par  les  admirables 
développements  que  comporte  le  Cours  de  Mécanique  rationnelle. 
L'exposition  est  habituellement  claire  et  élégante  :  elle  est  à  la 
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fois  géométrique  et  analytique  ;  ce  double  mode  d'exposition  n'est 
nullement  fatigant  pour  le  lecteur,  lorsqu'on  sait  n'en  pas  abuser, 
et  les  avantages  qu'il  offre  pour  les  élèves  sont  indiscutables. 

La  Cinématique  pure  tient  naturellement  la  plus  grosse  place 
(sept  Chapitres,  a54  pages). 

L'auteur,  après  avoir  donné  quelques  notions  indispensables  sur 
la  théorie  des  segments  de  droite,  des  projections  et  des  moments, 
traite  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  d'un  point;  nous  signale- 
rons dans  ce  Chapitre  l'application  qui  le  termine,  relative  à  la 
recherche  de  Faccélération  centrale  d'un  mobile  décrivant  une 
conique.  Le  Chapitre  suivant  se  rapporte  aux  mouvements  relatifs 
pour  ce  qui  concerne  la  vitesse.  Il  pourrait  sembler  plus  logique 
de  réunir  ensemble  tout  ce  qui  concerne  ces  mouvements,  mais  il 
convient  de  reconnaître  que  cette  étude,  pour  être  complète,  sup- 
pose l'étude  antérieure  du  mouvement  d'un  corps  solide,  dont  on 
n'a  pas  besoin  pour  le  cas  des  vitesses  et  que,  inversement,  il  est  par- 
fois commode  de  se  servir  de  la  loi  de  composition  des  vitesses 
pour  l'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide.  Cette  deuxième 
étude  comprend  trois  Chapitres  relatifs  aux  cas  où  un  plan  du 
corps  solide  glisse  sur  un  plan  fixe,  où  ce  corps  admet  un  point 
fixe,  où  enfin  il  est  animé  d'un  mouvement  hélicoïdal  :  des  ap- 
plications bien  choisies  suffisent  pour  faire  pressentir  au  lecteur 
la  richesse  géométrique  de  cette  théorie. 

Enfin,  le  dernier  Chapitre  est  consacré  au  développement  du 
théorème  de  Coriolis  sur  la  composition  des  accélérations  et  à  ses 
conséquences  les  plus  importantes. 

Le  Chapitre  relatif  aux  mécanismes  se  rapporte  principalement 
aux  divers  organes  qui  permettent  de  transformer  les  uns  dans 
les  autres  les  mouvements  circulaires  et  les  mouvements  recti- 
lignes  :  manivelles,  treuils,  poulies,  engrenages,  joints,  inver- 
seurs, etc.  Il  se  termine  par  l'étude  de  la  vis  d'Archimède. 

Enfin,  les  soixante  dernières  pages  du  Livre  traitent  de  l'Hy- 
drostatique et  de  l'Hydrodynamique.  On  y  trouvera  les  équations 
fondamentales  et  les  applications  les  plus  immédiates.         J.  T. 
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GoMES  TEIXEIRA.  —  Cdrso  de  Analyse  infinitésimal.  Calculo  differrntial. 

a*  édition,  i  vol.  in-S**,  359  p.  Porto,  1890. 

La  seconde  édition  du  premier  volume  du  Cours  d^ Analyse 
de  M.  Gomes  Teixeira  vient  de  paraître.  La  première  édition,  dont 
il  a  été  rendu  compte  dans  le  t.  XII  du  Bulletin  (p.  64)9  ne  re- 
monte qu'à  trois  ans  :  c'est  dire  que  le  public  a  fait  un  bon 
accueil,  d'ailleurs  mérité,  au  Livre  du  savant  Directeur  de  l'Aca- 
démie Polytechnique  de  Porto. 


FRENET.  —  Recueil  d'exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal.  —  5*  édi- 
tion augmentée  d'un  appendice  sur  les  résidus,  les  fonctions  elliptiques,  les 
équations  aux  dérivées  partielles,  les  équations  aux  différentielles  totales, 
par  M.  H,  Laurent,  i  vol.  in-8°,  536  p.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils;  1891. 

Nous  signalons  avec  plaisir  la  cinquième  édition  de  l'excellent 
Recueil  d'exercices  de  M.  Frenet,  bien  connu  de  tous  les  étudiants 
en  Mathématiques.  Quelques  parties  du  programme  actuel  de  la 
licence  n'étaient  pas  représentées  dans  ce  Recueil;  M.  Laurent  a 
comblé  cette  lacune,  en  introduisant  un  Appendice,  contenant  une 
quarantaine  d'exercices,  qui  augmentera  encore  la  valeur  du 
Livre.  J.  T. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

SOPIIUS  LIE,  Professor  dor  Géométrie  an  (1er  Universitat  Leipzig.  —  Theorir 
DER  Transporm ATiONSGRUPPEN.  Zvveiler  Abschnitt.  Vnter  MitwèrAung  von 
Prof.  Dr.  Friedrich  Engel.  Leipzig,  Teubner,  1890. 

Dans  ce  second  volume  de  son  grand  Ouvrage  sur  les  groupes 
de  transformations,  M.  Sophus  Lie  développe  sa  belle  théorie  des 
transformations  de  contact  et  des  groupes  de  transformations  de 
contact.  M.  Lie  a  divisé  son  exposition  en  cinq  Parties.  Les  deux 
premières  sont  entièrement  indépendantes  des  théories  contenues 
dans  le  premier  Volume.  L'auteur  y  met  en  lumière  les  liens 
étroits  qui  unissent  les  transformations  de  contact  et  les  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et  qui  en  ont  fait,  depuis 
les  découvertes  de  M.  Lie,  deux  sujets  d'étude  désormais  insépa- 
rables. Une  partie  des  résultats  qui  y  sont  contenus  sont  aujour- 
d'hui devenus  presque  classiques,  surtout  après  la  publication  des 
belles  leçons  de  M.  Goursat  sur  la  théorie  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles.  On  les  retrouvera  exposés  par  M.  Sophus  Lie 
avec  une  simplicité  et  une  élégance  magistrales. 

Nous  n'aurons,  dans  notre  analyse,  qu'à  suivre  la  marche  adop- 
tée par  l'auteur,  en  nous  efforçant  seulement  de  marquer  la  suite 
des  idées  et  de  donner  un  aperçu  des  méthodes  si  originales  et 
si  fécondes  de  l'illustre  savant  norvvégien. 


l,  La  première  Partie  du  Volume  est  consacrée  à  la  définition 
des  transformations  de  contact,  à  l'exposition  de  leurs  propriétés 
fondamentales  et  à  la  détermination  de  la  forme  générale  de  ces 
transformations.  A  cette  étude  viennent  se  joindre,  comme  un 
point  d'appui  et  un  complément  indispensables,  des  aperçus  pro- 
fonds et  originaux  sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre. 

Chapitre  L  —  L'auteur  commence  par  s'occuper  des  transfor- 
mations de  contact  du  plan.  On  sait  que  M.  Lie  appelle  élément 
linéaire  d^un  plan  l'ensemble  d'un  point  et  d'une  droite  passant 

Bull,  des  Sciences  niathém.,  a*  série,  l.  XV.  (Février  1891.)  a 
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parce  point;  les  coordonnées  de  cet  élément  sont  les  coordon- 
nées cartésiennes  x,  y  du  point  et  le  coefficient  angulaire  j^  de  la 
droite.  Toute  transformation  en  j:,  y^  y'  peut  être  considérée 
comme  une  transformation  des  éléments  linéaires  du  plan.  On 
est  conduit  à  de  telles  transformations  en  remarquant  que  toute 
transformation  ponctuelle 

donne  naissance  à  une  transformation  des  éléments  linéaires;  cftr 
toutes  les  courbes  qui  ont  au  point  (•^,  >^)  une  tangente  de  coef- 
ficient angulaire  y  se  transforment  en  courbes  ayant  au  point 
{xs^ys  )  la  même  tangente;  de  sorte  que  le  coefficient  angulaire  ^^ 
de  celte  nouvelle  tangente  est  donné  par  une  relation  de  la 
forme 

L'ensemble  des  équations  (i)  et  (2)  définit  donc  une  transforma- 
tion des  éléments  linéaires  du  plan,  que  M.  Lie  nomme  la  trans- 
formation prolongée  (erweiterte)  correspondant  à  la  transforma- 
tion ponctuelle  (1).  Celte  transformation  jouit,  entre  autres,  de 
cette  propriété  qu'elle  change  toute  famille  d'éléments  (^oc^y^y*)^ 
satisfaisant  à  la  relation 

(3)  dy  —  ydx=^o, 

en  une  famille  d'éléments  {^\t  yit  y\)  satisfaisant  à  la  relation 
analogue  dy^ — j^',rfX|  =  o;  en  d'autres  termes,  elle  laisse  inva- 
riante l'équation  de  PfafT  (3). 

Mais  les  transformations  ponctuelles  prolongées  ne  sont  pas 
seules  à  jouir  de  celte  propriété,  et  M.  Lie  appelle  transforma^- 
tion  de  contact  du  plan  toute  transformation  des  éléments  li- 
néaires du  plan  qui  laisse  invariante  l'équation  de  Pfaflf 

dy — y  dx  =  o. 

Une  telle  transformation  devant  vérifier  une  identité   de  la 

forme 

dy^ydx^  p{op,y,y){dyi—y\dxi), 

les  variables  x^y,  ^mXk  J  sont  liées  par  une  ou  deux  relations* 
Si  elles  sont  liées  par  deux  relations,  la  transformation  est  une 
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iransforination  ponctuelle  prolongée;  si  elles  sont  liées  par  une 
seule  relation 

(4)  il(.i\y,Ti,yi)^o, 

c'est  une  transformation  de  contact  proprement  dite,  et  elle  est 
définie  par  le  système   formé  de  Féquation  (4)  et  des  équations 

àil  .du  ÔQ  ,    âil 

i'j)  -T hj  — -  —  o, hj,  - —  ~  o. 

■    ^  ôx      '^    dy  drj       "^  *  ôyi 

On  peut  d'ailleurs  prendre  pour  û  une  fonction  quelconque,  sous 
certaines  conditions  de  résolubilité  que  M.  Lie  étudie.  Ajoutons 
que  les  transformations  de  contact  forment  visiblement  un  groupe 
et  sont,  deux  à  deux,  inverses  Tune  de  l'autre. 

La  définition  des  transformations  de  contact  prend  une  forme 
géométrique  par  l'introduction  des  multiplicités  d'éléments  M |. 
M.  Sophus  Lie  nomme  ainsi  l'ensemble  des  éléments  définis  par 
un  système  de  deux  équations  en  x^  y^  y  qui  satisfait  à  l'équa- 
tion de  Pfaff(3)  :  c'est,  soit  l'ensemble  de  tous  les  éléments  li- 
néaires d'une  courbe  (points  et  tangentes),  soit  l'ensemble  de 
tous  les  éléments  linéaires  qui  ont  un  point  commun.  Ceci  posé, 
les  transformations  de  contact  sont  les  transformations  des  élé- 
ments linéaires  qui  changent  toute  multiplicité  M|  en  une  multi- 
plicité M|.  Parmi  elles,  les  transformations  ponctuelles  prolon- 
gées sont  les  seules  qui  changent  tout  point  en  point. 

Quant  à  la  transformation  de  contact  proprement  dite  définie 
par  les  équations  (4)  et  (5),  elle  change  tout  point  de  coordon- 
nées X  •=^  a^  y  z=  h  en  une  courbe  qui  a  pour'  équation 

12(*7,  h,x^,y{)  =  o. 

Par  suite,  elle  transforme  toute  courbe  lieu  de  points  («,  b)  dans 
l'enveloppe  des  courbes 

correspondantes;  et  inversement  toute  courbe  enveloppe  d'une 
famille  de  courbes 

dans  le  lieu  des  points  (a^,  bs)  correspondants.  C*est  bien  ce  qui 
se  produit  par  exemple  dans  la  transformation  par  polaires  réci- 
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proques  qui  a  pour  conique  directrice  la  parabole  aj'  —  x^  =  o, 
et  qui  n'est  autre  que  la  transformation  de  contact  définie  par 
Téquation  y-\-yt  —  J!^x^  =  o. 

M.  Lie  donne  encore  une  autre  interprétation  de  l'équation  de 
Pfaff(3);  elle  exprime  que  les  deux  éléments  infiniment  voisins 
(j:,  >',  j^)  et  (x  -\-  dxj  y  "h  dy.  y  -\-  dy')  sont  unis,  c'est-à-dire 
que  la  distance  du  point  de  l'un  à  la  droite  de  Taulre  est  du 
second  ordre  par  rapport  à  la  dislance  des  deux  points.  On  peut 
donc  définir  une  transformation  de  contact  comme  une  transfor- 
mation d'éléments  qui  change  toujours  des  éléments  unis  en  élé- 
ments unis. 

Revenant  ensuite  à  la  forme  analytique  des  transformations  de 
contact,  M.  Sophus  Lie  montre  que,  pour  que  les  équations 

définissent  une  transformation  de  contact,  il  faut  que  le  crochet 
de  Poisson  [X,  Y]  soit  identiquement  nul.  Cette  condition  étant 
remplie,  la  fonction  P  est  définie  sans  ambiguïté. 

Les  notions  précédentes  permettent  d'énoncer  le  problème  de 
l'intégration  d'une  équation  diflerentielle  du  premier  ordre,  d'une 
manière  saisissante  et  qui  a  l'avantage  d'expliquer  immédiatement 
nombre  de  particularités.  Intégrer  l'équation  W(^,  i',  j^)=  o, 
c'est,  pour  M.  Lie,  trouver  toutes  les  multiplicités  M|  dont  les 
éléments  satisfont  à  cette  équation.  Le  problème  de  l'intégration 
revient  alors  à  la  recherche  d'une  transformation  de  contact  qui 
ramène  l'équation  donnée  à  la  forme  W(»ri,^*i  )  =  o.  M.  Lie 
montre  que,  inversement,  si  l'on  connaît  une  transformation  de 
contact  (6),  on  peut  intégrer  immédiatement  toute  équation  de 
la  forme  \  —  ^(^)  =  <^î  on  obtient  l'intégrale  générale  en  élimi- 
nant j^'  entre  les  relations 

Y  — û(X)  =  o,        \--a. 

Les  équations  du  second  ordre  donnent  également  lieu  à  des 
remarques  importantes.  Il  résulté  d'une  correspondance,  étudiée 
par  RL  Lie,  entre  les  transformations  de  contact  et  les  familles  de 
courbes  à  deux  paramètres,  que  l'on  peut  toujours,  par  une  trans- 
formation de  contact,  passer  d'une  équation  diflerenlielle  du  se- 
cond ordre  à  une  autre.  Ces  équations  n'ont  donc  pas  de  propriété 
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qui  soit  invariante  par  toutes  les  transformations  du  contact  du 
plan. 

Chapitre  II,  —  Nous  passons  rapidement  sur  ce  Chapitre  : 
l'auteur  y  précise  la  notion  de  systèmes  d'équalîons  équivalents; 
il  y  définit  ensuite  ce  que  Ton  doit  entendre  par  un  système 
d'équations  qui  admet  une  transformation,  et  par  une  équation 
de  Pfaff  invariante  par  une  transformation  ;  il  termine  en  établis- 
sant, sur  les  équations  de  Pfaff,  quelques  théorèmes  simples  qui 
jouent,  dans  la  suite,  un  rôle  fondamental. 

Chapitre  IIL  —  Ce  Chapitre  contient  l'étude  des  transforma- 
tions de  contact  de  l'espace. 

Un  élément  de  surface  est  l'ensemble  d'un  point  et  d'un  plan 
passant  par  ce  point;  il  a  pour  coordonnées  les  coordonnées  car- 
tésiennes (x,  y^  z)  du  point  ^t  les  coefficients  de  direction  p,  q 
du  plan  [Z  —  z^=p(X —  or-)  -\-  q{Y — r)].  M.  Lie  appelle  trans- 
formation de  contact  de  ^ espace  une  transformation  desélémenls 
de  surface  qui  laisse  invariante  l'équation  de  Pfaff 

(7)  dz — pdx  —  qdy=^o. 

On  y  est  conduit  en  considérant  la  transformation  prolongée  qui 
correspond  à  une  transformation  ponctuelle  en  x^y^  z. 

Une  transformation  ponctuelle  prolongée  est  une  transforma- 
tion de  contact  dans  laquelle  les  variables  x^y,  z,  X\^yx,  z,  sont 
liées  par  trois  relations.  Deux  autres  cas  peuvent  se  présenter, 
suivant  qu'elles  sont  liées  par  une  ou  deux  relations  :  d'où  deux 
catégories  de  transformations  de  contact  de  l'espace  proprement 
dites. 

Une  transformation  de  la  première  espèce  est  définie  par  un 
système  d'équations  de  la  forme 

il{x,y,z,xi,yi,  zx)  =  0, 

ôx      ^  Oz  ^y  àz 

ajTi      ^    àz\  oyx       ^    Ozi 

A  cette  catégorie  appartiennent  les  transformations  par  polaires 
réciproques. 


X, 
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dx 
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Une  transformation  de  la  seconde  espèce  s'obtient  en  élimi- 
nant les  indéterminées  X|  et  Xj  entre  des  équations  de  la  forme 

Telle  est,  par  exemple,  la  transformation  d'Ampère  jr,  =  — /?, 
Vi  =^,  5,  =  :r/> —  3,  qui  provient  des  deux  relations 

5  H-  ;;,  -f-  JTX,  =  o,        7  —  j,  =  o. 

La  définition  des  transformations  de  contact  est,  ici  encore, 
susceptible  de  prendre  une  forme  géométrique,  si  Ton  introduit 
la  notion  de  multiplicités  d'élémenls.  M.  Lie  nomme  ainsi  l'en- 
semble des  éléments  dont  les  coordonnées  vérifient  un  système 
d'équations  satisfaisant  à  l'équation  de  Pfan'(7);  si,  en  particu- 
lier, la  multiplicité  comprend  oc^  éléments,  c'est  une  multipli- 
cité Mj.  Une  multiplicité  M^  se  compose  :  soit  des  éléments 
d'une  surface  (points  et  plans  tangents),  soit  de  ceux  d^une 
courbe  (points  et  plans  tangents),  soit  de  ceux  d'un  point  (point 
et  plans  passant  par  le  point);  la  surface,  la  courbe,  le  point  ap- 
paraissent donc  comme  trois  genres  d'une  même  figure  géomé- 
trique :  la  multiplicité  d'éléments  M2.  Une  transformation  de 
contact  est  alors  une  transformation  d'éléments  qui  change  toute 
multiplicité  M2  en  une  autre.  I^armi  les  transformations  de  con- 
tact, les  seules  qui  transforment  tout  point  en  point  sont  les 
transformations  ponctuelles  prolongées. 

La  transformation  de  contact  définie  par  la  relation  unique 
il  (x,  y  y  2,  X, ,  ^1 ,  5,  )  =  o,  change  le  point  x=  a.,y  =  b,  z  =  c^ 
en  une  surface  qui  a  pour  équation 

(8)  U  (a,b,c,xi,yuzi)=  o. 

Quanta  la  transformée  d'une  courbe  ou  d'une  surface,  elle  est 
définie  soit  comme  enveloppe  des  surfaces  (8)  qui  correspondent 
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aux  points  de  la  courbe  ou  de  la  surface  donnée,  soit  comme  lieu 
des  points  a^  bxCx  qui  correspondent  aux  surfaces 

dont  la  courbe  ou  la  surface  donnée  est  Tenveloppe. 

Les  transformations  de  contact  définies  par  deux  relations 
donnent  lieu  à  des  considérations  de  même  nature. 

Ajoutons  que,  grâce  à  une  définition  analogue  à  celle  du  plan, 
on  peut  définir  la  transformation  de  contact  de  l'espace  comme 
changeant  toujours  des  éléments  unis  en  éléments  unis. 

Passant  ensuite  aux  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  M.  Lie  énonce  ainsi  le  problème  de  l'intégration  :  Intégrer 

V équation  ^Ix^  j^,  :;,  ~-,  —  j  =  o,  c'est  trouver  tous  les  sys- 
tèmes d'équations 
*i  (^,r»  ^^Py9)  =  Oj  *î  (ar,7,  5,  /3,  y  )  =  o,  4>3  {x,y,  z,p,  q)  =  o 

qui  comprennent  l'équation  ^{x^y,  z,  />,  q)  =  o,  et  qui  satis- 
font à  Inéquation  de  Pfaff  dz  — pdx  —  qdy^=.o\  ou,  sous  une 
forme  plus  géométrique^  c'est  trouver  toutes  les  multiplicités  Ma 
formées  d'éléments  de  l'équation  ^  =  o.  M.  l-.ie  justifie  cette 
belle  définition  par  quelques  remarques  qui  mettent  bien  en 
lumière  les  avantages  qu'elle  présente  sur  la  définition  classique 
de  Lagrange. 

Le  Chapitre  se  termine  par  des  considérations  géométriques 
très  intéressantes  sur  les  transformations  de  contact  qui  changent 
toute  ligne  asjmptotique  d'une  surface  en  une  ligne  asjmptotique 
de  la  surface  transformée,  ou  toute  ligne  de  courbure  en  ligne  de 
courbure. 

Chapitre  IV,  —  Nous  arrivons  maintenant  au  cas  général, 
celui  où  l'on  considère  2/i-|-  i  variables  Zj  Xy^  ,,,^  Xn]  p\t  '-"i  Pn- 
La  théorie  de  M.  Sophus  Lie  repose  sur  la  solution  du  problème 
général  suivant  :  Trouver  tous  les  systèmes  d'équations  qui 
satisfont  à  r équation  de  Pfaff 

(9)  dz  ~-pidxi—.,,  —  pndx„=  o. 

Les  résultats  obtenus  au  Chapitre  II  conduisent  facilement  à 
une  forme  canonique  remarquable  des  systèmes  cherchés. 
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Ceux  de  ces  systèmes  qui  se  composent  de  /i  4-  i  équations  dis- 
tinctes 

ont  une  importance  toute  spéciale.  Ils  sont  caractérisés  par  cette 
propriété  que  tous  les  crochets  [^1,  <^a]  s'annulent  en  vertu  des 
équations  (10).  L'intérêt  qui  s'attache  à  ces  systèmes  tient  à  la 
définition  nouvelle  que  donne  M.  Lie  de  l'intégration  d'une  équa 
tion  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

^  /  dz  dz  \ 

Intégrer  cette  équation,  c'est,  d'après  l'illustre  savant,  trouver 
tous  les  systèmes  d'équations  de  la  forme  (10)  qui  satisfont  à 
l'équation  de  Pfafl  (9)  et  comprennent  l'équation 

(11)  <l>(-5,  ar,,  ...,  ^Trt ;/?,,...,/?„)  =  0. 

M.  Lie  considère  encore  des  systèmes  de  la  forme 

Pour  qu'un  tel  système  satisfasse  à  l'équation  (9)  pour  toutes 
les  valeurs  des  constantes  arbitraires  ai,  .  . .,  an+^',  il  faut  et  il 
suffit  que  tous  les  crochets  [4»/^^]  soient  nuls  identiquement, 
c'est-à-dire  que  les  fonctions  ^i,  ...,  ^//^.i  forment  un  système 
de  fonctions  en  involution.  On  peut  encore  dire  que  c'est  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  existe  une  identité  de  la 

forme 

dz  —  Pi  dxi  —  , . . — Pndxn=  Xi  c/*,H-..  .-+-X«h_|  d^n-^ù 

si  elle  est  remplie,  les  fonctions  X|,  ...,  \n^\  sont  fournies  sans 
ambiguïté  par  des  équations  du  premier  degré. 
On  en  conclut  encore  que,  pour  que  le  système 

A|(Xi,  .  • .,  Xn  'y  pij  ...,  Pfi)  =  Cti,  *  •  •  y         ^n('^li  •••»  «^/i  »  Pli  •••»  Pn)  =  ^n 

satisfasse  à  l'équation  de  Pfaff/?!  dxi  -h .  - .  -hpn  dXfi=  o,  quelles 
que  soient  les  constantes  a, ,  . . . ,  a«,  c'est-à-dire  pour  qu'on  ait 
une  identité  de  la  forme 

il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  X,,  ...,  X;,  soient,  par  rapport 
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aux  variables />!,  . . .,  /?„,  homogènes  et  de  degré  zéro,  et  que,  de 
plus,  tous  les  crochets  (X/X^t)  soient  nuls  identiquement.  S'il  en 
est  ainsi,  les  fonctions  Pi,  ...,  Pn  sont  fournies  par  des  équations 
linéaires,  et  sont  homogènes  et  du  premier  degré  par  rapport  à 

Les  systèmes  précédents  s'introduisent  également  dans  la 
théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles.  M.  Sophus  Lie  dé- 
finit en  eflel  une  intégrale  complète  de  Téquation  (i  i)  comme 
étant  représentée  par  un  système  d'équations  de  la  forme 

qui  satisfait  à  l'équation  de  Pfaff  (9),  ^i  ...,  a»  étant  des  con- 
stantes arbitraires.  Si  donc  on  suppose  que  l'équation  donnée 
contient  elle-même  une  constante  arbitraire,  c'est-à-dire  soit  de 
la  forme  U(z,  :ri,  ...,  iC,,  ;  /?|,  ...,/?„)  =  a,  trouver  une  intégrale 
complète  revient  à  trouver  n  fonctions  U|,  . .  .,  U«  qui  vérifient 
une  identité  de  la  forme 

dz  —  pi  dx\  — ...  —  Pn  dxn  =  X  d\}  -4-  X 1  d\]  1  -h . . .  H-  X,j  d\},i> 

c'est-à-dire  qui  forment  avec  la  fonction  U  un  système  en  invo- 
lution. 

Quant  au  problème  du  passage  d'une  intégrale  complète  à 
toutes  les  autres,  il  revient  à  la  résolution  par  rapport  aux  fonc- 
tions V|,  ...,  V;,  de  l'équation 

M.  Lie  complète  enfin  les  considérations  qui  précèdent  en  in- 
troduisant la  notion  essentielle  de  multiplicité  d'éléments. 

Un  élément  est  un  système  de  valeurs  de  :;,  x^,  ...,  jr„; 
/^H  •  •  •>/>/!•  Une  multiplicité  d'éléments  est  définie  par  un  système 
d'équations  (entre  les  coordonnées,  w,  x^y  .  .  .,  Xn\  p^^  •  >  "i  Pn 
de  l'un  quelconque  de  ses  éléments)  satisfaisant  à  l'équation  de 
Pfafi'(9).  Si  ce  système  se  compose  de  n-\-\  équations  distinctes, 
il  définit  une  multiplicité  M/j  d'éléments. 

M.  Sophus  Lie  dit  encore  que  l'équation  de  Pfaff  (9)  exprime 
que  l'élément  (;;,  j:*, ,  ...,  x„  ;  /?i,  ...,/?,,)  et  l'élément  infiniment 
voisin  (:ï  -H  dz^  x^  -f-  dx^^  .  . ,  p,t  -{-  dp„)  sont  unis.  Une  multi- 
plicité est  alors  une  famille  d'éléments  dans  laquelle  chaque  élé- 
ment est  uni  à  tout  élément  infiniment  voisin.de  la  famille. 
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Dans  un  grand  nombre  de  questions,  il  est  avantageux  d'intro- 
duire, pour  définir  un  élément,  ses  coordonnées  homogènes 
^'i  »  •  •  M  J^/i+i  î  ?i  j  •  •  •  7  7«+i  •  i'  suffit  pour  cela  de  poser 

/?!  =  —- >         •••>        P'^  —  ~~7t 

L'équation  de  Pfaff  (9)  est  alors  remplacée  par  l'équation 
homogène 

q\dyx-»r,,,-\-qn  dyn  H-  qn^x  dyn^x  =  o. 

Avec  ce  nouveau  mode  de  langage,  on  peut  dire  que,  intégrer 
l'équation  F(<s,  Xi,  ...,  x« ;/><,...,/?//)  =  o,  c'est  trouver  toutes 
les  multiplicités  M/2  de  cette  équation;  trouver  une  intégrale  com- 
plète, c'est  ranger  les  oo'"  éléments  de  l'équation  F  =  o  en  un 
faisceau  de  00"  multiplicités  M^,  de  telle  sorte  que  l'ensemble  des 
éléments  de  toutes  ces  multiplicités  coïncide  avec  l'ensemble  des 
éléments  de  l'équation.  On  pourra  naturellement,  dans  la  résolu- 
tion de  ces  deux  problèmes,  représenter  un  élément  par  ses  coor- 
données homogènes,  c'est-à-dire  remplacer  l'équation  donnée  par 

l'équation  F(y;,+,,  j^,,  .  ..,y«,  —  z^»  •••'  -^j  =  0,   homo- 

\  qn-\-x  qn-^x  / 

gène  en  çr,,  çTj,  . . .,  qn+x* 

Chapitre  V.  —  Ce  Chapitre  contient  la  définition  des  trans- 
formations de  contact,  et  la  détermination  des  relations  analytiques 
qui  les  caractérisent. 

On  dit  que  la  transformation 

1     Z  =  lt{Zt  Xif  .  .  . ,  X,i  ;  /?!,  .  .  . ,  Pn  ), 

(12)  <    Xi=  \i{z,  X,  p)  (e  =1,2,  ...,  /l), 

est  une  transformation  de  contact  de  l'espace  à  /i  -i-  i  dimensions 
{zj  OTi,...,  X/,),  si  elle  laisse  invariante  l'équation  de  PfafT 

dz  —  px  dX\  —  .  .  . — Pn  dxn  =  o. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que  ces  transformations  for^ 
ment  un  groupe  et  sont  deux  à  deux  inverses  l'une  de  l'autre^ 
Pour  que  les  équations  (12)  définissent  une  transformation  de 
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contact  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  une  identité  de  la  forme 

dz  — pi  dxi  — . . .  —  pndxn=  -(e£Z  —  Pi  d\\  — . . . —  P/jC^X^). 

r 

M.  Lie  en  déduit  qu'il  faut  et  il  suffit  que  les  fondions  Z, 
X|, ...,  X,i;  P|,  ,..,  P,|  soient  liées  par  des  relations  identiques  de 
la  forme 

(Z,  X/)  =  (X,-,  Xa)  =(P/,  \k)  =  o  {iy^k). 

(P/,  X/)  =  p,        (P/,  Z)  =  pP/. 

De  là  vient  cette  propriété  fondamentale  que,  par  la  transfor- 
mation de  contact  (12),  le  crochet  [^,  ^^^z.x.p  de  deux  fonctions 
quelconques  de  5,  ^i,  . . .,  x„;  /?i,  .  *  ^j  p»  se  change,  au  facteur  p 
près,  dans  le  crochet  [<P,  ^]z\x\p'  des  fonctions  transformées. 

On  peut,  dans  les  conditions  trouvées,  se  débarrasser  de  la 
fonction  inconnue  p.  M.  Lie  montre  en  effet  que,  siZ,X|,  ...,X,/ 
sont  des  fonctions  indépendantes  en  involution,  on  peut  déter- 
miner sans  ambiguïté  n  fonctions  P|,  . . . ,  P^  telles  que  les  équa- 
tions (12)  définissent  encore  une  transformation  de  contact;  ces 
fonctions  sont  d^ailleurs  fournies  par  des  équations  du  premier 
degré. 

M.  Sophus  Lie  passe  ensuite  aux  transformations  de  contact 
dans  lesquelles  les  variables  ^1 ,  . .  .j  Xn]  p^  .  • . ,  pn  sont  trans- 
formées entre  elles;  il  montre  qu'elles  doivent  être  de  la  forme 

(i3)     z'=Xz-hQ(Xyp),      T'i  =  Xi{x,p),      pi  =  Vi{x,p)       (t  =  i,2,  ...,/i), 

où  A  est  une  constante,  et  où   les  fonctions  û,  X|,  ...,  X„; 
Pi,  . . .,  Prt  sont  liées  par  les  relations  identiques 


(Kz  -+-  U,  X/)  =  0,         (  P/,  A;ï  -M2)  :=  AP,-, 
(14)      {  (X/Xa-)  =  (P/PxO  =  (P/X;i.)  =  o  {iy^k), 


\ „ 

I  (P/X/)  =  A, 


Il  en  résulte  que  ces  transformations  en  x,  p  forment  encore 
un  groupe. 

Étudiant  la  réciproque,  M.  Lie  prouve  que,  si  l'on  connaît  n 
fonctions  X|,  . . . ,  X„  des  variables  X|,  . .  . ,  j:,,  ;  /?|,  ...,/?,,  liées 
parles  relations  (X/X;t)=o,  on  peut  toujours  déterminer  des 
fonctions  Q,  P|,  .  .  .,  P^,  des  mêmes  variables  telles  que  les  équa- 
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lions 

S'=  Z  —  iliX,  p),  X\=  X/(  X,  p  »,  Pi  —  P|M,X,  p\ 

définissent  une  transformation  de  contact;  la  fonction  û  s'obtient 
par  une  quadrature,  et  les  fonctions  P|,  ...,  P^  sont  fournies 
ensuite  par  un  système  dVquations  du  premier  degré. 

Un  autre  théorème  est  le  suivant  :  Si  les  fonctions  X|,  ...,  X/,  ; 
Pi,  . . .,  P,|  sont  liées  par  les  relations  identiques 

(X/Xa)  =  (P/Px-i  =  iP/Xx-)  =  o.        (  P/X/)  =  A, 

on  peut  y  par  une  quadrature  y  déterminer  une  fonction  Û  telle 
que  les  équations  (i3)  définissent  encore  une  transformation 
de  contact. 

Si  Ton  suppose  enfin  que  la  fonction  U  se  réduise  à  une  con- 
stante, les  premières  des  relations  (i4)  montrent  que  les  fonc- 
tions X  doivent  être  homogènes  par  rapport  aux  p  et  de  degré 
zéro,  et  les  fonctions  P  homogènes  de  degré  un.  En  considérant  en 
particulier  la  transformation  de  contact 

z=z,        x'i=\i{Xyp),        p'i  =  Vi{x,  p), 
on  est  conduit  à  considérer  seulement  la  transformation 

M.  Lie  rappelle  une  transformation  de  contact  homogène.  Elle 
peut  être  définie  par  cette  propriété  qu'elle  laisse  invariante  l'ex- 
pression de  Pfaff/),  dxi  -h  •  •  •  -\-pn  àxn  ;  elle  est  caractérisée  par 
ce  fait  que  les  X  y  sont  homogènes  et  de  degré  zéro  par  rapport 
aux/?,  les  P  homogènes  et  du  premier  degré,  et  que  l'on  a  les  re- 
lations identiques 

(  \i\k)  =  (P/IV)  =  (  P/Xa  )  =  o,         ^P/X/)  =  I. 

Kéciproquement,  si  les  fonctions  X,,  . .  .,  X„  sont  homogènes 
et  de  degré  zéro,  et  sont  de  plus  en  involution,  les  fonctions  cor- 
respondantes P|,  . .  .,  P„  sont  données  par  des  équations  du  pre- 
mier degré. 

Les  transformations  de  contact  homogènes  ont  deux  propriétés 
fondamentales  :  i*'  elles  laissent  Invariante  l'expression 


Pl  T—  ->-.  •    -Hy/i 


àp,  '"  àp„ 
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où  U  est  une  fonction  quelconque  de  :r i ,  ,  . .,  ûc„;  p^,  ...,/?„;  et 
de  là  résulte  qu'elles  forment  un  groupe;  2**  elles  laissent  inva- 
riant le  crochet  (UV)  de  deux  fonctions  quelconques  deXi,  ...,  j:„; 

Pi  y     •'jPn' 

Ce  qui  fait  leur  importance,  c'est  qu'à  toute  transformation 
homogène  aux  2/1 +  '2  variables  yj,  •  •  • ,  J>'//+i  ;  Çtt  •••,  Çn^i 
correspond  une  transformation  de  contact  de  l'espace  à  n  +  i 
dimensions;  il  suffit,  pour  passer  de  la  première  à  la  seconde,  d'y 
faire  le  changement  de  variables 

cela  tient  à  ce  que  ce  changement  de  variables  change  le  crochet 
(UV)j^^  en [^?  ^Is^-r, />•  ^"  verra  par  la  suite  quelles 

y  «4-1 

simplifications  et  quelle  symétrie  Tinlroduction  de  ces  transfor- 
mations homogènes  apporte  dans  les  calculs. 

Chapitre  VI .  —  Dans  ce  Chapitre,  M.  Sophus  Lie  détermine 
la  forme  générale  des  transformations  de  contact.  Voici  les  prin- 
cipaux résultats  obtenus  par  le  grand  géomètre. 

Toute  transformation  de  contact  homogène  est  définie  par  le 
système  obtenu  en  éliminant  les  indéterminées  X|,  . . . ,  Â^  entre 
des  équations  de  la  forme 

àW  .       àW 

uù 

Réciproquement  toute  élimination  des  X  entre  des  équations  de 
cetle  forme  fournit  une  transformation  de  contact  homogène, 
pourvu  toutefois  qu'un  certain  déterminant  que  iVI.  Lie  apprend  à 
formerne  s'annule  pas  en  vertu  des  équations  Û<=o,  ...,  û^=o. 

De  même  on  obtient  toutes  les  transformations  de  contact  en 
iPtj  •  •  •»  Pn  ^n  éliminant  des  indélerminées  "k  entre 
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des  équations  de  la  forme 

Enfin,  pour  les  transformations  en  Xy  /?,  réliminalion  doit  se 
faire  entre  les  équations  de  la  forme 

z' — Xz  —  W(Ty3r')  =  o,         Qi(Xy  x')  =  o,         ...,         ilg{T^  x' )  =o, 

—  A  -^ —  -4-  Al  - —  -H ..,-+-  A«  -r — 
Oxf             Oxi                    ^  uxi 
Pi  =  ^^ , 


A 


M.  Lie  montre  ensuite  que  les  transformations  de  contact  sont 
les  seules  transformations  en  Zy  Xy  p  qui  changent  tout  système  de 
n-\-  I  équations,  satisfaisant  à  Téquation  de  Pfaff(9),  en  un  sys- 
tème jouissant  de  la  même  propriété. 

Il  est  à  remarquer  toutefois  que  si  le  premier  système  contient 
A*  relations  indépendantes  entre  c,  x^^  . . .  ^  Xn  seuls,  le  second  ne 
contiendra  pas  en  général  le  même  nombre  de  relations  entre 
z' ^  a:'j,  .  . .,  x^  seuls.  11  y  a  exception  pour  les  systèmes  qui  ne 
contiennent  qu'une  relation  entre  :;,  Xx-,  ....  Xn-,  c'est-à-dire  qui 
sont  de  la  forme 

M.  Sophus  Lie  démontre  en  effet  qu'ils  se  changent  toujours  en 
systèmes  de  la  môme  forme,  à  moins  que  F  ne  satisfasse  à  une 
certaine  équation  aux  dérivées  partielles,  qui  est  du  second  ordre 
pour  une  transformation  de  contact  proprement  dite,  et  s'abaisse 
au  premier  pour  une  transformation  ponctuelle  prolongée. 

Le  Chapitre  se  termine  par  de  belles  considérations  géomé- 
triques qui  fournissent,  en  particulier,  l'explication  des  derniers 
résultats. 

Chapitre  VIL  —  Ce  dernier  Chapitre  est  consacré  aux  équa- 
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lions  aux  dérivées  partielles.  M.  Lie  y  démontre  la  célèbre 
identité 

en  suivant  la  marche  même  indiquée  par  Jacobi.  Il  en  déduit 
immédiatement  le  théorème  de  Poisson,  d'après  lequel,  si  i'  et  (v 
sont  deux  intégrales  de  Féquation  linéaire  (u/)  =  o^  (r,  w)  en  est 
encore  une  intégrale. 

M.  Sophus  Lie  termine  en  exposant,  avec  la  généralité  qu'elle 
comporte,  la  méthode  de  Jacobi  pour  l'intégration  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  ^^ 

On  sait  que  la  méthode  est  fondée  sur  cette  remarque  que  si 
Uij  . . . ,  Ur  sont  des  fonctions  de  Xt,  . . . ,  Xn\  P\y  •  •  'j Pn  en  in- 
volution,  les  équations 

forment  un  système  complet;  et  que,  d'autre  part,  trouver  une 
intégrale  complète  de  l'équation  (i5)  revient  à  déterminer /i  fonc- 
tions ii|,  . . .,  ii,i  qui  forment  avec  u  un  système  de  «  -|-  i  fonc- 
tions en  involution.  On  y  arrive  alors  naturellement  en  cherchant 
successivement  une  intégrale  d'une  suite  de  systèmes  complets. 

IL  La  deuxième  Partie  contient  la  solution  du  problème  suivant  : 

Étant  donnés  deux  systèmes  de  m  fonctions  de  z^x^,  . . .,  x^ 
y>i  j  •  •  -j  Pn'i  reconnaître  sUl  existe  des  transformations  de  con- 
tact qui  changent  les  fonctions  du  premier  système  respective- 
ment en  celles  du  second  y  et  s^il  en  existe,  les  trouver. 

Cela  revient  au  fond  à  rechercher  quelles  sont  les  propriétés 
d'un  système  de  m  fonctions  qui  sont  invariantes  par  toute  trans- 
formation de  contact.  La  théorie  des  groupes  de  fonctions  sert  de 
base  à  cette  étude. 

Chapitre  VIII.  —  M.  Sophus  Lie  ne  considère  d'abord  que 
des  transformations  de  contact  de  la  forme 

(16)  z'=z-^ii{x,p),         x'i=\i(x,p)y        p'i=Vi  x,p). 
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et  des  fonctions  des  seules  variables  ûTi^  . . .,  Xfi,  />|,  . . .,  /7„.  Si  on 
considère  un  syslcme  u^^  . . .,  Ur  de  /•  de  ces  fondions,  le  crochet 
(uiUk)  de  deux  quelconques  de  ces  fonctions  est  invariant  par 
toute  transformation  (i6)  :  ces  crochets  doivent  donc  jouer  ici  un 
rôle  essentiel.  M.  Lie  dit  en  particulier  que  les  r  fonctions  indé- 
pendantes Uij  ...,  Ur  définissent  un  groupe,  si  tous  les  crochets 
(uiUk)  s'expriment  au  moyen  de  ces  fonctions,  c'est-à-dire,  si  l'on  a 
des  identités  de  la  forme 

Le  groupe  est  formé  de  l'ensemble  de  toutes  les  fonctions  des  x^p 
qui  s'expriment  au  moyen  de  Wi,  ...,  z/^.  Nous  dirons  que  ce  groupe 
est  d'ordre  /*  (/-gliedrig).  Un  groupe  de  fonctions  peut  contenir 
des  sous-groupes. 

M.  Lie  remarque  ensuite  que,  pour  qiie  Ui,  ...,  Ur  définissent 
un  groupe,  il  faut  et  il  suffit  que  les  équations  linéaires 

(a,/)  =  o,        ...,        {Ur/)=o 

forment  un  système  complet.  Un  tel  système  complet  a  cette  pro- 
priété caractéristique  que,  si  ^  et  y^  en  sont  deux  intégrales,  ('^yj 
est  une  nouvelle  intégrale.  L'ensemble  de  ses  intégrales  constitue 
donc  un  nouveau  groupe,  qui  n'est  autre  que  le  groupe  de  toutes 
les  fonctions  qui  sont  en  involution  avec  chacune  des  fonctions  du 
premier  groupe.  M.  Lie  le  nomme  le  groupe  polaire  de  ce  premier 
groupe.  Un  groupe  et  son  groupe  polaire  sont  réciproques. 

M.  Sophus  Lie  nomme  fonction  distinguée  (ausgezeichnete)  du 
groupe  toute  fonction  du  groupe  qui  est  en  involution  avec  chaque 
fonction  du  groupe,  c'est-à-dire  toute  fonction  commune  au  groupe 
et  à  son  groupe  polaire.  Le  nombre  des  fonctions  distinguées  du 
groupe  W|,  ...,  Ur  se  déduit  facilement  de  Tordre  du  déterminant 
principal  du  déterminant  des  fonctions  KVifç  qui  figurent  dans  les 
relations  (17);  on  peut  donc  toujours  l'obtenir  par  de  simples  dif- 
fère ntiati  on  s. 

Chapitre  IX,  —  Il  est  consacré  à  la  démonstration  de  ce  théo- 
rème remarquable  : 

Pour  qu^  on  puisse  y  par  une  transformation  de  contact ,  passer 
d^un  groupe  à   un  autre,  il  faut  et  il  suffit  :  i**  que  les  deux 
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groupes  soient  du  même  ordre;  a**  quils  contiennent  le  même 
nombre  de  fonctions  distinguées  distinctes.  On  dit  dans  ce  cas 
que  les  deux  groupes  appartiennent  au  même  type. 

Ces  conditions  sont  évidemment  nécessaires.  Pour  montrer 
qu'elles  sont  suffisantes,  M.  Lie  commence  par  mettre  chacun  des 
deux  groupes  donnés  sous  une  forme  canonique,  c'est-à-dire  par 
déterminer  r  fonctions  distinctes  du  groupe 

(18)  P|,   ...,  P,„,  X,,   ,,.,\fn^fj,    (r  =  7.m-\-g), 
qui  soient  liées  par  les  relations  canoniques 

(19)  (P,Xa-)  =  (X/Xa.)  =  (P/P*)  =  o,        (P/X/)=i. 

Cette  réduction  s'opère  par  l'emploi  alternatif  des  deux  théo- 
rèmes suivants  : 

1**  Si  Ui  n'est  pas  une  fonction  distinguée  du  groupe,  il 
existe  toujout^s  dans  le  groupe  une  fonction  U2,  telle  que  Von 
ait  (w,  //2)=  i  ;  2**  les  deux  équations  {u^f)^=  o,  [u^f)^^  o,  où  f 
est  fonction  seulement  des  w,  définissent  un  sous-groupe  d^  ordre 
r —  2  du  groupe  proposé,  dont  toutes  les  fonctions  sont  en  in- 
solution  avec  Us  et  u^^ 

Le  premier  groupe  étant  mis  sous  la  forme  (  1 8),  on  peut  déterminer 
d'autres  fonctions  Pm+i-.  •  •  •  »  P/i,  X;„^^^i,  . . . ,  X^,  telles  que  l'on 
ait  toujours  les  relations  (19).  On  a  ensuite  par  une  quadrature 
une  fonction  û(^,  p)  telle  que  les  équations 

z'=  z  -h  Û(ar,/?),        x'i=z\i{x,p),        pi=  Pi(x,p) 

définissent  une  transformation  de  contact. 

Le  second  groupe  pourra  se  mettre  sous  une  forme  analogue,  et 
donnera  naissance   aux    fonctions   0(^',,   . . . ,  j^^,  q^,    ...,  q„)j 

Alors  les  équations 

K-^0(y,q)=^z-^Q(x,p),         \i(y,q)=\i(T,p),         Qi(y.q)=  Pi(Xyp) 

définissent  une  transformation  de  contact  répondant  à  la  question. 

Chapitre  X,  —  Les  résultats  précédents  conduisent  immédiate- 
ment à  la  solution  du  problème  général  énoncé  plus  haut  dans  le 
cas  où  les  fonctions  données  ne  dépendent  que  des  variables  x^^  . . . , 
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^hiPk^  '  '  "i  Pn-^^  critérium  cherché  est  le  suivant  :  5/  les  fonctions 
données  Us  ^  ...,  iir]  i'i,  ...,  Vs  forment  deux  groupes,  il  faut 
et  il  suffit,  pour  qvLon  puisse  passer  du  premier  système  au 
second  par  une  transformation  de  contact  :  i**  que  les  deux 
systèmes  contiennent  le  même  nombre  de  fonctions;  i^  que  les 
(uiUk)  s'expriment  au  moyen  des  u  par  les  mêmes  relations 
qui  fournissent  les  {viVk)  en  fonction  des  v.  Le  cas  où  les  fonc- 
tions ne  forment  pas  deux  groupes  se  ramène  au  précédent  par 
une  série  de  difTérentiations  et  d'éliminations. 

Chapitre  XL  —  M.  Lie  y  fait  Tétude  des  groupes  homogènes 
de  fonctions.  Un  groupe  de  fonctions  en  j^i,  . . . ,  ^Vu  P\^  *  ^  ",  pn 
est  dit  homogène  s'il  contient  r  fonctions  homogènes  en /?,,  . .  .,/?ii, 
r  étant  l'ordre  de  ce  groupe.  Pour  qu'un  groupe  soit  homogène, 
il  faut  et  il  suffit  que,  dès  qu'il  contient  une  fonction  F,  il  contienne 

la  fonction  p^-^ h  •  •  •  -f-/>/i  -^ —  Un  groupe  homogène  d'ordre  r 

contient  exactement  r  —  i  fonctions  homogènes  de  degré  zéro  in- 
dépendantes, à  moins  que  toutes  ses  fonctions  soient  homogènes  de 
degré  zéro;  dans  ce  dernier  cas,  deux  fonctions  quelconques  du 
groupe  sont  en  involution. 

Le  groupe  polaire  d'un  groupe  homogène  est  un  groupe  homo- 
gène. Les  fonctions  distinguées  d'un  groupe  homogène  forment  un 
sous-groupe  homogène;  enfin,  on  peut  toujours,  par  la  formation 
de  déterminants,  déterminer  combien  le  groupe  contient  de  fonc- 
tions distinguées  indépendantes  homogènes  et  de  degré  zéro. 

Chapitre  XIL  —  Il  contient  la  détermination  des  formes  cano- 
niques des  groupes  de  fonctions  homogènes,  et  l'application  au 
problème  général  précédemment  posé.  Par  une  méthode  de  réduc- 
tion analogue  à  celle  du  Chapitre  IX,  M.  Sophus  Lie  montre  que 
tout  groupe  homogène  est  réductible  à  l'une,  des  deux  formes 

(11)  ri,       ...,      r/„-f-^,      A|,      ..•?      ^m> 

OÙ  les  fonctions  P  sont  homogènes  de  degré  un,  les  fonctions  X 
homogènes  de  degré  zéro,  et  où  l'on  a  toujours  les  relations  cano- 
niques (19).  La  forme  (I)  convient  au  cas  où  les  fonctions  dis- 
tinguées sont  toutes  d'ordre  zéro,  la  forme  (II)  à  l'autre  cas. 
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Il  en  résulte  que,  pour  qu'on  puisse,  par  une  Iransformation  de 
contact  homogène,  passer  d'un  groupe  de  fonctions  homogènes  à 
un  autre,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  groupes  soient  du  même 
ordre,  aient  le  même  nombre  de  fonctions  distinguées  indépen- 
dantes, et  le  même  nombre  de  fonctions  distinguées  indépendantes 
d'ordre  zéro. 

De  ce  théorème,  M.  Lie  déduit  la  condition  pour  qu'on  puisse, 
par  une  transformation  de  contact  homogène,  changer  un  système 
de  fonctions  de  o^i,  ...,  Xn^  p\^  ...^p^  en  un  autre.  Si  les  deux 
systèmes  définissent  deux  groupes  homogènes,  il  faut  et  il  suffit  : 
I**  que  les  deux  systèmes  w,,  ...,  Wrî  ^ii  •••>  ^'j  contiennent  le  même 

nombre  de  fonctions  ;  a"  que  les  {uiUk)  et  les  \^/?y  ^— ^  s'expriment 

/■ 
eni/i, ..., //r  exactement  comme  les  (rii>)  et  les  \^/>y -~  au  moyen 

de  i'i, ...,  <<>•  On  ramène  au  précédent  le  cas  où  les  deux  systèmes 
ne  définissent  pas  deux  groupes  homogènes,  au  moyen  de  différen- 
tiations  et  d'éliminations. 

Enfin  le  problème  général  du  passage  d'un  système  de  fonctions 
de  .3,  X|,  . ..,  Xnt  P\.  ...  iPn  à  un  autre  se  réduit  à  celui  que  nous 
venons  de  traiter  par  le  changement  de  variables 

(20)  l  qx  qn 

i  pl= 9  ••«»  Pn^= • 

\  Çn-^l  Çn-hi 

On  peut  donc  toujours,  sans  intégration,  reconnaître  s'il  est  possible 
ou  non  de  passer  d'un  des  systèmes  à  l'autre  par  une  transforma- 
lion  de  contact. 

Chapitre  XIIL  —  Étant  donné  un  groupe  de  fonctions  '^i ,  . . . , 
f^rt  on  a  des  identités  de  la  forme 

<2l)  (?/©a)=  Wif,{Ox  .  .  .  Or). 

M.  Sophus  Lie  dit  que  ces  identités  définissent  la  structure  (Zw- 
^ammensetzung)  du  groupe.  Dans  le  (Chapitre  XIII,  M.  Lie  dé- 
montre le  beau  théorème  suivant  : 

Pour  qu'il  existe  un  groupe  de  structure  (20).  il  faut  et  il 
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siijffil  que  les  fonctions  wik  vérifient  les  relations  identiques 

àwji\  _ 


o. 


La  nécessité  de  ces  relations  résulte  des  propriétés  du  crochet  de 
Jacobi.  Voici  le  principe  de  la  belle  démonstration  par  laquelle 
M.  Lie  montre  qu'elles  sont  aussi  suffisantes. 

F  et  ^  étant  deux  fonctions  quelconques  des  variables  ©|,  . . . , 
Ort  M.  Lie  représente  par  le  symbole  |  F4>  |  l'opération 

àF    à^ 

Ce  symbole  jouit  des  deux  propriétés  essentielles  du  crochet  de 
Jacobiy  c'est-à-dire  que  Ton  a  identiquement 

|F*| -+-|4>F|  =  o        et        ||F*|n'|-i-||*^IF    H-|^i"F|<î>|  =  o, 

On  peut  dès  lors,  par  une  méthode  analogue  à  celle  du  Chapitre  IX, 
déterminer  r  fonctions  de  (pi ,  . . . ,  Çr  •  Pi  ^  •  •  •  -»  Pw+y»  X| ,  . . . ,  X^, 
telles  que  l'on  ait  identiquement 

I  P/Pa-I  =  I  X/X;,|  =  I  P,-X;t|  -  O,  I  P;X,|  =1. 

Il  suffit  ensuite  déconsidérer  inversement  Çi,  . . . ,  'fr  comme  fonc- 
tions de  Pi,  ... ,  Pm+vî  X|,  . . . ,  X;,,,  et  d'adjoindre  à  ces  dernières 
d'autres  variables  quelconques  :  Pm+^^-i^  •  •  •  ?  P/n  X;,i^.i,  . . . ,  X„, 
pour  avoir  dans  les  fonctions  cpi(X,P),  . . . ,  'p^(X,  P)  /•  fonctions 
définissant  un  groupe  de  la  structure  donnée. 

Le  nombre  an  des  variables  doit  être  au  moins  égal  à  2(/?î  4-  q). 
De  plus,  tous  les  groupes  à  2/i  variables  s'obtiennent  en  faisant 
dans  les  fonctions  trouvées  la  transformation  de  contact  la  plus  gé- 
nérale de  la  forme 


^t ^ 


Q{x,p),         jr'i  =:£,'(  x,p)y         Pi—  \\i\T,p). 


M.  Lie  démontre  enfin  que  l'on  peut  toujours  trouver  des  groupes 
homogènes  de  la  structure  donnée  et  contenant  /•  fonctions  homo- 
gènes indépendantes  du  premier  degré,  à  condition  que  les  fonc- 
tions Wik  soient  des  fonctions  homogènes  et  du  premier  degré  de 


leurs  arguments. 
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III.  Dans  la  troisième  Partie,  l'auteur  introduit  les  transfor- 
mations infinitésimales  de  contact,  et  montre  comment  Ton  peut 
calculer  avec  ces  transformations  infinitésimales  beaucoup  plus 
simplement  et  plus  rapidement  qu'avec  les  transformations  finies. 

Chapitre  JCIV,  —  Une  transformation  infinitésimale  aux  va- 
riaDies  z^  jc  \^  ***7  ^/i?  P  \^  *  *  *  >  Pft 

f  I 

est  dite  de  contact  si  elle  laisse  invariante  l'équation  de  PfafT 

dz  —  px  dxi  — ...  —  pfi  dXfi  =  o. 

M.  Lie  conclut  de  cette  définition  que  toute  transformation  infini- 
tésimale de  contact  est  définie  par  les  formules 

.       àW  à^  àW  .      V^      <^W      ... 

àpi  dXi       ^    âz  ^      ^  ^   âpi 

i 

OÙ  W  est  une  fonction  arbitraire,  que  M.  Lie  nomme  Isl  fonction 
caractéristique  de  la  transformation  infinitésimale.  On  a,  par 
suite, 

X/=[\V/J-W^. 

On  peut  donc  définir  et  désigner  une  transformation  infinitésimale 
de  contact  par  sa  fonction  caractéristique.  Pour  que  plusieurs  de 
ces  transformations  soient  indépendantes,  il  faut  et  il  suffit  que 
leurs  fonctions  caractéristiques  soient  linéairement  indépendantes. 

Il  est  enfin  presque  évident  que  la  condition  pour  que  Xy  en- 
gendre un  groupe  de  transformations  de  contact  à  un  paramètre  est 
que  Xy  soit  une  transformation  infinitésimale  de  contact. 

Pour  qu'un  système  d'équations  ^,  =  o,  . . . ,  ^m  =  o  admette 
une  transformation  infinitésimale  de  contact  W,  il  faut  et  il  suffit 

que  les  équations  [W^,]  —  W -p  =  o  soienl  des  conséquences 

des  équations  du  système.  Si  ce  système  définit  une  multiplicité  d'é- 
léments, la  condition  se  simplifie  :  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation 
W  =  o  soit  une  conséquence  des  équations  du  système  ;  en  d'autres 
termes,  pour  qu'une  multiplicité  admette  la  transformation  infini- 
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tésimale  W,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coordonnées  de  lous  ses  élé- 
ments satisfassent  à  l'équation  W  =  o. 

De  même  que  Ton  avait  à  considérer  précédemment  des  transfor- 
mations de  contact  finies  particulières,  il  y  a  lieu  de  définir  des 
transformations  infinitésimales  de  contact  spéciales  qui  corres- 
pondent aux  transformations  en  x,  p  et  aux  transformations  ho- 
mogènes. 

Les  premières  sont  celles  qui  laissent  invariante  l'expression  de 
Pfafl'rfs — p^dx^ — . ..  —  pndxn^  et  non  l'équation  seulement;  la 
condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que  VV  soit  une  fonction  çp  de 
Xs^  ...,  Xn^  p\i  .••,  Pu  seulement.  Le  groupe  à  un  paramètre 
correspondant  se  compose  de  transformations  de  contact  de  la 
forme 

5'=  z  H-  i2(x,/?),  Xi=  X/(t,  /?),         />;=  P/(a?,/>). 

Ceci  permet  de  donnerune  nouvelle  définition  du  groupe  polaire 
d'un  groupe  de  fonctions  W| ,  . . .,  Um  •'  il  se  compose  de  toutes  les 
fonctions  qui  restent  invariantes  par  toute  transformation  infinité- 
simale dont  la  fonction  caractéristique  est  delà  forme  ^(l^n  ••M^^m)- 

On  peut  considérer  le  cas  un  peu  plus  général  d'une  fonction 
caractéristique  de  la  forme  W  =  e-3  -+-  «'(^r,  /?),  où  e  est  une  con- 
stante :  la  transformation  infinitésimale  correspondante  engendre 
un  groupe  de  transformations  de  contact  en  jc,  p  de  la  forme  gé- 
nérale. 

Quant  aux  transformations  infinitésimales  de  contact  homo- 
gèneSy  ce  sont  par  définition  les  transformations  infinitésimales 

I  I 

qui  laissent  invariante  l'expression/?!  dx^  -f-. .  .-^ pudxn'  Elles  ont 
pour  fonctions  caractéristiques  des  fonctions  de  x<,  ...,  Xn^  />i, 
. ..,  Pn  homogènes  et  du  premier  degré  en/>i,  . .  .,/>/i.  Ce  sont  du 
reste  les  transformations  infinitésimales  qui  engendrent  des 
groupes  à  un  paramètre  de  transformations  de  contact  homogènes  ; 
si  h  est  la  fonction  caractéristique  de  l'une  d'elles,  son  symbole 
est  simplement  (h/). 

Chapitre  J^V.  —  Dans  les  calculs,  ce  sont  les  transformations 
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infinilésimales  homogènes  qui  sont  soumises  aux  règles  les  plus 
simples. 

1°  Si  (Hi/"),  (H2y)  sont  deux  de  ces  transformations,  le  cro- 
chet des  deux  transformations  a  pour  fonction  caractéristique  le 
crochet  de  Jacobi  (H, H,). 

2**  Si  on  fait  dans  (H/)  un  changement  de  variables  défini  par 
les  équations  d'une  transformation  finie  de  contact,  la  nouvelle 
transformation  infinitésimale  a  pour  fonction  caractéristique  celle 
qu^on  obtient  en  faisant  simplement  dans  H  le  changement  de  va- 
riables. 

Ces  deux  règles  subsistent  dans  le  cas  plus  étendu  où  les  fonc- 
tions caractéristiques  ne  dépendent  pas  de  z.  Pour  en  déduire 
enfin  les  règles  analogues  pour  le  cas  général,  il  suffit  de  remar- 
quer que  le  changement  de  variables  (20)  change  la  transforma- 

tion  infinitésimale  homogène  (HF)  en  (WF) — W-r^»  à  condition 
de  poser 

H  =  — y,i4-|W(^„H.l,^,,   ...,rn,  —  -^^^    .  .  .  ,   —  -2^  )• 

On  obtient  alors  les  deux  résultats  suivants  : 

2"  SiW|  etW2  sont  les  fonctions  caractéristiques  de  deux  trans- 
formations infinitésimales  de  contact,  le  crochet  des  deux  trans- 
formations a  pour  fonction  caractéristique  la  fonction 


w,  W,  {  =  [  w,  w,]-  (w.  ^  -  w,  ^ 


2**  Par  la  transformation  de  contact 

Z'=  Z{Z,  X,  p),  X'i~  Xi(Z,  T,p).  p'i=  P,(5.  Tj  p), 

OÙ 

dZ  —  PiflfXi  — . . . —  PndXfi  =  p(dz  — /?!  dxi  — . . .  —  pndx»)^ 

la  transformation  infinitésimale  de  contact  qui  a  pour  fonction 
caractéristique  W  se  change  en  celle  qui  a  pour  fonction  caracté- 
ristique p  W  (où  l'on  doit  remplacer  les  anciennes  variables  en 
fonction  des  nouvelles). 

Comme    application    de    ces    propositions,  M.    Sophus    Lie 
montre  ensuite  que  l'identité  de  Jacobi  résulte  de  l'invariance  du 
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crochel  de  Jacobi  par  toute  transformation  infinitésimale  de  la 
forme  (f/),  et  indique  plusieurs  généralisations  remarquables  du 
théorème  de  Poisson. 

Chapitre  A^VI.  —  Il  est  important  de  considérer  les  relations 
qui  peuvent  exister  entre  les  groupes  de  fonctions  et  les  groupes 
de  transformations.  Une  transformation  de  contact  de  la  forme 

(23)         V=  As-t-Û(x, />),         2r;=X/(T, /?),        pi=Pi(x,p) 

laisse,  d'après  M.  Lie,  un  groupe  de  fonctions  W|,  ...,  m^  inva- 
riant, si  elle  change  chaque  fonction  Uff  du  groupe  en  une  fonc- 
tion de  la  forme  F/f{Ui,  ...,  u/s).  Cela  revient  à  dire  qu'elle  laisse 
invariant  le  système  complet 

qui  correspond  au  groupe  polaire  i^i,  ...,i^2««r«  Dans  le  cas 
d'une  transformation  infinitésimale  de  la  forme  bz  -h  iv{x^  p), 
cette  dernière  propriété  sert  de  définition;  il  en  résulte  que,  pour 
qu'un  groupe  de  fonctions  admette  toutes  les  transformations 
d'un  groupe  de  contacta  un  paramètre  [ces  transformations  étant 
supposées  de  la  forme  (3l3)],  il  faut  et  il  suffît  qu'il  admette  la 
transformation  infinitésimale  qui  l'engendre. 

Les  groupes  de  fonctions  qui  admettent  une  transformation  in- 
finitésimale de  contact  de  la  forme  tz-^-  w{x,p)  contiennent 
comme  cas  particulier  les  groupes  homogènes,  qui  peuvent  être 
définis  comme  admettant  la  transformation  infinitésimale  z.  Ils 
partagent  avec  eux  cette  propriété  fondamentale  que  leur  groupe 
polaire  admet  la  même  transformation  infinitésimale,  ce  qui  si- 
gnifie, pour  un  groupe  homogène,  que  son  groupe  polaire  est 
également  homogène. 

M.  Lie  recherche  ensuite  quelles  sont  les  transformations  de 
contact  qui  laissent  invariant  un  groupe  de  fonctions  Wj,  ...,  Ur, 
ainsi  que  chacune  des  fonctions  de  son  groupe  polaire.  Ces  trans- 
formations forment  un  groupe  infini  dont  les  transformations  in- 

finitésimales  sont  toutes  comprises  dans  la  formule  (Uf) —  U  -=^i 

où  U  est  une  fonction  arbitraire  de  M|,  ...,  Ur» 

Le  Chapitre  se  termine  par  l'examen  de  plusieurs  questions  ana- 
logues, sur  lesquelles  nous  ne  pouvons  insister. 
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IV.  La  quatrième  Partie  est  consacrée  à  la  théorie  générale  des 
groupes  de  transformations  de  contact. 

Chapitre  XVII.  —  Revenant  sur  la  théorie  générale  des 
transformations,  M.  Sophus  Lie  démontre  ce  beau  théorème 
énoncé  déjà  dans  son  premier  Volume  : 

Etant  données  r'  constantes  Ciks^  qui  vérifient  les  relations 

Ciks  H-  Ckis  =  O, 

V 

il  existe  toujours  une  infinité  de  groupes  de  transformations 
dont  la  structure  est  définie  par  ces  constantes. 

M.  Lie  commence  par  déterminer  un  groupe  simplement  tran- 
sitif à  r  paramètres  répondant  à  la  question;  le  problème  se  ra- 
mène à  la  recherche  d*un  groupe  de  fonctions  ayant  une  structure 
donnée.  De  ce  premier  groupe  on  déduit  tous  les  autres  par  la 
méthode  indiquée  dans  le  premier  Volume.  Le  calcul  n'exige  que 
l'intégration  d'équations  différentielles  ordinaires. 

Chapitre  XVI IL  —  Les  relations  qui  peuvent  exister  entre  des 
transformations  infinitésimales  de  contact  s'expriment  simplement 
au  moyen  de  leurs  fonctions  caractéristiques.  M.  Lie  s'occupe  d'a- 
bord des  transformations  homogènes. 

Pour  que  r  transformations  infinitésimales  de  contact  homogènes 
(Hiy),  . . .,  (Hr/)  engendrent  un  groupe  à  r  paramètes,  il  faut  et 
il  suffit  que  H|,  .. .,  H^  soient  linéairement  indépendantes  et  vé- 
rifient des  identités  de  la  forme 

(24)  {^illk)=^^Ciks\\s' 

1 

Les  constantes  ciks  sont  les  mêmes  que  les  constantes  qui  défi- 
nissent la  structure  du  groupe;  elles  fournissent  donc  immédiate- 
ment les  transformations  infinitésimales  du  groupe  adjoint.  Les 
conditions  pour  que  deux  groupes  soient  isomorphes,  ou  pour  que 
l'un  soit  un  sous-groupe  invariant  de  l'autre  se  déduisent  aussi 
de  là. 

Les  relations  (24)  montrent  encore  que  si,  parmi  les  fonctions 
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H|,  . . .,  H;.,  il  y  en  a  m  d'indépendantes,  par  exemple  H|^  . . . ,  H,;,, 
tandis  que  les  autres  s'expriment  en  fonction  de  celles-là,  ces 
fonctions  H|.  . .  .,  H;„  déGnissent  un  groupe  homogène  de  fonc- 
tions. Ce  groupe  de  fonctions  joue  un  rôle  important  dans  beau- 
coup de  questions  relatives  au  groupe  de  transformations  qui  lui  a 
donné  naissance. 

La  condition  pour  que  deux  groupes  homogènes  soient  sem- 
blables par  une  transformation  de  contact  homogène  s'exprime  au 
moyen  des  fonctions  caractéristiques  de  la  manière  suivante  :  le 
premier  groupe  étant  défini  par  les  fonctions  fl|,  . . .,  Ilr,  liées  par 
les  relations  (24),  et  telles  que  H|,  ...,  H;,,  sont  indépendantes, 
tandis  que  H;,i^i,  . . .,  H^  sont  fournies  par  les  relations 

il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  choisir,  pour  définir  le  second,  r 
fonctions  Ki,  . . .,  K^,  liées  par  les  relations 


(  K/  Kk)=  ^  Ciks  K„ 


et  telles  de  plus  que  K|,  ....  K„i  soient  indépendantes,  et  que  l'on 
ait  les  relations 

K/«-t-{l,=   û(|,(Kl,     ...,K/yf). 

Cela  résulte  de  ce  que  la  transformation  de  contact  homogène 
cherchée  doit  changer  H,,  . . .,  Hr  respectivement  en  K|,  . . .,  K^. 

Des  transformations  infinitésimales  homogènes  on  passe  sans 
peine  aux  transformations  quelconques.  En  particulier,  pour  que 
r  de  ces  transformations  W|,  . . .,  W^  engendrent  un  groupe  à  r 
paramètres,  il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  caractéristiques 
Wi,  ...,  W;.  soient  linéairement  indépendantes  et  satisfassent  à 
des  relations  de  la  forme 


}w/W;t!  =  2'''^-*^^^ 


s 


Ici  encore  les  constantes  c/a^  sont  celles  qui  définissent  la  struc- 
ture du  groupe. 

Chapitres  XIX  et  XX.  —  M.  Sophus  Lie  résout  dans  ces  Cha 
|>itrcs  le  difficile  problt-mc  qui  consiste  à  déterminer  tous  les 
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groupes  de  transformations  de  contact  homogènes  ayant  une  struc- 
ture donnée.  La  solution  est  fondée  sur  Ja  considération  d'un 
groupe  linéaire  homogène  auquel  M.  Lie  donne  le  nom  de  groupe 
dualistique  du  groupe  adjoint.  D'une  manière  générale,  deux 
groupes  linéaires  homogènes  sont  dits  dualistiques  s'ils  dérivent 
l'un  de  l'autre  par  la  transformation  de  contact  dualistique 


j?,.=  _ 


Pi 


P'i~  ^i^^^kPk^ 


^^kPk 

qui  est  déGnie  par  la  relation 

X\x\-\-  *  .  .-\-  Xft^'n  -4-1  =  0. 

Le  dualistique  du  groupe  adjoint  s'introduit  quand  on  efFeclue 
dans  les  fonctions  caractéristiques  H,,  ...,  H^d'im  groupe  de  con- 
tact homogène  le  changement  de  variables  défini  par  les  équations 
de  la  transformation  finie  générale  du  groupe 

x'i=^  Fi(Xj p;  ai,  . . .,  a,,),        /?/=  Pi(Xy  p\  a^.  . . .,  a^) 
On  a  alors  des  relations  de  la  forme 

^k{3p\p')  =  ^^Wkj{ai,  ...,  a;.)Hy(,r,  p), 
ou,  en  abrège 

ces  équations  définissent  un  groupe  de  transformations  des  va- 
riables H.  C'est  justement  le  dualistique  du  groupe  adjoint,  et  ses 
transformations  infinitésimales  sont 


^'•^^^"""^'diw 


Ceci  posé,  pour  obtenir  tous  les  groupes  de  transformations  de 
contact  homogènes  de  la  structure  c/a„  on  doit  commencer  par 
chercher  tous  les  systèmes  d'équations  en  H|,  . . .,  H^  qui  admet- 
tent les  transformations  infinitésimales 

ks 
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en  excluant  ceux   qui  entraîneraient  une  relation  de  la    forme 

Ci  H|  -h.  .  .-h  CrHr=  O.  Soit 

Hm4-y  =  t^'/w-j-yCHi,  .. .,  H;„),        (y  =  i,  a,  r  —  m) 

Tun  des  systèmes  trouvés  :  on  déterminera  alors  un  groupe  H|, 
. . .,  Hr  de  la  structure  donnée  et  dont  les  fonctions  caractéristiques 
vérifient  les  relations  (26),  ce  qui  revient  à  la  détermination  d'un 
groupe  homogène  de  fonctions  ayant  une  structure  donnée.  Les 
autres  groupes  correspondant  aux  mêmes  relations  (^S)  sont  sem- 
blables à  celui-là  par  des  transformations  de  contact  homogènes. 
M.  Lie  donne  de  plus  le  moyen  de  reconnaître  dans  quel  cas  deux 
systèmes  d'équations  (aS)  fournissent  deux  types  de  groupes  dis- 
tincts. 

Il  résulte  de  là  que  la  solution  du  problème  dépend  au  plus  de 
l'intégration  d'équations  difTérentielles  ordinaires.  Certaines  par- 
ties du  problème  n'exigent  même,  ainsi  que  le  montre  M.  Lie, 
aucune  intégration,  d'autres  une  quadrature  seulement. 

M.  Lie  fait  enfin  l'application  de  sa  méthode  à  divers  exemples. 

Chapitre  XXI,  —  Lorsqu'on  cherche  les  groupes  de  transfor- 
mations de  contact  à  un  nombre  de  variables  donné,  il  faut  tenir 
compte  d'une  notion  essentielle,  celle  de  l'irréductibilité  de  ces 
groupes.  Un  groupe  de  transformations  de  contact  est  dit  réduc- 
tible s'il  existe  une  transformation  de  contact  qui  le  change  en  un 
groupe  de  transformations  ponctuelles  prolongées;  il  est  irréduc- 
tible dans  le  cas  contraire.  M.  Lie  cherche  un  critérium  qui  per- 
mette de  reconnaître  si  un  groupe  est  réductible. 

Dans  le  cas  d'un  groupe  homogène,  l'auteur  arrive  analytique- 
mont  au  résultat  suivant  :  Pour  que  le  groupe  H| ,  . . .,  H^  soit  ré- 
ductible, il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  n  fonctions  indépendantes 
S,,  ...,  S„  homogènes  de  degré  zéro  en  ^i,  ,,,^pni  qui  soient 
deux  à  deux  en  involution,  et  satisfassent  à  des  identités  de  la 
forme 

Ce  qu'on  peut  énoncer  en  disant  qu'il  existe  un  système  com- 
plet de  forme 

A,/=o,         ...,        A„_,/=o,        ^éP'tpi~^' 
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invariant  par  le  groupe,  et  dont  les  solutions  soient  deux  à  deux 
en  involution. 

Géométrlquemenl,  l'on  peut  dire  (et  M.  Sophus  Lie  retrouve  ce 
résultat  directement)  :  Pour  qu'un  groupe  de  transformations  de 
contact  homogènes  en  :ro  ...,x,2,/>4,  ...,  />«  soit  réductible,  il 
faut  et  11  suffit  qu'il  laisse  invariante  une  famille  de  00"  multipli- 
cités M,i_i  de  l'espace  oTi,  ...,  j:„,  dont  les  éléments  ne  satisfas- 
sent tous  à  aucune  relation  de  la  forme  F(:r  4,  ...,  j:„,^,,  ...,jy;,)  =  o. 

On  en  déduit  que,  pour  qu'un  groupe  de  transformations  de 
contact  de  l'espace  Zy  Xt,  . . ,,  Xn  soit  réductible,  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  laisse  invariante  une  famille  de  oc"'*'*  multiplicités  M„  dont 
les  éléments  ne  satisfassent  pas  tous  à  une  même  relation 
û(5,  x,  p)  =  o.  On  peut  dire  enfin  qu'il  doit  laisser  invariant  un 
système  complet  à  n  équations,  dont  les  intégrales  soient  deux  à 
deux  en  involution. 

Chapitre  XXII,  —  M.  Lie  termine  la  théorie  générale  des 
groupes  de  transformations  de  contact  par  une  belle  étude  sur  les 
invariants  différentiels  de  ces  groupes. 

Étant  donnée  une  transforniation  de  contact 

nous  avons  vu  que  les  systèmes  d'équations  de  la  forme 

(27)  Z  —  Y{Xx,...,Xn)j  P'^dx^^ 

ont  la  propriété  de  se  changer  en  général,  par  cette  transformation, 
en  svstèmes  de  la  même  forme.  On  peut  donc  dire  que  la  fonction 
s  =  F(xo  . . .,  ^rt)  se  change  en  une  fonction  ^  de  .r',,  . . .,  x\^^  et 
que  les  dérivées  partielles />',,  . . .,  />«  de  cette  fonction  z'  s'expri- 
ment en  fonction  de  s,  :r4,  . . .,  Xn^  />i,  •  •  -,  Pn-  M.  Sophus  Lie 
montre  que  cette  dernière  propriété  s'étend  aux  dérivées  partielles 
d'ordre  plus  élevé,  c'est-à-dire  que  les  dérivées  partielles  d'un 
ordre  quelconque  N  de  la  fonction  z'  s'expriment  en  fonction  de 
5,  J"i,  . . .,  ^Trt  et  des  dérivées  partielles  de  z  jusqu'à  l'ordre  N.  Le 
calcul  de  ces  expressions  se  fait  d'après  les  mêmes  principes  que 
pour  les  groupes  de  transformations  ponctuelles.  Par  exemple,  les 
formules 

p'ik=  ^iki^y  ^ti  •  •  •)  ^n\  Pli  '  '  ",  Pn'>  P\\-  •  •  •»  /'(JLV.  •  •  •>  Pn,n)t 
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qui  fournissent  les  dérivées  du  second  ordre  de  5',  s^obliennenlen 
exprimant  que  la  transformation 

(  28  )  5'  =  Z,  X'i  =  \i.  Pi  =  P/,  pit,  =  Pu- 

laisse  invariant  le  système  des  équations  de  Pfaff 

d,  -2/>/  d:r.  =  c,        dp,  -2/>*/  rfx,  =  o. 

i  t 

M.  Lie  dit  que  la  transformation  (28)  est  une  transformation 
prolongée  issue  de  la  transformation  (26).  Cette  transformation 
fournit  naturellement  des  transformations  prolongées  du  troisième 
ordre,  du  quatrième,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  Tordre  N  en  général. 

Si  nous  considérons  maintenant  un  groupe  de  transformations 
de  contact,  ses  transformations  prolongées  d'ordre  N  forment 
également  un  groupe.  Ce  groupe  est  isomorphe  au  groupe  donné, 
et  ses  transformations  infinitésimales  s'obtiennent  en  prolongeant, 
d'après  les  mêmes  principes,  les  transformations  infinitésimales 
du  groupe. 

Or  on  peut  toujours  prendre  N  assez  grand  pour  que  le  système 
complet  obtenu  en  égalant  à  zéro  les  symboles  des  transformations 
infinitésimales  de  ce  groupe  prolongé  ait  des  intégrales.  Ces  inté- 
grales sont  les  invariants  différentiels  du  groupe  proposé.  D'où 
cette  conséquence  remarquable,  que  tout  groupe  de  transforma- 
tions de  contact  possède  une  infinité  d'invariants  différentiels,  qui 
s'obtiennent  en  intégrant  des  systèmes  complets. 

V.  Dans  la  dernière  Partie,  M.  Sopluis  Lie  s'occupe  de  la  déter- 
mination de  plusieurs  classes  importantes  de  groupes  de  transfor- 
mations de  contact. 

Chapitre  XXIII,  —  M.  Lie  commence  par  la  recherche  de 
tous  les  groupes  irréductibles  de  transformations  de  contact  du 
plan.  Nous  allons  indiquer  la  marche  suivie  par  l'illustre  savant 
pour  résoudre  ce  diflicilc  problème. 

Pour  qu'un  groupe  de  transformations  de  contact  du  plan  soit 
réductible,  il  faut  et  il  suffit  {voir  Chap.  XXI)  qu'il  laisse  inva- 
riante une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,   dont  deux   intégrales  quelconques   soient  en   involulion. 
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Cette  condition  se  transforme  dans  la  suivante  :  le  groupe  doit 
laisser  invariant  un  système  de  la  forme 

(      >  ^^         =  dz         ^         dy 

{y  est  mis  ici  à  la  place  de  p)  ;  ou  encore  il  doit  laisser  invariante, 
outre  l'équation  dz  — y  dx  =  o,  une  autre  équation  de  Pfaff. 

Soit  G  le  groupe  considéré.  M.  Lie  interprète  5,  x^y  comme 
les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  à  trois  dimensions.  Le 
groupe  G  échange  les  points  de  cet  espace,  et  comme  il  laisse  in- 
variante l'équation 

(3o)  dz — y  dx  =  Oy 

il  échange  aussi  les  courbes  intégrales  de  cette  équation.  Mais,  si 
nous  voulons  qu'il  soit  irréductible,  il  ne  doit  laisser  invariante 
aucune  famille  de  oo^  de  ces  courbes  intégrales;  il  en  résulte  en 
particulier,  que,  comme  groupe  de  l'espace,  il  doit  être  transitif. 

Considérons  ensuite  les  transformations  de  G  qui  laissent  inva- 
riant un  point  z,  x,  y  arbitrairement  choisi  :  elles  forment  un 
groupe  r  qui  échange  les  directions  (dx^  dy,  dz)  des  éléments  li- 
néaires du  point.  De  plus,  à  cause  de  l'invariance  de  l'équation  (3o), 
r  échange  entre  elles  celles  de  ces  directions  qui  font  partie  du 
faisceau  plan  déflni  par  cette  équation  :  soit  T'  le  groupe  en 
dx  =  x'^  dy  =y,  suivant  lequel  a  lieu  cet  échange. 

Ceci  posé,  si  G  est  réductible,  le  groupe  F'  laisse  invariante  la 
direction  définie  par  les  équations  (29);  et,  réciproquement,  si  V 
laisse  invariante  une  direction  du  faisceau  (3o),  G  laisse  invariant 
le  système  de  la  forme  (29)  qui  fournit,  en  chaque  point,  cette  di- 
rection. 

De  sorte  que,  pour  que  G  soit  irréductible,  il  faut  et  il  suffit  que 
r'ne  laisse  invariante  aucune  direction,  c'est-à-dire  que  ce  soit  en 
x^y  le  groupe  linéaire  homogène  général,  ou  le  groupe  linéaire 
homogène  spécial. 

Nous  pouvons  supposer  maintenant  que  le  point  considéré  soit 
l'origine,  et  considérer  les  transformations  infinitésimales  de  G 
développées  suivant  les  puissances  croissantes  de  :;,  x,  y;  elles  se 
rangent  alors  en  transformations  d'ordre  zéro,  du  premier  ordre, 
et  d'ordre  supérieur.  G,  devant  être  transitif,  contient  trois  trans- 
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formalions  infinitt^simalcs  (rordrc  zéro,  qui  peuvent  s'écrire,  en 

,  ,       ,         y    àf    df    èf 
mettant /?,  y,  r  respectivement  a  la  place  "^  7^>  /-'  ir 


(les  termes  non  écrits  étant  d'ordre  supérieur  aux  termes  écrits  ». 
D'autre  part,  les  transformations  infinitésimales  de  F' se  déduisant 
des  transformations  du  premier  ordre  de  G,  il  résulte  de  la  con- 
dition trouvée  que  ces  dernières  ne  peuvent  avoir  que  Tune  des 
quatre  formes  suivantes  : 

\  {y-r-^z)p-^ . . .,       (T-{-az)p~\-(y-^  ^z)q-k-'àz{r—iLp — 3^.»— 

(III)      j-^-4-...,       xp—yq-^..,,      yp-^...,       zp-^...,       zq — 

f  zp  -^  . .  ,^       zq  -h ...,       xp  -\- yq  -^  izr  ->>- 

Considérons  par  exemple  le  premier  cas.  En  posant 

T-4-a5  =  x',        y-^^z=.y\         z  =  z\ 

on  ramène  immédiatement  les  transformations  d*ordre  zéro  et  du 
premier  ordre  à  la  forme 

i'Sî)    //'-*-...,     <y'-4-...,     r'-f-...,     ar'ç'-f-...,     x' p'— y' q' -t-,...    y'p — .... 

M.  Lie  montre  ensuite,  en  s'appuyant  sur  ce  que  le  crochet  de 
deux  transformations  infinitésimales  du  groupe  appartient  au 
groupe,  qu'il  est  impossible  qu'il  en  existe  d'ordre  supérieur  au 
premier.  Le  groupe  se  compose  donc  des  six  transformations  inti- 
fiit/;<»imales  l'.\\)  seulement.  M.  Sophus  Lie  parvient,  au  moven  de 
VUlfinûUt  de  Jacolii,  à  trouver  les  formules  qui  doivent  exprimer 
Kr%  rrochels  de  deux  quelconques  d'entre  elles  au  moven  de  ces 
ffî^risformations;  et  ces  formules  lui  permettent  enfin  de  montrer 
qu'on  peut  toujours,  par  un  changement  de  variables,  ramener  le 
jfr^/upe  à  iiiu:  forme  canonique  simple. 

Ku  opérant  de  même  dans  les  autres  cas,  M.  Lie  obtient  le  ré- 
Mtliiti  <»uivant,  qui  a  une  importance  capitale  : 

7'oul  f:ronpe  irréductible  de  transformations  de  contact  du 
pl/in  (  z.  X)  a  six  y  sept,   ou  dix  paramètres,  et  est  semblable 
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par  une  transformation  de  contact  à  Viin  des  trois  groupes 
suivants  : 


(G.) 


/>,     g-^xr,     r,     xq-h\x*r,     xp—yq,     yp-^\y^r 


(Gt) 


/>» 

q  -har, 

r. 

xq-^\x^r,     xp—yq, 
xp  -hyp-¥-  7.zr 

yp'^ky^'' 

(G,o) 


/?,     q^-xr,     r,     xq-^\x^ry     xp^yq,    yp-^^y^r 
xp'^yq-\-i*rj    (z — xy)p  —  \y^q^\xy^r,    {x^p-^zq-^xzr 

{xz  —  {x^y)p  H-  {yz-'\xy^)q  H-  (z»—  \x^y^)r 


Chapitre  JTJriV.  —  Les  trois  groupes  précédents  jouissent  de 
propriétés  importantes.  Le  groupe  G^q  est  simple;  le  groupe  G^ 
en  est  un  sous-groupe 5  enfin  le  groupe  Gc  est  un  sous-groupe  in- 
variant du  précédent. 

Chacun  de  ces  groupes  laisse  invariante  une  équation  différen- 
tielle ordinaire  du  troisième  ordre  et  une  seule  :  c'est  Péquation 

d^  z 

-r-^  =  o.  Le  groupe  Gio  est  le  plus  grand  groupe  de  transforma- 
tions de  contact  que  cette  équation  admette  ;  on  peut  encore  dire 
qu'il  échange  entre  elles  les  paraboles 

-s  =  a  -f-  2  hx  -f-  cx'^^ 

qui  sont  les  courbes  intégrales  de  l'équation. 

M.  Lie  donne  ensuite  une  transformation  de  contact  qui  change 
cette  famille  de  paraboles  dans  la  famille  des  hyperboles  équila- 
tères  avant  leurs  asvmptotes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées; 
une  autre  permet  de  passer  de  la  famille  de  paraboles  à  la  famille 
formée  par  tous  les  cercles  du  plan.  De  sorte  que  tout  groupe 
irréductible  de  transformations  de  contact  du  plan,  à  dix  para- 
mètres, est  semblable  par  une  transformation  de  contact  au 
groupe  des  transformations  de  contact  qui  changent  tout  cercle 
en  cercle. 

Interprété  comme  groupe  de  transformations  de  l'espace,  le 
Bull,  det  Sciences  mathém,,  a*  série,  t.  XV.  (Février  1891.)  \ 
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groupe  G|o  est  semblable  au  groupe  de  toutes  les  transformations 
projectives  qui  laissent  invariant  un  complexe  linéaire  donné. 
Cette  correspondance  remarquable  fournit  à  M.  Lie  plusieurs 
propriétés  nouvelles  de  ce  groupe;  entre  autres,  celles-ci  :  qu'il 
ne  possède  aucun  sous-groupe  à  plus  de  sept  paramètres;  et  qu'il 
ne  laisse  invariantes,  en  plus  de  Téquation  du  troisième  ordre  in- 
diquée et  d'une  équation  du  septième  ordre,  que  des  équations 
différentielles  d'ordre  supérieur  au  huitième. 
M.  Lie  considère  enfin  les  cercles 

(a:  —  a)* H-  (5  — c)*  -h  6*=  o; 

au  groupe  des  transformations  de  contact  qui  échangent  ces 
cercles  correspond  un  groupe  de  transformations  en  a,  6,  c,  qui 
donne  la  loi  de  cet  échange. 

Ce  groupe,  si  Ton  interprète  a,  6,  c  comme  coordonnées  d'un 
point,  n'est  autre  que  le  groupe  de  transformations  ponctuelles 
conformes  de  l'espace. 

D'où  ce  résultat  remarquable  que  le  groupe  projectif  d'un  com- 
plexe linéaire  est  isomorphe  (mais  non  semblable)  au  groupe  con- 
forme. Ces  deux  groupes  sont  de  plus  les  représentants  des  deux 
seuls  tjpes  de  groupes  de  transformations  ponctuelles  de  l'espace 
qui  soient  isomorphes  aux  groupes  irréductibles  à  dix  paramètres 
de  transformations  de  contact  du  plan. 

Chapitre  JCXV.  —  Ce  Chapitre  contient  des  développements 
entièrement  analogues  à  ceux  du  Chapitre  XXIII,  et  qui  con- 
duisent M.  Sophus  Lie  aux  beaux  résultats  suivants. 

Si  Ton  considère,  parmi  les  groupes  de  transformations  de  con- 
tact de  Tespace,  ^,  ^i,  ...,  Xn^  ceux  qui,  considérés  comme 
groupes  de  transformations  ponctuelles  de  l'espace  5,  j^i,  ...,  Xn^ 
j^i,  ...,^/i  (*),  sont  transitifs,  et,  de  plus,  échangent,  suivant  la  loi 
la  plus  générale,  les  directions  passant  par  un  point  et  appartenant 
au  faisceau  défini  par  l'équation  dz  —  jKi  dx^  —  ...  — yn  dxn=^  o> 
ces  groupes  sont  irréductibles,  et  ont  (/î -f- i)(2/i -f- 1),  ou 
(/i-j-i)(2/i-f- 1)  -+-  1,  ou  (/i  -+-  i)(2/i-h  3)  paramètres;  à  chacun 
de  ces  trois  cas  correspond  un  groupe  type,  que  M.  Lie  détermine. 

(*)  M.  Lie  remplace  ici,  pour  la  commodité  des  notations,  /?,,  ...,/?^  respec- 
tivement par  y,,  ...,  y^. 
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Ces  trois  groupes  types  jouissent  de  propriétés  analogues  aux 
groupes  irréductibles  du  plan;  en  particulier,  ils  laissent  invariante 

une  famille  de  multiplicités  ponctuelles  k-(n  -{-  i){n  -h  2)  para- 
mètres,  à  savoir  celle  qui  a  pour  équation 


ik 


Chapitre  XJCVL  —  M.  Lie  termine  l'Ouvrage  par  de  nouvelles 
indications  sur  la  manière  de  déterminer  les  groupes  de  transfor- 
mations de  contact  de  l'espace  ^,  X|,  .  . .,  Xn*  Dans  les  calculs 
précédents,  Tauteur  s'était  servi  exclusivement  des  développe- 
ments en  série  des  transformations  infinitésimales  de  contact. 
M.  Lie  montre  que  Ton  pourrait  opérer  sur  les  fonctions  caracté- 
ristiques de  ces  transformations,  à  condition  de  grouper  ensemble, 
dans  les  développements  de  ces  fonctions,  non  pas  les  termes 
de  même  degré,  mais  ceux  de  même  rang  (Stu/e)  :  un  terme 
x\' ...  «^«"J^ï*  •••^«"'3^  est  dit  de  rang  A*,  si  l'on  a 

X|-f-..  .-H  X;,-4-  fJtiH-.  . .-+-  {Jt/i-H  2V  =  A'. 

L'avantage  de  cette  modification  réside  en  ce  que  si  U  et  V 
commencent  par  des  termes  respectivement  de  rang  /  et  A:,  le 
crochet  (UV)  commence  par  des  termes  de  rang  («4-  A'  —  a),  qui 
ne  dépendent  que  des  termes  de  rang  i  et  A*  de  U  et  V. 

On  classera  alors,  par  analogie  avec  ce  qu'on  faisait  pour  les 
transformations  infinitésimales,  les  fonctions  caractéristiques  d'un 
groupe  en  fonctions  de  rang  zéro,  de  rang  un,  et  ainsi  de  suite. 

En  particulier,  tout  groupe  contient  une  fonction  caractéris- 
tique de  rang  zéro;  et  si  Ton  veut  que,  comme  groupe  de  trans- 
formations ponctuelles  de  Tespace  Zj  :r«,  ...,  ^/,,  j^i,  ...,  ynt  il 
soit  transitif,  il  doit  contenir  en  plus  2n  fonctions  caractéristiques 
de  rang  un,  c'est-à-dire  de  la  forme 

Pour  montrer  la  portée  de  ces  considérations  si  ingénieuses,  il 
nous  suffira  de  citer  en  terminant  le  résultat  suivant  auquel  elles 
conduisent  M.  Sophus  Lie,  cl  dont  le  lecteur  admirera  la  généralité. 

Un  groupe  étant  défini  par  les  fonctions  caractéristiques 
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(où  les  termes  non  écrits  sont  de  rang  supérieur,  et  où  les  /w* 
fonctions  de  rang  k  :  VJ*^  ne  peuvent  fournir,  combinées  linéaire- 
ment, aucune  fonction  de  rang  supérieur);  si  ce  groupe  contient 
une  fonction  caractéristique  de  la  forme 


Z=    z  — 


il  est  semblable  par  une  transformation  de  contact  au  groupe  de 
transformations  de  contact  réduit 

ÎN  =  I ,         X/  =  Xi,         \i  =  yi,         Vif'  =  Pi,*"'  (;r,  y,  z). 

E.  Vessiot. 


FORSYTH.  —  Theory  of  differential  équations,  Part  I.  i  vol.  in-8**.  34©  p. 

Cambridge,  University  Press,  1890. 

L'Ouvrage  Theory  of  differential  équations,  dont  M.  Forsyth 
vient  de  publier  le  premier  volume,  est  destiné  à  faire  suite  à  son 
Livre  :  Treatise  on  differential  équations;  il  ne  s'adresse  donc 
qu'à  des  personnes  déjà  familiarisées  avec  la  théorie  des  équations 
différentielles.  Cette  première  Partie  contient  les  théories  des 
équations  aux  différentielles  totales  et  le  problème  de  Pfaff. 
L'ordre  choisi,  pour  l'exposition,  est  l'ordre  historique  dont  les 
avantages  sont  indiscutables,  mais  qui  oblige  le  lecteur  à  suivre 
pas  à  pas  les  essais  des  divers  mathématiciens  qui  ont  étudié 
le  problème  de  Pfaff  et  à  en  subir  les  longueurs  ;  cet  ordre  nécessite 
aussi  quelques  répétitions.  Qdoi  qu'il  en  soit,  le  Livre  de  M.  Forsyth 
sera  de  la  plus  grande  utilité  pour  les  travailleurs;  il  contient  de 
nombreux  renseignements  bibliographiques  et  pourra  souvent 
éviter  la  lecture  des  Mémoires  originaux  dont  il  donne  d'excellents 
résumés.  Les  professeurs  y  trouveront  de  1res  bons  exercices  à 
proposer  à  leurs  élèves,  les  uns  traités  dans  l'Ouvrage,  les  autres 
à  faire.  En  somme,  c'est  un  Livre  qui  a  sa  place  marquée  dans 
toute  bibliothèque  scientifique. 

Les  deux  premiers  Chapitres  contiennent  la  théorie  des  équa- 
tions aux  différentielles  totales.  Ce  ne  sont  que  des  compléments 
des  §§  150-164  du  Treatise  on  differential  équations,  car  on  y 
suppose  connue  toute  la  théorie  de  Jacobi  des  systèmes  complets 
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d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
Les  théories  d^une  seule  équation  aux  difTérentielles  totales  sont 
exposées  dans  le  premier  Chapitre  (méthodes  d'Eider,  Bertrand, 
Natani,  du  Boîs-Reymond);  le  second  Chapitre  est,  presque  tout 
entier,  réservé  à  la  théorie  du  multiplicateur  de  Jacobi  et  à  la 
méthode  de  Mayer  pour  un  système  d^équations  aux  différentielles 
totales.  Celte  dernière  méthode,  si  remarquable,  est  présentée  avec 
les  développements  qu'elle  mérite;  toutefois  l'auteur  n'a  pas  cru 
devoir  .montrer  dans  quelles  conditions  il  existe  des  intégrales  ré- 
gulières au  voisinage  des  valeurs  initiales  des  variables  indépen- 
dantes. 

Le  problème  de  Pfaff  fournit  la  matière  des  onze  derniers  Cha- 
pitres. Le  Chapitre  III  contient  l'hislorlque  du  problème  de 
Pfaff:  il  sert,  pour  ainsi  dire,  de  Table  des  matières  aux  dix  Cha- 
pitres suivants.  La  méthode  même  de  Pfaff,  perfectionnée  et  com- 
plétée par  Gauss,  Jacobi  et  Cayley,  est  exposée  dans  le  Cha- 
pitre IV.  L'intérêt  historique  de  celte  méthode  justifie  l'étendue 
des  développemenls  avec  lesquels  M.  Forsylhl'a  exposée.  L'ordre 
qu'il  a  adopté  l'oblige  ensuite  d'inlercaler,  entre  la  méthode  de 
Pfaff  et  celle  de  Natani  la  méthode  de  Grassmann  (Chap.  V) 
qui  est  toute  spéciale  et  dont  la  leclure  exige  une  connaissance 
assez  approfondie  de  la  théorie  des  variables  complexes  dépendant 
de  plusieurs  unités  fondamentales  (*). 

Les  travaux  de  Natani  et  de  Clebsch  occupent  les  Chapitres  VI 
et  VIII  et  sont  séparés  par  le  Chapitre  Vfl  où  l'auteur  montre 
quelles  sont  les  applications  intéressantes  du  problème  de  Pfaff  à 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Ces  deux  dernières  méthodes,  comme  d'ailleurs  l'auteur  l'in- 
dique au  Chapitre  III,  ont  beaucoup  de  points  communs  (^)  : 
tandis  que,  dans  la  méthode  de  Pfaff,  la  réduction  du  nombre  des 
éléments  différentiels  dans  l'équation 


s  -n 


U  =  N   Xf  dxs  =  o 


5=  1 


(•)  Voir  GnASBUATi'Sy  Ausdehnungslehr€f  1862. 

(  ')   Voir,  pour  la  comparaison  des  mélhodcs  de  Nalani   el  de  Clebsch,   Ham- 
burger, Grunert's  Archiv,  t.  LX,  p.  i85-2i4. 
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s'efleclue  par  des  transformations  successives,  elle  est  obtenue 
par  Natani  et  Glebsch  au  inojen  des  déterminations  successives  des 
équations  du  système  intégral  équivalent  à  l'équation 

û  =  o. 

Les  travaux  de  M.  Sophus  Lie  sont  exposés  dans  les  deux  Cha- 
pitres suivants.  Le  Chapitre  IX  contient  la  théorie  des  transfor- 
mations de  contact  :  détermination  des  transformations  de  con- 
tact les  plus  générales  et  des  relations  fondamentales  auxquelles 
elles  satisfont,  des  transformations  en  a?  etyw  (^cylindrical  trans- 
formations)^  des  transformations  homogènes.  Le  Chapitre  X  con- 
tient Tapplicalion  de  la  théorie  précédente  au  problème  de  Pfaff. 
Ces  deux  Chapitres  sont  particulièrement  intéressants;  Fauteur  y 
a  adopté  un  mode  d'exposition  très  personnel  et  très  ingénieux  (  '  ). 
La  méthode  de  Frobenius,  dans  le  Chapitre  XI,  qui  repose  sur  la 
considération  des  invariants  diflerentiels,  aurait  pu  être  rattachée 
étroitement  aux  travaux  de  M.  Lie,  de  la  même  façon  que  celle 
de  M.  Darboux  (Chap.  XII)  y  a  été  rattachée.  Le  Livre  se  termine 
par  un  exposé  (Chap.  XIII)  des  essais  qui  ont  été  tentés  pour  ré- 
soudre le  problème  de  l'intégration  de  plusieurs  équations  de 
Pfdiff  simultanées,  et  la  conclusion  montre  que  la  solution  de  ce 
problème  dépend  de  l'intégration  d'un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  avec  plusieurs  fonctions  in- 
connues, intégration  que  l'on  ne  sait  eflectuer  que  dans  quelques 
cas  très  particuliers.  C.  B. 


(*)  Dans  le  Chapitre  IX,  M.  Forsyth  s'est  d'ailleurs  rencontré,  pour  la  marche 
qu'il  a  suivie,  avec  M.  Goursat  (Chapitre  XI  des  Leçons  Sur  les  équations  aux 
dérivées  partielles).  Les  deux  Volumes  ont  paru  à  peu  près  en  même  temps. 
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SUR  UN  THÉORÈME  D'ARITHMÉTIQUE; 

Par  m.  E.  HUMBERT, 
Professeur  au  Lycée  Louis-le-Grand. 

Il  semble  qu'on  puisse  tirer  parti,  dans  la  théorie  des  résidus 
quadratiques,  de  la  remarque  bien  simple  que  voici  : 

Si  />  est  un  nombre  premier  plus  grand  que  3,  il  j  a  au  moins 
un  carré  parmi  les  nombres  de  la  suite 

n  —  i  p  —  \  ^ 


'2  -2 


Soit  en  effet  h  la  racine  carrée  à  une  unité  près  de  ^ •  Si  la 

proposition  énoncée  n*est  pas  vraie,  on  aura 

(AH-i)*>y>,        2/i  -M>/?  — A»; 
mais,  d'autre  part,  h^  est  au  plus  égal  à  — — ;  on  aura  donc 

'1  4 

et,  par  conséquent 

2  l6 

en  comparant  les  termes  extrêmes,  on  en  conclut 

/><9; 

il  n'y  a  donc  de  doute  que  pour  ^  et  5;  pour  ces  deux  nombres, 
la  proposition  énoncée  se  vérifie  de  suite;  elle  s'étend  même 
évidemment  à  tous  les  nombres  entiers  impairs  sauf  3  et  9. 

Supposons  que  p  soit  un  nombre  premier  plus  grand  que  3 

et  considérons  la  suite  des  — résidus  quadratiques  dep  réduits 

à  leur  plus  petite  valeur  absolue  possible;  si  p  est  de  la  forme 
4/2  -h  I,  —  I  est  résidu  quadratique,  et  les  termes  de  la  suite  sont 
deux  par  deux  égaux  et  de  signes  contraires;  si  p  est  de  la  forme 
4n-h3,    la   suite    des    résidus    quadratiques   ne   peut  pas   pré- 
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senler  deux  termes  égaux  et  de  signes  contraires,  puisque  —  i  est 

non  résidu;  les  valeurs  absolues  des  ^ résidus  quadratiques 

étant  différentes  ne  peuvent  être  autres  que  les  nombres 

p  —  i 

1 ,       2)      .  . . f  • 

2 

Si  Ton  suppose  les  résidus  rangés  de  manière  que  leurs  valeurs 
absolues  aillent  en  croissant,  la  suite  commencera  par  -h  i  et  con- 
tiendra, d'après  la  proposition  établie  au  début,  des  termes  né- 
gatifs; il  y  aura  donc  un  résidu  positif  a  suivi  d'un  résidu  négatif 
—  a —  i;  on  pourra  donc  satisfaire  aux  congruences 

07*=  a(mod/>), 

y*  =  —  a  —  I  (  mod/>  ), 

et  par  suite  à  la  suivante 

donc  tout  nombre  premier  de  la  forme  4^4-3  divise  une  somme 
de  trois  carrés;  dans  le  cas  où  p  est  de  la  forme  4^-f-  i>  on  voit 
de  suite  que  p  divise  la  somme  de  deux  carrés.  Le  fait  qu'un 
nombre  premier  divise  toujours  une  somme  de  deux  ou  de  trois 
carrés,  premiers  entre  eux,  joint  à  l'identité  d'Euler  sur  le  pro- 
duit d'une  somme  de  quatre  carrés  par  une  somme  de  quatre 
carrés,  suffit,  comme  on  sait,  à  démontrer  très  aisément  le  célèbre 
théorème  de  Lagrange,  que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de 
quatre  carrés. 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

R.  BETTÀZZL  —  Teoria  Aelle  ghaxdezze.  Opéra  premiata  della  R.  Acca- 
dcmia  dei  Lincoi.  In-4%  vii-i8i  p.  Pisa,  Enrico  Spoerri,  1890. 

L  Nous  sommes  heureux  de  signaler  ici  un  Ouvrage  qui  se 
dislingue  de  tant  d^autres  analogues  par  la  généralité  du  point 
de  vue  fondamental,  par  la  rigueur  des  raisonnements,  par  Tam- 
pleur  des  développements  et  par  la  nouveauté  et  Timportance  de 
quelques-uns  des  résultats. 

Le  point  de  départ  de  Fauteur  est  la  définition  suivante  de 
grandeur  y  due  à  H.  Grassmann  (*  )  : 

Si,  étant  donné  un  ensemble  de  choses,  on  peut  dire  si  deux 
quelconques  d'entre  elles  sont  égales  ou  inégales,  quelle  que 
soit  d'ailleurs  la  nature  des  faits  exprimés  par  ces  deux  mots, 
pourvu  qu'ils  s'excluent  mutuellement  et  qu'ils  remplissent  deux 
conditions  qu'on  énoncera  tout  à  l'heure,  on  donne  à  ces  choses 
le  nom  de  grandeurs  (§3). 

Suivant  que  deux  grandeurs  A  et  B  sont  égales  ou  inégales,  on 
écrit  A  =  B  ou  A^zé  B;  et  les  deux  conditions,  auxquelles  doit  sa- 
tisfaire le  concept  d'égalité,  sont  : 

a.  Si  A  =  B,B  =  A; 

é.Si  A  =  BetB  =  C,  A  =  C. 

Désignons  maintenant  (§  5-8)  par  S  (A,  B,  G, . . .)  une  opération 
effectuée  sur  les  grandeurs  A,  B,  G,  . . .,  c'est-à-dire  un  acte  par 
lequel  on  passe  de  ces  grandeurs  à  une  grandeur  nouvelle  M  {ré- 
sultante)] nous  écrirons  alors 

S(A,  B,  G,  ...)=  M. 

Nous  supposerons  l'opération  S  associative,  commutalive  et 
univoque  et  lui  attribuerons  en  outre  les  propriétés  suivantes  : 

a.  Si  B  =:G, 

S(A,  B)=S(A,G); 

(*  )  Lehrbuch  der  Arithmetikj  Berlin,  1861. 

BulL  des  Sciences -mathém,,  a*  série,  t.  XV.  (Mars  1891.)  5 
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b.  Si  B^C, 

S(A,B)^  S(A,  C)n). 

On  dit  que  M  est  (§  9)  multiple  de  A,  si 

(a)  iM  =  S(A,  A,  A,  ...); 

et  que  M,  N  sont  équimultiples  respectivement  de  A  et  de  B,  si, 
étant 

(P)  M  =  S(A,  A,  A,  ...).        N  =  S(B,  B,  B,  ...), 

on  peut  faire  correspondre  à  chaque  A  de  la  première  formule  un 
des  B  de  la  seconde  et  réciproquement.  On  peut  exprimer  plus 
commodément  la  relation  (a)  par 

M  =  m  A, 

en  adoptant  une  même  lettre  m  \^symbole  de  multiplicité  (§10)], 
ou  bien  deux  lettres  qu'on  doit  considérer  comme  équipollentes, 
pour  toutes  les  grandeurs  équimulliples.  C'est  ainsi  qu'on  pourrait 
écrire  les  relations  (^)  sous  la  forme 

M=::/?A,  N=/>B 

ou  bien 

IVI  =/?A,        N  =  ^B,        y>  =  y. 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  regarder  les  symboles  de  multiplicité 
comme  des  grandeurs,  en  établissant  que  deux  symboles  sont 
égaux  lorsqu'ils  appartiennent  à  deux  grandeurs  équimultiples. 

L'opération  D  inverse  de  S  est  définie  (§  H)  par 

D[S(A,  B),  A]  =  B; 

elle  n'est  pas  commutai! ve.  On  dit  que  D(C,  A)  est  la  divergence 
de  G  et  de  A.  La  grandeur  D(  A,  A)  ou  O  s'appelle  (§  13)  le  mo- 
dule de  l'opération  S;  elle  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

D(B,  B)  =  D(A,  A)  =  0,        S(A,  0)  =  A. 

Deux  grandeurs  A,  A'  sont  (§13)  opposées,  lorsqu'on  a 

S(A,  A')  =  0. 


(')  Noth   {Die  Arithmetik  der  Lage)  donne  à  cette  propriété  le  nom  de  dé- 
pendance. 
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On  dit  qu'un  ensemble  de  grandeurs  forme  (§  16)  une  classe 
par  rapport  à  l'opération  S,  lorsque  la  résultante  de  deux  gran- 
deurs quelconques  de  Tcnsemble  suivant  cette  opération  est  elle- 
même  une  grandeur  de  Tensemble.  On  peut  toujours  adjoindre  à 
une  classe  quelconque  le  module  O. 

Une  classe  est  (§  20-21)  à  une  dimension,  si  l'on  peut  déter- 
miner laquelle  de  deux  grandeurs  inégales  quelconques  de  la 
classe  est  la  plus  grande{^)  et  laquelle  la  plus  petite  (<^),  quel 
que  soit  d'ailleurs  le  sens  de  ces  mots,  pourvu  seulement  que  les 
lois  suivantes  aient  lieu  : 

Si  A>BetA'=A,  A'>B; 
Si  A>B,  B<A; 
Si  A  =  BetB>C,  A>C; 
Si  A>B  etB>C,  A>C; 

Si  A>B,  S(A,  C)>S(B,  C). 

Si  toutes  les  grandeurs  d'une  classe  sont  plus  grandes  que  O, 
on  dit  (§  28)  que  la  classe  est  à  un  seul  sens;  si  au  contraire  les 
grandeurs  de  la  classe  sont  deux  à  deux  opposées,  elle  esta  deux 
sens.  Dans  lout  autre  cas,  en  adjoignant  à  la  classe  donnée  celles 
d'entre  les  grandeurs  opposées  aux  grandeurs  de  la  classe  qui  ne 
lui  appartiennent  pas,  on  la  transforme  en  une  classe  à  deux  sens. 

II.  L'étude  des  classes  à  une  dimension  et  à  un  sens  est  incon- 
testablement la  partie  la  plus  intéressante  et  la  plus  originale  de 
l'Ouvrage,  et  c'est  pour  cela  que  nous  nous  permettons  de  nous  y 
arrêter  un  peu  longuement. 

Il  nous  faut  avant  tout  expliquer  quelques-unes  des  nombreuses 
dénominations  adoptées  par  l'auteur. 

Une  classe  de  grandeurs  est  (§  3i) propre,  si,  A,  B  désignant 
deux  éléments  quelconques  de  la  classe,  et  étant  A  >  B,  la  diver- 
gence D(A,  B)  appartient  à  la  classe.  Nous  supposerons  toujours 
tacitement  que  les  classes  auxquelles  nous  aurons  affaire  dans  la 
suite  soient  propres. 

Une  classe  est  (§  30)  limitée,  si  elle  contient  une  grandeur 
(grandeur  limitante,  grande zza  limitât rice)  différente  de  O  et 
plus  petite  que  toute  autre  grandeur  de  la  classe  à  l'exception  de  O. 
Une  classe  limitée  contient  (§  33)  le  module  O,  la  grandeur  limi- 
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tanle  et  tout  ses  multiples,  et  éventuellement  aussi  des  grandeurs 
plus  grandes  que  tout  multiple  de  la  grandeur  limitante. 

La  grandeur  infinie  û  est  (§  34)  une  grandeur  qu'on  adjoint  à 
toute  classe  et  qu'on  définit  comme  étant  plus  grande  que  toute 
grandeur  de  la  classe;  elle  remplit  les  conditions 

S(U,  A)  =  S{A,U)=:Û,         D(Û,  A)  =  U. 

La  propriété  b  de  l'opération  S  ne  subsiste  donc  plus  par  rap- 
port à  la  grandeur  û,  car  on  a 

S(i2,  B)  =  S(û,  C), 

pour  B|C.  C'est  pour  cela  que,  tout  fauteurs  que  nous  sommes 
de  l'introduction  des  grandeurs  infinies  dans  les  Mathématiques, 
nous  ne  saurions,  dans  la  théorie  de  M.  Bettazzi,  considérer  Û 
comme  une  vraie  grandeur,  mais  seulement  comme  un  symbole 
apte  à  donner  plus  de  brièveté  et  de  netteté  aux  énoncés.  En 
disant  par  exemple  qu'une  classe  contient  û  comme  grandeur 
maximuntf  on  doit  entendre  simplement,  à  notre  avis,  qu'il  n'y  a 
pas  de  grandeur  maximum  dans  la  classe.  On  pourrait  bien  re- 
marquer que  la  grandeur  O  a  un  sens  analogue^  cela  est  vrai, 
mais  il  n'y  a  pas  de  difficulté  à  considérer  O  comme  une  vraie 
grandeur,  puisque  cela  ne  nous  oblige  pas  à  modifier  la  nature  de 
l'opération  S. 

in.  On  peut  (§37)  décomposer  une  classe  en  deux  groupes  IIi 
et  IIj  tels  que  : 

a.  Chaque  grandeur  de  la  classe  appartienne  à  Tun  des  groupes 
et  à  l'un  seulement; 

b.  Si  1*1  appartient  à  II,,  il  en  soit  de  même  de  toute  grandeur 
V <^\\\  et,  si  Pa  appartient  à  II^,  il  en  soit  de  même  de  toute 
grandeur  P>  Pj. 

Il  peut  arriver  alors  : 

i"  Que  IIi  contienne  une  grandeur  maximum  et  II,  une  gran- 
deur minimum  (succession); 

a**  Que  IIi  contienne  une  grandeur  maximum  ou  lïj  une  gran- 
deur minimum  (liaison,  colle gamento); 

3**  Que  IIi  n'ait  pas  de  grandeur  maximum^  ni  112  de  grandeur 
minimum  (scission,  spezz(tmento). 
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Dans  ce  dernier  cas,  si,  étant  donnée  arbitrairement  une  gran- 
deur A  de  la  classe,  on  peut  toujours  choisir  deux  grandeurs  ap- 
partenant respectivement  à  Ils  et  à  ITi  dont  la  divergence  soit 
moindre  que  A,  on  a  en  particulier  une  section;  sinon,  on  a  un 
saut,  dont  V ampleur  est  la  différence  minimum  entre  deux 
grandeurs  de  II2  et  de  II,. 

Les  successions  peuvent  se  présenter  dans  les  classes  limitées 
seulement,  les  liaisons  et  les  sections  dans  les  classes  illimitées 
seulement,  les  sauts  dans  les  unes  et  les  autres. 

Un  couple  de  séries  de  grandeurs  est  constitué  (§  45)  par 
deux  groupes  de  grandeurs  de  telle  sorte,  que  les  éléments  du 
premier  groupe  soient  plus  petits  que  ceux  du  second,  et  que  le 
premier  groupe  n'ait  pas  de  grandeur  maximum,  ni  le  second 
groupe  de  grandeur  minimum.  On  dit  que  les  deux  séries  sont 
convergentes  dans  la  classe  totale,  si  Ton  peut  choisir  deux 
éléments  appartenant  respectivement  aux  deux  séries,  dont  la  di- 
vergence soit  moindre  qu'une  grandeur  arbitrairement  donnée  de 
la  classe.  Il  se  peut  que  deux  séries,  tout  en  n'étant  pas  conver- 
gentes dans  la  classe  totale,  le  soient  dans  une  sous-classe  II  con- 
tenant toutes  les  grandeurs  des  deux  séries;  c'est-à-dire  qu'on 
puisse  toujours  choisir  dans  ces  séries  deux  éléments,  dont  la  di- 
vergence soit  moindre  qu'une  grandeur  arbitrairement  donnée  de 
la  sous-classe  II. 

Une  classe  qui  n'admet  ni  successions,  ni  sauts,  pour  aucun 
groupement  possible  de  ses  éléments  est  connexe  (§  48);  elle  est 
nécessairement  illimitée. 

Si  une  classe  F  n'admet  point  de  sections,  et  si  chaque  section 
de  toute  sous-classe  possible  de  F  est  remplie  par  une  ou  plusieurs 
grandeurs  de  F(*  ),  la  classe  F  est  fermée  (§  48). 

Une  classe  connexe  et  fermée  est  continue  (§  48). 

Il  est  bien  de  remarquer  ici  que  les  mots  connexe  et  fermé 
ont  au  fond  le  même  sens  que  les  termes  correspondants  zusam- 
menhàngend  {bien  enchaîné)  et  abgeschlossen  dans  la  théorie 

(' )  II  faut  expliquer  cette  expression.  Supposons  qu'une  sous-classe  II  d'une 
classe  r  soit  décomposée  en  deux  groupes  n,,  n,  formant  une  section;  s'il  y  a 
dans  la  classe  T  des  grandeurs  qui  soient  plus  grandes  que  toute  grandeur  de  n, 
et  plus  petites  que  toute  grandeur  de  II,,  on  dit  que  ces  grandeurs  remplissent 
la  section  de  n  (§  47). 
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de  M.  G.  Cantor.  Quant  à  la  définition  de  continu,  on  démontre 
aisément  que  tout  ensemble  bien  enchaîné  est  condensé  en  soi 
(insichdicht),  de  façon  qu^on  peut  tout  aussi  bien  définir  le  con- 
tinu au  sens  de  M.  Cantor  comme  un  ensemble  bien  enchaîné  et 
fermé,  ce  qui  met  en  lumière  la  coïncidence  avec  la  définition  de 
M.  Bettazzi. 

Parmi  les  théorèmes  se  rapportant  aux  classes  que  nous  consi- 
déronsy  nous  citons  seulement  les  suivants  : 

S'il  y  a  plusieurs  grandeurs  d'une  classe  F  remplissant  une  sec- 
tion d'une  sous-classe  II,  il  y  en  a  une  infinité  et  la  classe  F  admet 
une  infînité  de  sauts  (§  44). 

D'où  il  suit  :  Si  une  classe  F  n'a  point  de  sauts,  toute  section 
d'une  sous-classe  quelconque  est  remplie  tout  au  Tplus  par  une 
seule  grandeur  de  F. 

El  pour  les  classes  continues  en  particulier  :  Toute  section 
d'une  sous-classe  quelconque  d'une  classe  continue  F  est  remplie 
par  une,  et  une  seule  grandeur  de  F. 

Une  autre  propriété  très  importante  des  classes  continues,  mais 
appartenant  plus  généralement  aux  classes  n'ayant  pas  de  sauts, 
et  caractéristique  pour  ces  classes  (§  o0-52),  est  la  suivante 
{axiome  d^irchimède)  : 

A  et  B  étant  deux  grandeurs  quelconques  d'une  classe  n'ajanl 
pas  de  sauts,  il  y  a  toujours  un  multiple  de  B  qui  est  plus  grand 
que  A,  excepté  naturellement  lorsque  B  =  O  ou  A  =  F  (*). 

On  dit  (§  oi)  qu'une  classe  est  de  première  ou  de  deuxième 
espèce,  suivant  que  Taxiome  d'Archimède  a  lieu  ou  non  pour 
cette  classe. 

A  la  première  espèce  appartiennent  : 

a.  Les  classes  connexes; 

b.  Les  classes  limitées  n'ayant  point  de  sauts,  c'est-à-dire  con- 
tenant seulement  O,  û,  la  grandeur  limitante  et  tous  ses  multiples 
(classes  discrètes). 

Toutes  les  autres  classes  appartiennent  à  la  deuxième  espèce. 


(')  La  démonstration  de  ce  théorème  donnée  pour  les  classes  continues  par 
M.  O.  Stolz  {Vorl.  ûb.  allg.  Arithni.,  I"  Partie,  p.  83)  n'est  pas  à  l'abri  de 
toute  objection.  Voir  le  Mémoire  récent  de  M.  Veronese  :  //  continua  rettUineo 
e  l'assione  V  d'Archimède  {Mem.  dell*  Ace.  dei  Lincei,  série  IV,  Vol.  VI). 
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Si  entre  les  éléments  de  deux  classes  F,  V  on  peut  établir  une 
correspondance  univoque  de  telle  sorte  que,  Ai,  B|  et  A2,  B, 
étant  deux  couples  d'éléments  correspondants,  soit  81  =  82  pour 
A||A2,  et  5(81,82)  soit  l'élément  de  V  correspondant  à  l'élément 
S  (Ai,  A2)  de  r,  les  deux  classes  sont  de  même  espèce  (§  55). 

IV.  Les  propriétés  des  classes  de  première  espèce  sont  bien 
connues,  et  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'y  arrêter. 

Au  contraire  les  classes  de  deuxième  espèce  n'ont  pas  été  étu- 
diées jusqu'ici  en  général.  Comme  exemple  de  grandeurs  formant 
des  classes  de  cette  nature,  nous  citerons  les  Momente  de  M.  Stolz  (*) 
et  les  Unendliche  der  Functionen  de  Du  8ois-Reymond  ('). 

Avant  d'aborder  l'étude  des  classes  de  deuxième  espèce,  il  nous 
faut  expliquer  ce  qu'on  entend  en  disant  qu'on  veut  considérer  une 
sous-classe  H  d'une  classe  F  comme  isolée  (§  35).  Cela  signifie  que 
nous  regardons  comme  non  existantes  ou  bien  comme  identiques 
respectivement  à  O  et  à  Î2  les  grandeurs  de  F  (non  appartenant  à  II) 
plus  petites  ou  plus  grandes  que  toute  grandeur  de  n.  Si  II  n'est 
pas  propre,  on  doit  en  outre  considérer  comme  identiques  entre 
elles  deux  grandeurs  de  II  dont  la  divergence  est  une  grandeur 
(de  F)  plus  petite  que  toute  grandeur  de  II.  Nous  trouverons 
bientôt  des  exemples  qui  serviront  à  mieux  éclaircir  ce  point. 

Une  classe  F  de  deuxième  espèce  contient  par  définition  au 
moins  une  grandeur  A  dont  les  multiples  ne  croissent  pas  au  delà 
de  toute  grandeur  de  la  classe  (§  59-60).  Si  toutes  les  grandeurs 
de  F  sont  de  même  nature  que  A,  on  dit  que  la  classe  F  est  ab- 
solue (§61).  Dans  le  cas  contraire,  on  peut  décomposer  F  en 
deux  groupes  IIi  et  112,  dont  le  premier  contient  toutes  les  gran- 
deurs de  même  nature  que  A;  ces  groupes  donnent  lieu  à  un  saut, 
et  constituent  deux  sous-classes.  La  sous-classe  111,  qui  est  évi- 
demment propre,  peut  appartenir,  lorsqu'on  la  considère  comme 
isolée,  à  la  première  espèce;  c'est-à-dire,  il  se  peut  que  les  mul- 
tiples d'une  grandeur  quelconque  de  IIi  (qui  ne  croissent  pas  au 
delà  de  toute  grandeur  de  F)  croissent  au  delà  de  toute  grandeur 


(')  Die  unendlich  kleinen  Grôssen  {Berichte  des  natu/'w.-medic.  Vereines 
in  Innsbriick,  t.  XIV;  et   Vorl.  iib.  allg.  Arithm.,  V*  Partie,  Ch.  I\. 

(»)  Die  Paradoxen  des  Infinitdrcalcuh  {Afat/i.  /Inn.,  t.  \I:  et  Die  ail ge- 
meiné  Functionentheoriey  ^  69. 
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de  1I|.  Si  cela  n'arrive  pas,  ou  bien  lli  est  de  deuxième  espèce 
absolue,  ou  bien  on  peut  la  soumettre  à  une  nouvelle  subdivision; 
et  ainsi  de  suite.  Quant  à  la  sous-classe  Ils,  elle  est  certainement 
impropre,  car  il  j  a  dans  112  des  grandeurs  dont  la  divergence 
appartient  à  III  ;  si  toutefois  on  la  considère  comme  isolée,  c'est- 
à-dire  si  Ton  regarde  ces  grandeurs  comme  identiques  entre  elles, 
II]  devient  une  classe  propre  de  première  espèce.  La  sous-classe  Ils, 
considérée  comme  isolée,  nous  apparaît  ainsi  comme  un  ensemble 
de  grandeurs  dont  chacune  est  répétée  une  infinité  de  fois;  et  pour 
la  ramener  à  sa  forme  primitive,  nous  n'avons  qu'à  substituer  à 
chaque  groupe  infini  de  grandeurs  égales,  une  quelconque  de  ces 
grandeurs  et  sa  résultante  avec  toutes  les  grandeurs  de  la  sous- 
classe  1I|. 

Une  classe  de  deuxième  espèce  peut  donc  donner  lieu  aux  cas 
suivants  (§61)  : 

a.  Ou  elle  est  absolue; 

b.  Ou  elle  se  décompose  en  ri  sous-classes,  dont  chacune,  con- 
sidérée comme  isolée,  est  de  première  espèce; 

c.  Ou  elle  se  décompose  en  une  infinité  de  sous-classes  de  cette 
même  nature; 

d.  Ou  enfin  elle  se  décompose  en  n  sous-classes,  dont  n  —  i , 
considérées  comme  isolées,  sont  de  première  espèce  et  la  n*^"**  est 
de  deuxième  espèce. 

Les  sous-classes  dont  on  parle  sous  6,  c,  d  s'appellent  sous- 
classes  principales  ;  nous  les  supposerons  toujours  ordonnées  de 
façon  que  les  sous-classes  contenant  les  plus  grands  éléments 
précèdent  les  autres. 

Tout  est  réduit  par  là  à  l'étude  des  classes  absolues. 

Si  A  (§  62-66)  est  un  élément  quelconque  d'une  classe  absolue  F, 
on  peut  décomposer  cette  classe  en  trois  sous-classes  (a),  (A) 
et  (A');  (a)  contient  les  grandeurs  dont  tous  les  multiples  sont 
moindres  que  A;  (A)  celles  dont  un  multiple  est  compris  entre 
deux  multiples  de  A;  (A')  enfin  celles  qui  sont  plus  grandes  que 
tout  multiple  de  A.  La  sous-classe  {a)  peut  ne  pas  exister;  (A), 
considérée  comme  isolée,  est  propre  et  de  première  espèce;  (A') 
est  de  deuxième  espèce  absolue  et  peut  être  soumise  à  une  subdi- 
vision analogue  à  celle  qu'on  a  effectuée  sur  F.  Ce  qu*il  importe 
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de  remarquer^  c'est  que,  si  l'on  refait  la  décomposition  de  F  en 
prenant  au  lieu  de  A  une  autre  grandeur  quelconque  B  apparte- 
nant à  la  sous-classe  (A),  on  obtient  trois  sous-classes  (fe),  (B)  et 
(B')  qui  sont  identiques  respectivement  avec  (a),  (A)  et  (A'). 

Si  r  est  une  classe  de  deuxième  espèce,  décomposable  en  n  (ou 
en  oo)  sous-classes  principales,  et  s'il  y  a  un  couple  de  séries  de 
grandeurs  dont  la  divergence  devienne  moindre  que  toute  gran- 
deur de  la  m**"**  sous-classe  principale,  étant  m<;/i,  on  dit  que 
ces  séries  sont  convergentes  au  m**"*  degré  (§  68). 

V.  n  n'j  a  rien  à  dire  sur  les  classes  à  une  dimension,  à  deux 
sens  (§  70-72);  la  théorie  de  ces  classes  se  déduit  immédiatement 
de  celle  des  classes  à  un  sens. 

Par  rapport  aux  classes  qui  ne  sont  pas  à  une  dimension,  nous 
nous  bornons  aux  remarques  suivantes  : 

Une  classe  F  est  à  n  dimensions  ou  complexe,  si  elle  contient 
n  sous-classes  à  une  dimension  [sous-classes  élémentaires)  telles 
que  toute  grandeur  de  F  n'appartenant  à  aucune  de  ces  sous- 
classes  soit  la  résultante  de  plusieurs  éléments  de  ces  sous-classes 
mêmes  (§  î22, 73).  Si  l'on  adjoint  à  chaque  sous-classe  le  module  O, 
on  peut  dire  que  toute  grandeur  de  F  est  la  résultante  de  n  gran- 
deurs {parties  élémentaires)  appartenant  respectivement  aux  n 
sous-classes  élémentaires  (§  74). 

Si  M|,  M2, .. .,  Mfl  et  N|,  Nj, . . .,  N«  sont  les  parties  élémen* 
laires  de  M  et  de  N,  S(M<,N<),  S(M2,  Nj),  .. .,  S(M«,N«)  seront 
les  parties  élémentaires  de  S(M,  N)  (§  75). 

L'égalité  de  deux  grandeurs  à  n  dimensions  amène  avec  soi  l'é- 
galité de  leurs  parties  élémentaires  correspondantes  (§  74). 

VI.  La  seconde  Section  de  l'Ouvrage  que  nous  analysons  est 
dédiée  à  l'application  de  la  théorie  générale  à  une  famille  spéciale 
de  grandeurs,  celle  des  nombres. 

On  dit  (§  78-79)  que  deux  grandeurs  A,  B  d'une  classe  quel- 
conque F  ont  nombre  égal  ou  inégal,  suivant  que  A=  B  ou 
AtZ^B;  si  donc  on  représente  par  a,  p  ces  nouveaux  concepts 
qu'on  fait  correspondre  respectivement  à  A  et  à  B,  on  peut  écrire 
dans  les  deux  cas  a  =  p  et  a  ^  p.  On  désigne  en  outre  par  a  -f-  ^ 
le  nombre  correspondant  à  S(A,  B),  et  l'on  dit  addition  de  a  et  ^ 
Fopëration  dont  le  résultat  est  a  +  p. 
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Bien  qu^on  n'ait  pas  donné  ainsi  une  vraie  el  propre  définition 
du  nombre,  cela  suTfit  pour  le  caractériser  comme  une  grandeur; 
car,  supposant  bien  connue  la  classe  F,  nous  pouvons  toujours 
décider  si  deux  nombres  sont  égaux  ou  différents. 

L'importance  du  concept  de  nombre  ressort  de  la  remarque 
(§  80)  que  les  mêmes  nombres  peuvent  être  appliqués  à  une  in- 
finité de  classes  de  grandeurs  différentes,  c'est-à-dire  à  toutes  les 
classes  entre  lesquelles  on  peut  établir  une  correspondance  unî- 
voque  telle  que  les  résultantes  de  grandeurs  correspondantes  se 
correspondent  mutuellement. 

Considérons  avant  tout  les  classes  à  une  dimension  et  à  un  sens 
de  première  espèce.  Il  convient  d'adopter  pour  ces  classes  une 
correspondance  univoque  plus  particulière  [correspondance  mé- 
trique (§  92)],  c'est-à-dire  remplissant,  outre  les  conditions  déjà 
énoncées,  cette  autre  condition,  que,  si  A  el  A',  B  et  B'  se  corres- 
pondent, soit  A'^B'  suivant  que  A^B.  Etant  donné  un  ensemble 
de  classes  en  correspondance  métrique  entre  elles,  il  nous  reste  à 
établir  un  système  de  nombres  pouvant  représenter,  ou,  comme 
on  dit,  mesurer  (§  102),  les  grandeurs  d'une  quelconque  de  ces 
classes.  Voici  le  chemin  qui  conduit  à  ce  résultat  (§  81  et  sui- 
vants). 

Soit  F  une  classe  continue,  et,  ajant  choisi  dans  cette  classe 
une  grandeur  quelconque  U  (unité),  formons  la  sous-classe  F' 
(sous'classe  rationnelle)  contenant  tous  les  sous-multiples  de  U 
et  tous  les  multiples  de  ces  dernières  grandeurs  (*).  La  sous-classe 
r'  est  connexe  mais  non  continue,  et  coïncide  avec  la  sous-classe 
rationnelle  qu'on  obtiendrait  en  prenant  comme  unité  un  quel- 
conque de  ses  éléments,  et  toute  section  de  F'  est  remplie  par  un 
et  un  seul  élément  de  F. 

Pour  mettre  en  correspondance  métrique  deux  classes  conti- 
nues F  et  Fi,  nous  choisirons  avant  tout  deux  unités  U,  U|,  et 
ferons  correspondre  à  la  grandeur  multiple  suivant  m  du  sous- 
multiple  suivant  p  de  U  la  grandeur  avant  une  relation  analogue 
avec  U|  ;  après  avoir  ainsi  établi  une  correspondance  entre  les 
sous-classes  rationnelles  F',  F'^  de  F,  Fi,  il  ne  restera  qu'à  faire 
correspondre  à  la  grandeur  de  P  remplissant  une  section  de  F'  la 

(')  Toutes  ces  grandeurs  existent  dans  la  classe  F  {voir  ^  57). 
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grandeur  de  Fi  remplissant  la  section  correspondante  de  T\.  Si, 
au  lieu  de  U|,  S(U|,  L)|),  S(U|,  U|,  U|  ),  . . . ,  on  écrit  i,  i  -h  i 
ou  2,  1  -4-  I  -f- 1  ou  3,  . . . ,  Fi  devient  l'ensemble  R  des  nombres 
réels  positifs,  et  nous  avons  ainsi  construit  un  système  dénombres 
apte  à  mesurer  une  classe  continue  quelconque  F. 

11  n^y  a  plus  maintenant  qu^un  pas  à  faire  pour  atteindre  le  but 
que  nous  nous  étions  proposé.  Soit  II  une  classe  quelconque  à 
une  dimension  et  à  un  sens  de  première  espèce;  on  peut  tou- 
jours trouver  une  classe  continue  F  contenant  II  comme  sous- 
classe  (§  90).  Nous  n'avons  donc  qu'à  construire  cette  classe  F  et 
à  la  mettre  en  correspondance  métrique  avec  la  classe  R  des 
nombres  réels  positifs;  la  sous-classe  de  R  correspondant  à  la 
sous-classe  H  de  F  sera  le  système  de  nombres  pouvant  mesurer 
les  grandeurs  de  la  classe  donnée  II. 

Il  règne  dans  l'établissement  de  la  correspondance  un  certain 
arbitraire,  consistant  dans  le  choix  de  la  grandeur  de  la  classe 
proposée  qu'on  veut  faire  correspondre  à  un  nombre  assigné  (par 
exemple  à  i);  de  façon  qu'en  disant  qu'une  grandeur  est  me- 
surée par  un  nombre  m,  on  en  devra  toujours  indiquer  la  grandeur 
unité  à  laquelle  on  se  rapporte. 

Pour  les  classes  à  deux  sens,  les  choses  se  passent  d'une  façon 
tout  à  fait  analogue  (§94),  et  il  n'y  a  qu'à  adjoindre  au  système  R 
le  système  des  grandeurs  opposées  (nombres  négatifs). 

Nous  concluons  que  toute  classe  à  une  dimension  de  première 
espèce  peut  être  mesurée  par  les  nombres  réels. 

VII.  Arrivés  ici,  nous  rencontrons,  au  point  de  vue  méthodo- 
logique, une  vraie  et  propre  solution  de  continuité.  Mais,  comme 
ce  que  nous  aurions  à  dire  à  l'appui  de  cette  assertion  nous  en- 
traînerait trop  loin,  nous  le  réservons  pour  plus  tard  et  procédons 
maintenant  dans  l'analyse  de  l'Ouvrage. 

A  côté  de  l'opération  S,  qui  s'est  présentée  dès  le  début  de 
notre  théorie,  introduisons  (§  106)  une  autre  opération  appelée 
multiplication,  qu'on  définit  ainsi  : 

Soient  A,  M  deux  grandeurs  appartenant  respectivement  à  deux 
classes  continues  F,  F|,  et  soit  m  le  nombre  de  M  par  rapport  à 
une  grandeur  déterminée  U|  de  Y ^  prise  comme  unité.  Multi- 
plier \  {multiplicande)  par  M  {multiplicateur)^  c'est  chercher 
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dans  la  classe  F  une  grandeur  P  {produit)  qui  soit  mesurée  par  m 
par  rapport  à  A  comme  unité. 

Le  produit  varie  donc  suivant  l^unité  qu'on  choisit  dans  Fi  ; 
d'où  il  suit  qu'en  parlant  du  produit  de  deux  grandeurs  on  devra 
toujours  indiquer  par  rapport  à  quelle  unité  de  la  classe  du  mul- 
tiplicateur on  a  effectué  la  multiplication. 

On  démontre  que  la  multiplication  est  associative,  distributive 
et,  si  \es  facteurs  (c'est-à-dire  le  multiplicande  et  le  multiplicateur) 
appartiennent  à  une  même  classe,  commutative,  et  que  le  produit 
de  deux  facteurs  est  O  toujours  et  seulement  lorsque  l'un  des  fac- 
teurs est  O. 

Si  a  est  le  nombre  de  A  par  rapport  à  une  certaine  unité  U 
de  F,  le  nombre  de  P  sera  ma  (§  110);  donc  le  produit  de  deux 
grandeurs  a  pour  mesure  le  produit  des  mesures  de  ces  grandeurs, 
pourvu  seulement  que  la  multiplication  et  la  mesure  du  multipli- 
cateur se  rapportent  à  une  même  unité  de  la  classe  contenant  ce 
dernier.  Cette  remarque  réduit  la  théorie  de  la  multiplication  de 
grandeurs  quelconques  (à  une  dimension)  à  celle  de  la  multipli- 
cation des  nombres.  On  peut  obtenir  la  même  simplification  dans 
la  théorie  de  la  division  (§  111)  et  dans  celle  des  rapports  (§  113) 
qu'on  définit  ici  d'après  Euclide. 

VIII.  On  établit  une  correspondance  métrique  entre  deux 
classes  de  première  espèce  à  n  dimensions  en  mettant  en  corres- 
pondance deux  à  deux  leurs  sous-classes  élémentaires  (§  120).  On 
peut  aussi  définir  un  système  de  nombres  complexes  servant  à 
mesurer  les  grandeurs  des  classes  à  n  dimensions. 

Considérons  (§  123  et  suivants)  une  classe  à  n  dimensions,  et 
fixons  dans  chaque  sous-classe  élémentaire  une  grandeur  unité. 
Soient  U|,  U2,  . . .,  U„  les  unités  choisies.  En  regardant  le  pas- 
sage de  l'unité  U/  à  l'unité  U*  comme  une  opération,  que  nous 
dirons  déplacement  et  désignerons  par  (tA"),  il  peut  arriver  un  de 
ces  trois  cas  (*)  : 

1°  Que  l'opération  (/A")  n'ait  une  signification  pour  aucune  des 
valeurs  de  /  et  de  A*,  ou  mieux,  que  nous  ne  voulions  pas  tenir 
compte  de  la  signification  qu'elle  peut  avoir; 

(«)  Cf.  Hankel,  Vorlesungen  uber  die  complexen  Zahlen  und  ihre  Func- 
tionen,  Ch.  VI  et  suiv. 
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2**  Que  l'opération  (lAr),  appliquée  à  U/,  ait  un  sens  au  moins 
pour  certaines  valeurs  de  i  et  de  k^  mais  que  la  même  opération, 
eHectuée  sur  une  autre  unité  Uy,  ne  conduise  à  aucun  résultat  ou 
bien  transforme  Uy  en  une  grandeur  n^appartenant  pas  à  la  classe 
qu'on  considère  ; 

3**  Que  l'opération  {ik)^  effectuée  sur  une  unité  quelconque, 
la  transforme  en  une  grandeur  appartenant  à  la  classe  considérée. 

On  dit  qu'une  classe  est  à  unités  indépendantes ,  à  unités  d*un 
système  illimité  ou  à  unités  d'un  système  limité,  suivant  que 
l'un  ou  l'autre  de  ces  trois  cas  se  vérifie. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  les  détails  de  la  théorie  de  ces 
différentes  classes,  et  passerons  aux  classes  à  une  dimension  de 
deuxième  espèce. 

IX.  Considérons  d'abord  une  classe  F  de  deuxième  espèce 
pouvant  se  décomposer  en  deux  sous-classes  principales  I  et  II  de 
première  espèce  (§  136  et  suivants).  Comme  on  l'a  déjà  vu,  I  est 
un  ensemble  de  groupes  infinis  de  grandeurs,  dont  chacun  con- 
tient une  certaine  grandeur  B  et  les  résultantes  de  B  et  de  toutes 
les  grandeurs  de  II.  Choisissons  dans  Tun  quelconque  de  ces 
groupes  une  grandeur  A,  et  formons  toutes  les  grandeurs  ration- 
nelles par  rapfïort  à  A;  nous  dirons  (§  139)  qu'elles  sont  les 
grandeurs  primaires  des  groupes  de  I  auxquels  elles  appar- 
tiennent. Dans  l'un  des  groupes  contenant  des  grandeurs  irra- 
tionnelles par  rapport  à  A,  nous  choisirons  ensuite  une  grandeur 
quelconque  B,  et  formerons  toutes  les  grandeurs  rationnelles  par 
rapport  à  B,  et  ainsi  de  suite.  Nous  aurons  fixé  de  cette  façon 
dans  chaque  groupe  de  I  une  grandeur  primaire,  et  il  y  aura  une 
infinité  de  ces  grandeurs  qu'on  pourra  choisir  arbitrairement,  avec 
cette  seule  limitation,  que  la  grandeur  primaire  du  groupe  conte- 
nant S(A,  B)  n'est  pas  arbitraire,  mais  doit  être  précisément 
S  (A,  B),  En  regardant  II  comme  un  des  groupes  de  I,  la  grandeur 
primaire  de  ce  groupe  sera  O. 

Les  grandeurs  primaires  constituent  une  classe  K  [classe  ca- 
ractéristique de  la  mesure  (§  144)],  qui  peut  être  mesurée  par 
le  système  des  nombres  réels;  ce  même  système  peut  tout  aussi 
bien  mesurer  les  grandeurs  de  II.  Si  donc  nous  fixons  dans  les 
classes  K  et  II  des  grandeurs  unités  A,  H,  toute  grandeur  primaire 
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B  pourra  être  désigné  par  a  A  et  toute  grandeur  F  de  II  par  ^E, 
a,  ^  étant  deux  nombres  réels.  Mais  toute  grandeur  C  de  F  a  la 
forme  S(B,  F);  donc  C  =  S(aA,  ^E).  On  peut  dire  en  concluant 
qu^une  grandeur  quelconque  de  notre  classe  est  mesurée  par  deux 
nombres  réels  a,  ^  ou  par  un  nombre  de  deuxième  degré  (a,  p) 

(§i«)- 

Les  résultats  exposés  ici  s'étendent  aisément  (§  147-148)  à  toutes 
les  classes  de  deuxième  espèce  décomposables  en  plusieurs  sous- 
classes  principales  de  première  espèce  ou  même  en  une  infinité 
de  sous-classcs  de  cette  nature.  Quant  (§  149)  aux  autres  classes, 
et  en  particulier  aux  classes  absolues,  on  ne  peut  y  appliquer  le 
concept  de  mesure  qu'à  une  sous-classe  de  la  nature  de  (A)  {^voir 
ci-dessus),  qui  prendra  le  nom  de  groupe  mesurable  par  rapport 
à  la  grandeur  de  A.  Ln  système  général  de  mesure  pour  une 
classe  de  celte  nature  ne  semble  pas  possible. 

X.  M.  Betlazzi  fait  suivre  à  son  Mémoire  un  Appendice  dédié  à 
la  théorie  analytique  du  nombre.  Ici  (§  1  et  suivants)  le  nombre 
n'apparaît  pas  comme  la  mesure  d'une  grandeur,  mais  comme  une 
chose  à  soi. 

La  théorie  des  nombres  rationnels  est  rédigée  essentiellement 
d'après  le  Chapitre  III  de  TOuvragc  de  Flankel;  mais,  tandis  que 
cet  auteur  s'arrête  devant  l'irrationnel,  en  affirmant  qu'il  n'est 
pas  convenable,  et  même  qu'il  n'est  peut-être  pas  possible  de 
l'introduire  d'une  façon  purement  formelle,  M.  Bettazzi  poursuit 
sa  roule  et  nous  présente  (§9-10)  les  nombres  irrationnels  comme 
des  grandeurs  dont  chacune  est  destinée  à  remplir  une  des  sec- 
tions existant  dans  la  classe  formée  par  les  nombres  rationnels. 
Le  nombre  /  est  défini  (§  11)  comme  solution  de  Téquation 
x^'=. —  i  (d'après  Hankel,  §  19);  à  cela  suit  un  court  exposé  de 
l'arithmétique  des  nombres  complexes  ordinaires  (§  11-13)  et  à 
n  unités  (§  14),  et  l'Ouvrage  se  termine  (§  15)  par  quelques  lignes 
sur  le  principe  de  la  permanence  des  lois  formelles  de  Hankel. 

XI.  Qu'il  nous  soit  permis  d'ajouter  ici  quelques  réflexions 
qui  serviront  peut-être  pour  donner  une  vue  d'ensemble  de  l'Ou- 
vrage de  M.  Betlazzi. 

Dans  l'exposition  des  princi|)es  de  l'Arithmétique,  on  peut  se 
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placer  à  deux  points  de  vue  tout  à  fait  diflerenls.  Au  point  de  vue 
réel,  on  regarde  le  nombre  comme  un  assemblage  d'unités,  ou, 
ce  qui  est  la  même  chose,  comme  la  représentation  d'un  ensemble 
d'objets  que  l'on  considère  comme  identiques  entre  eux.  Au  point 
de  vue  formel,  on  désigne  par  nombre  un  membre  d'une  classe 
de  concepts  ayant  certaines  propriétés  communes.  La  différence 
des  deux  méthodes  ressort  mieux  lorsqu'on  vient  à  parler  des 
opérations.  Une  opération  est  un  acte  effectué  sur  un  ou  plusieurs 
nombres.  Cet  acte  n'est,  dans  la  théorie  réelle,  que  la  représenta- 
tion d'un  acte  effectué  sur  des  ensembles  d'objets,  et  la  nature  de 
ce  dernier  acte  sert  à  définir  l'opération  et  à  en  démontrer  les 
propriétés.  Dans  la  théorie  formelle  au  contraire,  comme  à  une 
opération  il  ne  peut  correspondre  aucun  acte  ayant  un  sens  réel, 
nous  sommes  parfaitement  libres  de  lui  attribuer  telle  ou  telle 
propriété  qu'il  nous  plaira;  et  c'est  seulement  par  ces  propriétés 
qu'on  peut  définir,  individualiser  une  opération.  On  devra  toute- 
fois, si  l'on  veut  que  les  opérations  qui  se  présentent  dans  les 
deux  théories  coïncident  entre  elles,  avoir  soin  de  choisir  comme 
propriétés  à  attribuer  a /?/7or/ à  l'opération  considérée  ces  mêmes 
propriétés  que  nous  avonsrencontrées  dans  l'opération  de  même 
nom  dans  la  théorie  réelle. 

Considérons  par  exemple  l'addition.  L'addition  de  deux  nombres 
rt,  b  est,  au  point  de  vue  réel,  l'image  d'un  acte  par  lequel  deux 
ensembles  de  «  et  6  objets  respectivement  sont  réunis  en  un  seul 
ensemble  de  a -h  6  objets.  En  partant  de  là,  on  peut  démontrer 
que  l'addition  est  commutative,  associative,  etc.  Au  contraire,  au 
point  de  vue  formel  on  prend  une  opération  S,  qui  n'est  autre- 
ment définie  que  par  cela  qu'elle  est  commutative,  associative,  etc., 
et  on  lui  donne  le  nom  àH addition  paroe  que,  si  l'on  spécialise 
les  concepts  jusqu'ici  tout  à  fait  généraux  qu'on  a  appelés  nombres, 
en  les  considérant  comme  les  images  d'ensembles  d'objets,  l'opé- 
ration réelle  à  laquelle  se  réduit  l'opération  S  jouit  des  propriétés 
que  nous  avons  constatées  dans  l'addition  (commutativité,  asso- 
ciativité,  etc.). 

Il  faut  toutefois  remarquer  que  ces  propriétés  ne  suffisent  pas 
pour  caractériser  complètement  l'addition  ;  il  y  a,  par  conséquent, 
d'autres  opérations  réelles  (par  exemple  la  multiplication)  qu'on 
peut  regarder  comme  correspondant  à  l'opération  formelle  S. 
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XII.  Mais  la  méthode  formelle  elle  même  donne  lieu  à  .une 
subdivision.  Ainsi  que  l'opération  S  ne  coïncide  pas  avec  Taddi- 
tion,  mais  la  renferme  comme  cas  particulier,  de  même  le  concept 
de  nombre  qu'on  a  pris  pour  fondement  de  la  théorie  formelle  est 
plus  général  que  le  concept  réel  de  nombre.  On  peut  donc,  ou 
étudier  ce  concept-là  dans  toute  sa  généralité,  auquel  cas  il  con- 
viendra de  le  désigner  par  un  nom  nouveau  (par  exemple  par 
grandeur)^  ou  bien  y  ajouter  des  limitations  jusqu'à  ce  qu'on 
ramène  à  coïncider  avec  le  nombre  ordinaire.  Au  premier  point 
de  vue,  on  aura  une  théorie  qui  sera  plus  générale  que  celle  du 
nombre  et  la  comprendra  comme  cas  particulier;  cette  théorie, 
commencée  seulement  dans  les  Ouvrages  déjà  cités  de  Hankel  et 
de  Stolz,  est  exposée  dans  tous  ses  développements  dans  le  corps 
du  Mémoire  de  M.  Bettazzi.  Au  deuxième  point  de  vue,  on  ob- 
tiendra directement  une  théorie  qui  sera  identique,  quant  à  ses 
résultats,  avec  la  théorie  réelle  du  nombre;  c'est  le  sujet  de  l'Ap- 
pendice. 

On  peut  donc  caractériser  en  deux  mots  l'Ouvrage  dont  nous 
parlons,  en  disant  qu'il  est  dédié  à  la  théorie  formelle  du  nombre. 

Il  j  a  toutefois  un  point  où  l'auteur  sort,  sans  s*en  apercevoir, 
du  champ  formel.  Au  début  du  Chapitre  IV  de  la  !!•  Partie,  on 
trouve  une  déGnition  de  la  multiplication,  que  nous  avons  rap- 
portée à  son  lieu,  et  dans  laquelle  on  n*aura  point  de  peine,  après 
ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus,  à  reconnaître  tous  les  caractères 
qui  distinguent  les  défînitions  des  opérations  dans  la  théorie  réelle 
du  nombre.  Il  suffit  de  rappeler  que  la  multiplication  y  est  définie 
par  le  résultat  qu'elle  amène,  et  que  ses  propriétés  se  trouvent 
démontrées  ensuite. 

Mais  cette  observation,  qu'une  critique  sincère  ne  pouvait 
passer  sous  silence,  ne  touche  point  à  la  première  Section  de 
rOuvrage  {théorie  générale  des  grandeurs)  qui  en  est  la  partie 
vraiment  essentielle,  et,  par  conséquent,  elle  ne  diminue  en  rien 
la  valeur  du  beau  Mémoire  de  M.  Bettazzi,  qui  mérite  d'être 
connu  et  étudié  par  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  questions  con- 
cernant les  fondements  de  la  science  des  nombres. 

G.    ViVANTl. 
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MÉLANGES. 

LES  AUTOGRAPHES  DE  DESGARTES  A  LA  BIBLIOTHÈQUE  NATIONALE; 

Par  m.   Paul  TANNERY. 


PREAMBULE. 


I.  Le  premîer  éditeur  des  Lettres  de  Descartes,  Clerselier, 
s'exprime  comme  suit  en  parlant  de  Roberval,  dans  ]a  Préface  de 
son  Tome  troisième  et  dernier  (Paris,  1667,  page  i4  non  numé- 
rotée) : 

c<  Mais  ie  ne  luj  sçaurois  pardonner  une  chose,  qui  est^  qu'après 
la  mort  du  Père  Mersenne  s'estant  rendu  maistre  de  toutes  les 
Lettres  que  Monsieur  Descartes  luy  auoit  escrites,  il  a  refusé  de 
me  les  communiquer,  pour  corriger  sur  ces  Originaux  les  défauts 
qui  pouuoient  estre  restez  dans  les  Minutes  que  Monsieur  Des- 
cartes s'estoit  reseruées.  » 

Clerselier  s'excuse  en  conséquence,  sur  la  confusion  où  il  a 
trouvé  les  minutes  de  Descaries,  des  inexactitudes  que  peut  pré- 
senter son  édition.  Il  déclare  d'ailleurs,  en  raison  même  de  l'ani- 
mosité  qui  avait  existé  entre  son  Maître  et  Roberval,  avoir  cru  de 
son  devoir  d'apporter  quelques  adoucissements  aux  paroles  trop 
aigres  qu'il  rencontrait  dans  le  texte  à  publier,  autant  que  cela  lui 
était  possible  sans  diminuer  la  force  des  raisons. 

Evidemment  Roberval  ne  se  dessaisit  pas  jusqu'à  sa  mort, 
arrivée  en  lô^S,  du  trésor  épistolaire  qu'il  s'était  approprié.  Mais 
il  serait  absolument  incroyable  qu'après  les  révélations  de  Cler- 
selier, aucun  lettré  ne  se  fût  préoccupé  en  temps  utile  du  sort  ré- 
servé à  une  part  aussi  intéressante  de  rhéritage  laissé  par  le  der- 
nier survivant  de  la  génération  de  Descartes. 

Cependant,  en  terminant  son  édition  des  Œuvres  de  Descartes, 
dont  les  Lettres  remplissent  les  volumes  VI  à  X,  publiés  de  1824 
à  1825,  Victor  Cousin  (dans  l'Avant-Propos  du  Tome  XI,  1826, 
page  vu)  affirmait  qu'un  autographe  de  1622,  dont  il  donnait  le 
fac-similé,  était  la  seule  trace  qui  restât  de  l'écriture  de  Descartes. 
Bull,  des  Sciences  mathém..  1*  série,  t.  W.  (Mars  i8yi.)  6 
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Pour  améliorer  la  publication  de  Clerselier,  il  s'ëtait  toulefois 
servi  (Avant-Propos  du  Tome  VI)  d'un  exemplaire  de  l'édilioa 
de  1667,  qui  existe  encore  à  )a  Bibliothèque  de  l'Institut  et  qui 
donne  ies  résultais  de  la  collation  de  la  plupart  des  Lettres  à 
Mersenne  avec  des  originaux  ou  tout  au  moins  des  manuscrits 
désignés  sons  le  nom  de  La  Hire,  et  dont  le  numérotage  est  in- 
diqué avec  soin. 

Cousin  déclare  ignorer  le  nom  de  l'auteur  de  ces  annotations. 
Il  suggère  celui  de  Montempuis,  recteur  de  l'Université  de  Paris 
vers  le  milieu  du  xvtii*  siècle.  Cette  indication  n'a  aucune  valeur; 
la  lecture  des  Notes  qu'il  a  publiées  prouve  clairement  qu'elles 
sont  dues  à  un  personnage  ayant  vécu  à  la  fin  du  xvii"  siècle  (<). 

Dans  son  Histoire  de  Descartes  avant  1637  (Paris,  1867,  Pré- 
face, page  xxvii),  J.  Millet  alKirme  qu'après  la  mort  de  Roberval, 
le  paquet  des  Lettres  à  Mersenne  se  retrouva  entre  les  mains  de 
La  Hire,  qui  en  fit  présent  à  l'Académie  des  Sciences.  Celle-ci, 
vers  1684  et  1690,  les  aurait  communiquées  à  Baillet,  l'historien  de 
Descartcs,  et  à  l'abbé  J.-B.  Legrandqui  préparait,  d'après  les  plans 
laissés  par  Clerselier,  une  édition  complète  des  Œuvres  de  l'au- 
teur du  Discours  de  la  Méthode.  Les  Notes  de  l'exemplaire  des 
Lettres  à  l'Inslilut,  où  l'on  peut  efTectivement  reconnaître  deux 
mains  successives,  seraient  dues  les  premières  à  Baillet,  les  plus 
importantes  à  Legrand.  Celui-ci,  mort  en  1704,  aurait  laissé  les 
papiers  à  un  Marmion,  mais,  dès  l'année  suivante,  ils  seraient  re- 
tournés à  la  famille  de  Legrand  et  depuis  lors  auraient  été  perdus, 
y  compris  la  collection  de  Roberval. 

En  acceptant,  sous  bénéfice  d'inventaire,  les  identifications 
proposées  par  J.  Millet,  j'ai  à  peine  besoin  de  relever  les  înexac- 
litudes  et  les  invraisemblances  de  son  récit.  Il  n'y  a  pas  à  douter 
que  ce  ne  soit  l'Académie  des  Sciences  qui  ait  été  l'béritière 
directe  des  papiers  de  Roberval;  La  tlire  fut  simplement  chargé 
de  les  classer  et  d'éditer  comme  poslhume  ce  qui  pouvait  être 
public  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  (^).  S'il  1 
nique  à  Baillet  ou  à  Legrand  une  partie  de  ces  manuscrits,  il 


(')  Ainsi  il  a  perso nnellcmenl  connu  le  Père  Quesnd;  il  s'est  entretc 
l'abhesse  de  Maubuisson,  sœur  de  Id  princesse  Elisabclli,  etc. 
(')  Que  ce  cla;senienl  ne  fût  pas  sans  présenter  quelques  difficullés. 
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Ta  fait  qu^au  nom  de  rAcadémie,  et,  comme  il  a  de  longtemps 
survécu  à  Legrand,  il  a  certainement  assuré  lui  même  la  rentrée 
dans  les  Archives  des  pièces  dont  il  était  responsable. 

Nous  pouvons  en  donner  une  preuve  décisive;  dans  le  manu- 
scrit de  la  Bibliothèque  Nationale,  fonds  français  nouv.  acq.  SaSo, 
formé  avec  les  papiers  relatifs  à  Fermât  saisis  en  ]84S  au  domicile 
de  Libri,  se  trouvent  (fol.  i56  v**)  de  la  main  d'Arbogast,  en  anno- 
tation sur  une  pièce  copiée  par  lui,  les  lignes  suivantes  : 

«  Cet  écrit  se  trouve  à  la  fin  du  recueil  de  lettres  originales  de 
Descartes  conservées  à  la  Bibliothèque  de  la  ci-devant  Académie 
des  Sciences.  L'écriture  est  de  la  main  du  P.  Mersenne.  L'écrit  est 
de  Descartes.  » 

D'autre  part,  dans  le  môme  manuscrit,  f**  92-94,  on  rencontre 
un  relevé  dressé  par  Arbogast  d'originaux  de  Lettres  de  Descaries 
se  rapportant  aux  années  i638  et  1689  et  numérotées  de  6  à  21. 
Le  simple  rapprochement  des  indications  de  ce  relevé  avec  les 
Noies  de  Legrand  publiées  par  Cousin  permet  de  vérifier  que  ces 
Lettres,  comme  on  pouvait  le  prévoira  priori,  avaient  fait  partie 
des  manuscrits  de  La  Hire,  c'est-à-dire  appartenaient  à  la  collec- 
lion  léguée  par  Roberval  à  l'Académie  des  Sciences. 

Au  temps  où  Cousin  publiait  son  édition  des  Œuvres  de  Des- 
cartes, cette  collection  était  encore  tout  entière  aux  Archives  de 
rinstitut.  D'après  MM.  Lalanne  et  Bordier  {Dictionnaire  de 
pièces  autographes  volées  aux  bibliothèques  publiques  de 
la  France;  ^dj^'xs^  i85i),  elle  était  formée  d'au  moins  soixante- 
cinq  numéros,  dont  il  ne  reste  actuellement  que  trois.  Libri,  pro- 
bablement renseigné  par  la  Note  d'Arbogast,  mit  au  pillage  ces 
précieuses  archives.  Depuis  lors  les  manuscrits  de  Roberval  sont 
dispersés;  quelques  Lettres  à  Mersenne  sont  cependant,  par  la 
générosité  de  leurs  détenteurs,  rentrées  à  la  Bibliothèque  de  l'In- 
stitut; un  lot  assez  important  se  trouve  réuni  à  la  Sorbonne,  à  la 
Bibliothèque  de  Cousin;  d'autres  ont  été  signalées  dans  des  ventes 
publiques  d'autographes;  enfin  une  série  qui  peut  être  évaluée  au 


que  prouve  Terreur  assez  singulière  où  La  Hire  est  tombé  en  insérant^  comme 
de  Roberval,  dans  le  volume  publié  en  i%3,  une  pièce  de  Fermât  déjà  imprimée 
dans  les  Varia  Opéra  de  1679. 
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quart  de  Tensemble  primîlif,  après  avoir  fait  partie  du  fonds  Librî 
de  la  célèbre  collection  Ashburnham,  est  redevenue,  grâce  aux 
efforts  de  M.  Léopold  Delisle,  la  propriété  de  la  France  et  con- 
stitue aujourd'hui,  après  classement  méthodique  à  la  Bibliothèque 
Nationale,  le  manuscrit  du  fonds  français  nouv.  acq.  n^  5160. 

II.  C'est  ce  manuscrit  que  je  me  propose  d'étudier  aujourd'hui, 
pour  chercher  à  élucider  plus  complètement  l'histoire  des  Lettres 
de  Descartes  à  Mersenne  et  faire  connaître  ce  que  les  originaux  de 
la  Nationale  peuvent  offrir  d'inédit  et  d'intéressant  au  point  de 
vue  scientifique. 

Après  un  premier  folio,  provenant  d'une  chemise  de  Libri  et 
portant  de  sa  main  l'inscription  :  Descartes  :  Lettres  autographes, 
on  trouve  successivement  dix-huit  lettres  (f"'  2  à  5o).  Une  nou- 
velle chemise  de  Libri  (f°  5i)  porte  la  mention  :  Descartes  : 
Copies  et  discussions  ;  suivent  six  pièces  distinctes  (f**'  Sa  à  66). 

Remarquons  tout  d'abord  que  les  deux  dernières  sont  écrites 
sur  une  même  feuille  double  in-4".  Le  premier  recto  (f*  6*5)  offre, 
d'une  très  jolie  écriture  de  copiste,  un  extrait  de  la  Lettre  de  Des- 
cartes, adressée  le  29  janvier  i64o,  par  l'intermédiaire  de  Mer- 
senne  à  Mejssonnier,  «  Médecin  de  Lion  »  (=  Clerselier  II,  36; 
Cousin,  VIII,  p.  200)  et  relative  aux  fonctions  de  la  glande  pinéale. 
Au  verso  se  trouve,  de  l'indéchiffrable  écriture  de  Mersenne  (*), 
le  fragment  que  nous  avons  dit  avoir  été  copié  par  Arbogast  dans 
le  Ms.  fr.  n.  a.  8280,  f"*  iSô-iS^.  Ainsi  se  trouve  attestée  d'une 
façon  irrécusable  la  provenance  de  cette  pièce.  Nous  verrons  que 
celle  des  autres  n'est  guère  plus  douteuse. 

Le  second  feuillet  de  la  pièce  (f®  66)  n'offre  que  quelques 
combinaisons  de  lettres,  inscrites  au  verso  de  la  main  de  Mersenne 
et  qui  paraissent  se  rapporter  à  la  Musique.  Cette  circonstance 
doit  nous  inspirer  quelques  doutes  sur  l'attribution  à  Descartes, 


(*)  Pour  donner  un  exemple  de  la  difficulté  de  lire  cette  écriture,  je  dirai 
qu'Arbogast,  qui  était  cependant  singulièrement  familiarisé  avec  elle,  comme  on 
peut  s'en  convaincre  en  collationnant  sa  copie,  a,  entre  autres,  laissé  incom- 
préhensible tout  un  membre  de  phrase  :  «  donner  un  nombre  qui  soit  à  la  somme 
de  ses  parties  en  raison  donnée  possible  et  pour  se  deliner  quel  est  le  plus 
cran  ».  Au  lieu  des  mots  en  italique,  je  lirais  «  pouvoir  décider  quand  elle  est 
possible  ». 
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par  Arbogast,  du  fragment  précédenl.  11  semble  clair  en  effet  que 
Mersenne  s'est  servi,  pour  des  notes  personnelles,  des  blancs  dis- 
ponibles au  dos  de  la  copie  qu'il  s'était  fait  faire  de  la  lettre  à 
Meyssonnier;  rien  ne  nous  indique  qu'il  ait  réservé  à  une  pièce  de 
Descartes  le  droit  de  figurer  à  la  suite  de  cette  copie. 

Dans  ce  fragment,  qui,  du  reste,  a  été  publié  par  M.  Charles 
Henry  dans  ses  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  de 
Fermât,  p.  189-191  (^Bulletin  Boncompagni,  octobre  1879),  et 
qui  porte  pour  titre  :  De  la  façon  de  trouver  les  nombres  à 
parties  aliquotes  in  ratione  data,  je  ne  reconnais,  malgré  Tau- 
torilé  d' Arbogast,  ni  le  style,  ni  la  manière  de  Descartes.  Qu'on 
compare  le  fragment  authentique  sur  le  même  sujet,  dont  Cousin 
a  donné  une  traduction  pages  438-439  du  Tome  XI  de  son  édi- 
tion, on  pourra  juger  de  la  différence. 

Nous  ne  sommes  pas  davantage  en  présence  d'un  morceau  de 
Fermât;  je  croirais  plutôt  à  des  idées  de  Frenicle,  peut-être 
arrangées  par  Mersenne  à  sa  façon. 

III.  Je  reviens  aux  Lettres  autographes  de  Descartes,  pour 
m'arrêter  un  instant  aux  annotations  qu'elles  portent. 

Tout  d'abord  une  main  jusqu'à  présent  inconnue  y  a  générale- 
ment inscrit  en  tête  une  date  au  crayon.  Une  autre  main  a  souvent 
répété  cette  inscription  à  Tencre  qui  alors  se  trouve  parfois  suivie 
de  l'abréviation  «  v.  d.  ».  Cette  dernière  annotation  semble  cor- 
respondre aux  cas  où  la  Lettre  se  trouve  effectivement  datée  de  la 
main  de  Descartes. 

Je  signale  pour  mémoire  les  références  à  l'édition  de  Clerse- 
lier,  qui  sont  de  deux  mains  différentes.  L'une  d'elles  (Baillet?) 
a  daté  de  1684  une  de  ces  références  (6*^  Lettre,  f°  28,  v"),  qui,  par 
suite  des  confusions  dans  les  Lettres  imprimées,  ne  s'était  pas  pré- 
sentée tout  d'abord. 

II  convient  de  s'arrêter  davantage  aux  anciens  numérotages 
inscrits  sur  ces  Lettres.  Ils  sont  de  deux  sortes:  l'un  (qui  d'ailleurs 
n'existe  pas  sur  toutes  les  pièces)  est  inscrit  au  haut  de  la  pièce, 
vers  le  milieu,  en  tirant  à  droite  ;  le  numéro  est  enfermé  entre  pa- 
renthèses. 

Si,  pour  les  I^cttrcs  des  années  i638  et  iGSg,  on  compare  ces 
numéros  entre  parenthèses  avec  ceux  de  la  liste  donnée  par  Arbo- 
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gast  dans  le  Ms.  fr.  n.  a.  3a8o,  on  reconnaît  quMIs  sont  iden- 
tiques. Les  chiflfrès  ressemblent  d^ailleurs  tellement  à  ceux  d'Ar- 
bogast  que  je  n^hésite  pas  à  considérer  ce  numérotage  comme 
représentant  un  classement  fait  par  ce  mathématicien.  En  tous 
cas,  pour  toutes  les  pièces  portant  ce  numérotage  entre  paren- 
thèses, la  provenance  des  Archives  de  l'Académie  des  Sciences 
me  paraît  établie  sans  conteste  possible. 

D'autres  numéros  sont  inscrits  au  contraire  au  bas  à  gauche 
des  premières  pages  de  chaque  pièce.  Ces  numéros  sont  de  dif- 
férentes mains,  et  représentent  des  classements  distincts.  Un  de 
ces  classements  correspond  à  celui  de  La  Hire,  en  tant  qu'il  est 
connu;  pour  les  autres,  la  question  doit  ôlrc  réservée. 

Enfîn,  on  voit  sur  toutes  les  pièces,  d'une  façon  plus  ou  moins 
visible,  les  traces  de  Teflacement  d'un  sceau  qui  devait  être  celui 
de  l'ancienne  Académie  des  Sciences,  marqué  avec  une  encre 
rouge,  facilement  délébile. 

Après  ces  remarques  préliminaires,  je  puis  donner  la  liste  des 
pièces  contenues  dans  le  manuscrit  que  j'examine. 

J'indiquerai  d'abord  en  chiffres  romains  leur  rang  dans  le  ma- 
nuscrit, puis  le  destinataire;  la  date  autographe  quand  elle  existe, 
et  dans  le  cas  contraire,  entre  crochets,  la  date  supposée  par  les 
annotations;  les  numéros,  qui  pour  ceuxd'Arbogastet  de  La  Hire 
seront  suivis  respectivement  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces  noms; 
la  correspondance  avec  l'édition  de  Clerselier,  marquée  par  le  n® 
du  tome,  suivi  de  celui  de  la  Lettre  d'après  l'édition,  et  la  corres- 
pondance avec  l'édition  de  Cousin  (n**  du  volume,  page  où  com- 
mence la  Lettre);  enfin  les  folios  du  manuscrit. 

I.  Autographe  à  Mersennc  [27  mai  i638  au  crayon  seulement],  i3  La 
Mire  =  Clerselier,  III,  62;  Cousin,  VII,  65.  —  f**  2,  3. 

II.  Autographe  à   Mersenne  [juin   i638].  —   76  Arbogast,   i5   La   Hire 

—  Clerselier,  I,  73;  Cousin,  VII,  3o3.  —  f*  4  — 9. 

III.  Autographe  à  Mersenne,  27  juillet  i638.  —  9  Arbogast,  iG  La  Hire 

—  Clerselier,  III,  66;  Cousin,  VII,  110.  —  f*  10  —  14. 

IV.  Autographe  à  Mersenne,  23  août  i638.  —  10  Arbogast,  19  La  Hire 
=  Clerselier,  III,  65:  Cousin,  VII,  88.  —  P»  i5  -  20. 

V.  Autographe  à  Mersenne  [octobre  i638j.  18  La  Hire  =  Clerselier,  II, 
i)i:  Cousin,  VIL   \i\.  —  T"^  21,  11. 

\  I.  Autographe  à  Mersenne,  .(  mars  1641.  —  3>  Arbogast.  46  C  =  Cler- 
selier, 111,  35;  r.ousin  \  III.   jSi;  en  partie  inêHilc.  —  f"*  23  —  26. 


MÉLANGES.  76 

VII.  Autographe  à  Mersenne,  23  juin  1641.  —   37   Arbogasl,   4*    C.  — 
Inédite.  —  ^^27,  28. 
VIIÏ.  Autographe  à  Mersenne,  ft6  avril  1643.  —  47  Arbogast.  —  Inédit. 

—  t^  29,  3o. 

IX.  Autographe  à  Cavendish,  3o  mars  1646.  —  71  Arbogast,  27  C  =  Cler- 
selier,  III,  86;  Cousin,  IX,  5i2.  —  f*  3i-34. 

X.  Copie  (adressée  par  Mersenne  à  Mylon)  de  la  Lettre  de  Descartes  ù 
Mersenne  du  20  avril  1646.  —  5i  Arbogast,  a5  C  =  Clerselier,  III,  94; 
Cousin,  IX,  555.  —  f»-  35,  36. 

XI.  Autographe  à  Mersenne  du  7  septembre  1646.  —  53  Arbogast,  21. 

—  Inédite.  —  (^  37,  38. 

XII.  Autographe  à  Mersenne  du  12  octobre  1646.  —  55  Arbogast,  19.  — 
Inédite.  —  f*  39. 

XIII.  Autographe  à  Mersenne  du  2  novembre  1646.  —  r'iô  Arbogast,  17. 

—  Inédite.  —  f»*  40,  4i.      . 

XIV.  Autographe  à  Mersenne  du  23  novembre  1646.  —  58  Arbogast,  iG. 

—  Inédite.  —  f*  42,  43. 

XV.  Autographe  à  Mersenne  du  26  avril  1G47.  —  60  Arbogast,  i3.  — 
Inédite.  —  f*»»  44,  45. 

XVI.  Autographe  à  Mersenne  (le  second  feuillet  est  déchiré).  —  G  C  La 
Hire  =  Clerselier,  II,  66;  Cousin  VI,  i83.  —  f  46,  47. 

XVII.  Autographe  à  Mersenne  (incomplet).  —  2.  —  Inédit.  —  P  48. 

XVIII.  Autographe  à  Mersenne  (sans  date).  —  69  Arbogast.  —  Inédit. 

—  f*  49,  5o. 

XIX.  Copie  d'un  extrait  de  Lettie  à  Mersenne  [3i  mars  i638].  —  10  C  2' 
=  r»52- 

XX.  Copie  de  la  première  Lettre  à  Mersenne  sur  la  méthode  de  maxi- 
mis  et  minimis  de  Fermât.  —  i3  Arbogast,  9  seconde.  =  Clerselier,  III,  56; 
Cousin,  VII,  6.  —  f°  53-56. 

XXI.  Réponse  à  1  écrit  des  amis  de  M"^  de  Fermai  =  Clerselier,  III,  57; 
Cousin,  VII,  14.  —  f"*  57-60. 

XXII.  Copie  d'une  réponse  de  Descartes  à  trois  questions  de  Mécanique. 

—  75  Arbogast,  3o  G.  =  Clerselier,  II,  1 16  fin;  Cousin,  IX,  102.  —  f*  61-64. 

XXIII.  Copie  d'un  extrait  de  Lettre  de  Descartes  à  Meyssonnier.  —  12 
=  Clerselier,  II,  36;  Cousin,  VIII.  20.  —  l°*  65,  66. 

(A  suhre.) 
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NOTE  SUR  LE  DÉPLACEMENT  D'UNE  FIGURE  DE  FORME  INVARIABLE; 

Par  m.  Lucien  LÉVY. 

Lorsque  les  paramètres  de  réquation  d'un  plan  ou  d'une  sphère 
dépendent  d'une  variable,  on  peut  toujours  considérer  la  sphère 
ou  le  plan  comme  faisant  partie  d\in  système  triplement  ortho- 
gonal, ou,  pour  parler  plus  rapidement,  comme  constituant  une 
famille  de  Lamé.  Il  suffit  en  effet  d'associer  les  trajectoires  ortho- 
gonales de  la  surface  mobile  de  sorte  qu'elles  découpent  sur  cette 
surface  deux  familles  de  courbes  orthogonales  entre  elles  :  les 
deux  séries  de  surfaces  ainsi  formées  compléteront  avec  la  surface 
mobile  le  système  triplement  orthogonal.  Rien  n'empêche  de  sup- 
poser le  rayon  de  la  sphère  mobile  invariable.  Ainsi,  la  sphère  et 
le  plan  sont  des  figures  de  forme  invariable  qui,  en  se  déplaçant, 
constituent  une  des  familles  d'un  système  triplement  orthogonal. 
Sonl-ce  les  seules  surfaces  qui  puissent,  sans  se  déformer,  en- 
gendrer une  famille  de  Lamé,  quelque  déplaéement  qu'on  leur 
imprime?  M.  Darboux,  dans  une  leçon  professée  à  la  Sorbonne 
dans  le  courant  du  mois  de  janvier  1891,  a  montré  que  la  réponse 
à  cette  question  s'obtiendrait  en  cherchant  les  intégrales  communes 
à  six  équations  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre.  C'est 
cette  intégration  que  la  présente  Note  a  pour  objet  d'effectuer. 

Je  désignerai,  suivant  l'usage,  par  /?,  </,  r,  5,  t  les  dérivées 
partielles  du  premier  et  du  deuxième  ordre  de  z  par  rapport  à  x 
et  k  y.  Je  poserai 

X  =  {\  +  q^)s  —  pqt, 

B  =  (i-+-/?î)^  — (i-h<7î)/-, 
G=      pqr       — (i-H/?')5. 

L'équation  qui  définit  une  famille  de  Lamé  est 

(1)  A-r-^-+-B- hC-r— -=0, 

H  étant  une  fonction  de  x^  de  y  et  de  u,  ainsi  que  de  z  et  de  se 
dérivées  par  rapport  aux  trois  variables  qui  précèdent.  Pour  pré- 
ciser la  signification  de  H,  appelons  dn  la  longueur  de  la  normale 
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à  une  surface  au  point  x^  y^  z  comprise  entre  celte  surface  et  la 
surface  infiniment  voisine,  ces  deux  surfaces  correspondant  aux 
valeurs  //  et  w  -+-  du  du  paramètre  variable.  Alors 

aa 

Il  est  permis  de  supposer  que  x^  y^  z  représentent  les  coor- 
données d'un  point  de  la  surface  rapportées  à  des  axes  mobiles 
liés  invariablement  à  la  surface.  Si  l'on  désigne  par  a,  6,  c  les 
composantes  de  la  translation ,  et  par  a,  p,  y  les  composantes  de  la 
rotation  du  mouvement  d'enlraînement,  on  aura 


H=    ,  > 

/!-+-/>« -h  q'^ 

en  posant 

Définissons  encore  un  symbole  d'opération 

^^^  ^ i -i- p* -¥- q*       «^«/ v/i -+-/?« -h  ^«       «r* /r+^ô«T^ 

L'équation  (i)  s'écrira 

A(A-)  =  o, 
ou 

-^a^{y  -^  qz) —  P  \(x-hpz)  -\-  y  A(/>^  —  qx)  =  0. 

Si  la  surface  a  une  forme  invariable,  et  si  l'équation  précédente 
doit  être  vérifiée  quelles  que  soient  les  fonctions  a,  6,  c,  a,  p,  y 
de  u,  il  faudra  que 

(  A(i)  =  o,  A(/?)  =  o,  A(<7)  =  o, 

(2)       < 

(  A(^H-^<s)  =  o,         A(x-h/>5)  =  o,         A(/>x — ^ar)  =  o. 

Telles  sont  les  six  équations  du  troisième  ordre  dont  il  s'agit  de 
trouver  les  solutions  communes. 


8  i'IlKUlÈKE  PARTIE. 

A  cet  effet,  je  remarque  une  |)io|iriélé  de  l'opération  A([i) 


i(|rv)  =  vi([x)  + 


&/    d 


1  V     àx"^  lixày  ày^l 


dX   dX    ^y+pt^qt 


■^      \ax~dy  ^t^pi+qt        ày  dx  ^t^pt^qt) 
^..,C—  —  f 

D'autre  part,  j'ai  rencontré  ci-dessus  la  propriété  évidenlc 

4([i  +  v)=4{Fi)-t-i(v). 
Cela  posé,  faisons  dans  la  formule  (3)  (jl  =p,  ''=}',  elle  devient 

(i)    i^^py)  =  yi^ip)+^4-^-f- — ^, — -.+''^^  , — %—^- 

ax  ^  j  ^ pi ^  qi  ay  ^,  ^pt-f.  qi 

D(:mémc,  en  remplaçant  dans  la  formule  (3)  [x  par  y  et  v  parjr, 
on  obtient 

(5)     A(îJ■)  =  ^i^9)-^ 
Orooa 


dx  ^t^pt^qt  rfr  ^/,+^.+  ,/. 


dy  ^,^p,+  q 


dx    ^/,+^.^.yl 


in-y>'+î*)' 


P'  +  f 


<Jl-<-p'-^< 

î 

_  ' „  _pr-*-qs 


+  pt+qt)-pqr  —  q's 


>iy  ^y^pi+q^         ^,^pt^q^         '(,+jp>+^,jï 
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En  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (4)  et  (5)  et  les  re- 
tranchant ensuite  membre  à  membre,  nous  obtenons  Pintéressante 
relation  (6) 

(6)  A(/>7  — grar)=7A(/>)  — a:A(gr)H ^ j. 

(i-l-y?«-l-7«)' 
Ainsi  trois  des  équations  (2),  savoir 

^{p)  —  o,      ^(q)  =  o,      ^{py—qop)  —  o, 

ne  peuvent  être  vérifiées  simultanément  sans  qu'on  ait 


(H-/>2-4-^«)« 


=  o, 


et,  comme  on  peut  toujours  supposer,  ce  que  nous  avons  fait,  que 
z  figure  dans  Téquation  de  la  surface  inconnue,  c'est-à-dire  que 
1  4-/?^+  (]'  n'est  pas  infini 

(7)  4AC-B«  =  o. 

Or  A,  B,  C  sont  les  coefficients  de  l'équation  différentielle  des 
projections  sur  :cO^  des  lignes  de  courbure,  lignes  qui  ne  peuvent 
être  confondues  sur  les  surfaces  réelles.  Il  faut  donc  que  l'équation 
des  lignes  de  courbure  soit  indéterminée  ou  que 

A  =  o,        B  =  o,     .  C  =  o. 

La  surface  cherchée  doit  donc  être  un  plan  ou  une  sphère.  Ainsi 
les  sphères  et  les  plans  sont  les  seules  surfaces  qui  puissent,  en  se 
déplaçant  sans  se  déformer,  constituer  une  famille  de  Lamé. 

Remarque  /.  —  Nous  avons  laissé  de  côté  les  surfaces  imagi- 
naires formées,  comme  on  sait,  de  droites  isotropes,  pour  les- 
quelles les  deux  lignes  de  courbure  sont  confondues.  Mais  elles 
ne  peuvent  pas  faire  partie  d'un  système  triplement  orthogonal, 
composé  de  surfaces  distinctes;  car,  d'après  le  théorème  de 
Dupin,  deux  surfaces,  appartenant  à  deux  familles  différentes, 
coupent  une  surface  de  la  troisième  famille  suivant  ses  lignes  de 
courbure;  ici  elles  devraient  donc  se  confondre.  On  pourrait  à  la 
rigueur  concevoir  un  système  forme  par  une  développable  circon- 
scrite au  cercle  de  l'infini  et  comptant  pour  deux  :  les  génératrices 
de  celte  développable  engendreraient  dans  le  mouvement  de  la  dé- 
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veloppable  les  surfaces  de  la  troisième  famille.  Mais  on  n'aurait 
pas  là,  à  proprement  parler,  un  véritable  système  triplement  or- 
thogonal. 

Remarque  IL  —  11  est  intéressant  de  remarquer  que  nous 
nous  sommes  servi  seulement  de  trois  des  six  équations  (2).  Nous 
avons  donc  résolu  un  problème  qui  semblait  susceptible  d^un  plus 
grand  nombre  de  solutions  que  le  problème  primitivement  posé, 
puisqu'il  n'exigeait  que  l'intégration  de  trois  équations  simul- 
tanées. Voici  quel  est  ce  problème  :  Trouver  les  surfaces  qui 
peuvent  donner  naissance  à  une  famille  de  Lamé  en  se  dépla- 
çant, dUine  manière  quelconque,  mais  sans  se  déformer  y  pa- 
rallèlement à  un  plan  donné.  Prenons  en  effet  ce  plan  pour 
plan  des  xj^  :  la  composante  de  la  translation  parallèle  à  O^  sera 
nulle,  ainsi  que  les  rotations  autour  de  Ox  et  de  O^'  et  l'équation 

A(A:)  =  o, 
se  réduira  à 

Pour  que  cette  équation  ait  lieu,  quelles  que  soient  les  fonctions 
a,  b,  Y,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

A(/?)  =  o,         l(q)  =  Oy         \(py  —  qx)  =  o. 

Ce  sont  précisément  les  trois  équations  que  nous  avons  déjà 
rencontrées.  Donc  les  sphères  et  les  plans  semblent  être  les  seules 
surfaces  qui,  en  prenant  un  mouvement  quelconque  parallèle  à 
un  plan,  engendrent  une  famille  de  Lamé.  Seulement  ici  l'on  n'a 
plus  le  droit  de  supposer  que  z  figure  nécessairement  dans  l'équa- 
tion de  la  surface,  puisque  l'axe  des  z  joue  un  rôle  spécial;  on  sait 
qu'un  cylindre  quelconque  parallèle  à  Oi;,  en  se  déplaçant  pa- 
rallèlement au  plan  xOv^  engendrera  une  famille  de  Lamé;  le 
système  triplement  orthogonal  sera  complété  par  la  famille  des 
plans  perpendiculaires  à  Os  et  par  les  cjlindres,  parallèles  à  O5, 
dont  les  bases  sont  les  trajecloires  orthogonales  des  bases  des  pre- 
miers cylindres. 


COMPTES  UENDUS  ET  ANALYSES.  H 


COMPTES   KENDUS  ET  ANALYSES. 

LAURENT.  —  Traité  d'Analyse,  t.  IV,  45 i  p.  in-«°;  l.  V,  Ji;  p.:  l.  Vr,  33v)  p. 

Paris,  Gauthicr-Villars  et  fils;  1889-1890. 

M.  Laurent  poursuit  avec  rapidité  la  publication  de  son  Traité 
cr Analyse,  dont  nous  annonçons  aujourd'hui  les  Tomes  IV,  V 
et  M. 

Le  Tome  IV  s'ouvre  par  quelques  indications  sur  la  théorie  des 
fonctions  de  plusieurs  variables,  en  particulier  sur  la  notion  de 
divisibilité  de  deux  séries  procédant  suivant  les  puissances  entières 
et  positives  de  plusieurs  variables,  d'après  M.  Weierstrass,  sur 
les  points  critiques  et  les  intégrales  multiples  à  variables  imagi- 
naires. L'auteur  traite  ensiiite  des  fonctions  algébriques,  de 
leur  développement  en  série  et  des  propriétés  les  plus  importantes 
des  cycles  ;  il  montre  ensuite  le  rôle  que  joue  dans  cette  théorie 
la  transformation  des  ligures,  et  en  profite  pour  faire  une  digres- 
sion dans  le  domaine  de  la  Géométrie.  Ces  diverses  matières  rem- 
plissent les  quatre  premiers  Chapitres. 

Dans  le  Chapitre  V,  il  montre  comment  l'intégration  de  fonc- 
tions algébriques  conduit  à  de  nouvelles  fonctions,  qui  ne  peu- 
vent se  réduire  à  des  fonctions  algébriques.  Le  Chapitre  se  ter- 
mine par  le  théorème  d'Abel. 

Les  quatre  Chapitres  qui  suivent  contiennent  les  éléments 
d'une  théorie  des  fonctions  elliptiques,  fondée  sur  la  considéra- 
tion des  intégrales  elliptiques.  L'un  de  ces  Chapitres  se  rapporte 
aux  fonctions  modulaires  et  contient  des  indications  sur  la  trans- 
formation; un  autre  se  rapporte  à  quelques  applications  géomé- 
triques. 

Le  Chapitre  XI  et  dernier  est  consacré  aux  fonctions  abéliennes. 
L'auteur  y  prend  pour  point  de  départ  la  représentation  des  fonc- 
tions algébriques  par  les  surfaces  de  Ricmann,  dont  il  expose  ra- 
pidement les  propriétés  essentielles. 

Le  Tome  V  contient  la  théorie  des  équations  différentielles 
ordinaires.  Le  premier  Chapitre  comprend  les  généralités  sur 
l'existence  de  l'intégrale,  et  sur  la  notion  d'intégrale  singulière. 
M.  Laurent  traite  ensuite  des  cas  classiques  où  une  équation  du 

Bull,  des  Sciences  mathem.,  2*  série,  t.  XV.  (Avril  1891.)  - 
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premier  ordre  s'intègre,  et  donne  quelques  indications  sur  le  rôle 
des  connexes  dans  la  théorie  de  ces  éqqalions.  f^es  Chapitres  III 
et  IV  se  rapportent  aux  équations  linéaires  ;  le  premier  comprend 
la  théorie,  le  second  des  exemples  particuliers  :  équation  de 
(lauss,  de  Bessel,  etc.  Le  Chapitre  V  traite  de  Tintégration  des 
équations  d'ordre  supérieur  non  linéaires.  Outre  les  renseigne- 
ments habituels,  on  y  trouvera  divers  exemples  d'équations  du 
second  ordre  qu'on  peut  intégrer  quand  on  en  connaît  une  inté- 
grale première.  Dans  le  Chapitre  suivant,  l'auteur  traite  des  équa- 
tions difTérentielles  simultanées.  Le  Chapitre  Vil  est  consacré  aux 
fractions  continues;  l'auteur  en  développe  même  les  propriétés 
arithmétiques.  Enfin,  dans  le  dernier  Chapitre,  l'auteur  traite  du 
Calcul  des  variations. 

Le  sixième  Volume  contient  la  théorie  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  et  quelques  autres  théories  qui  s'y  rattachent.  Ce 
Volume,  comme  les  précédents,  contient  beaucoup  de  matériaux; 
toutefois,  on  pourrait  souhaiter  que  les  choses  fussent  parfois  plus 
complètement  approfondies  et  mieux  reliées. 

Les  trois  premiers  Chapitres  contiennent  la  théorie  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  M.  Laurent  sépare, 
avec  beaucoup  de  soin,  la  théorie  A^ une  seule  équation  de  celle 
d'un  système  de  plusieurs  équations.  Pour  continuer  logique- 
ment ce  procédé  de  morcellement,  l'auteur  aurait  aussi  dû  séparer 
la  théorie  des  systèmes  complets  de  celle  d'un  système  quelconque 
d'équations  du  premier  ordre.  L'exposition  y  eut  beaucoup  gagné 
en  netteté.  La  théorie  du  multiplicateur  de  Jacobi  dans  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  est  exposée  directement,  sans  passer 
par  l'intermédiaire  des  équations  aux  diflerentielles  totales,  inter- 
médiaire qui  permet  une  exposition  plus  naturelle. 

Ce  n'est  qu'au  Chapitre  IV  que  l'existence  de  l'intégrale  dans 
les  équations  aux  dérivées  partielles  est  démontrée.  Ce  même  Cha- 
pitre contient  de  nombreuses  indications  sur  les  équations  du  se- 
cond ordre  et  d'ordre  supérieur. 

La  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  différences  finies 
est  esquissée  dans  le  Chapitre  VI. 

Les  Chapitres  VIll  et  1\  contiennent  les  applications  de  la 
théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  aux  fonctions  har- 
moniques, à  la  variation  des  intégrales  multiples;  au   problème 
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(Je  Dirichlet,  à  la  représentation  conforme,  aux  fonctions  sphé- 
riques,  aux  fonctions  de  Lamé. 

Enfin,  le  Chapitre  VI  est  consacré  aux  équations  fonctionnelles, 
tandis  que  le  Chapitre  IX  contient  des  indications  sur  les  trans- 
formations. 

Ces  deux  Chapitres  n'avaient  pas  dans  ce  volume  une  place 
nécessaire.  Peut-être  M.  Laurent  a-t-il  Tinlention  dans  son  pro- 
chain Tome  de  parler  de  la  théorie  des  transformations  et  le  Cha- 
pitre IX  n!est-il  alors  qu'un  avant-propos  du  Tome  VU? 

En  somme,  si  les  théories  qui  sont  exposées  dans  ce  Volume 
ne  sont  pas  toujours  étudiées  à  fond,  il  n'en  conserve  pas  moins 
un  grand  intérêt  :  on  y  trouvera  d'ailleurs  beaucoup  de  renseigne- 
ments bibliographiques.  C.  B. 


D*"  H.  SCHROETEU.  —  Die  Théorie  der  ebenen  Curvex  dritter  Ordnung  auf 

SYNTHKTISCII-GEOMETRISCHKM  VVeGE  ABGRLEITBT.  I  VOl.  in-S**;  Vin-9.96  p. 

Pour  la  plupart  les  études  nombreuses  sur  les  courbes  planes  du 
troisième  ordre  portent  un  caractère  analytique.  Dans  les  travaux  de 
Poncelet,  Chastes,  von  Staudt,  Steiner,  M.  Reye,  etc.,  les  sections 
coniques  ont  été  étudiées  par  la  synthèse.  M.  Schroeter,  profes- 
seur à  rUnivcrsité  de  Breslau,  a  poursuivi  ces  recherches  synthé- 
tiques en  donnant  une  théorie  purement  géométrique  des  cubiques 
planes,  et  le  livre  où  il  a  déposé  ses  résultats  démontre  que  dans 
cette  conception  l'habile  interprète  des  travaux  géométriques  de 
Steiner  s'est  fait  pénétrer  de  l'esprit  de  son  maître.  Il  nous  est  ab-  ' 
solument  impossible  de  mettre  au  jour  tout  ce  qu'il  y  a  de  remar- 
quable dans  ce  travail.  Dans  Pespoir  que  bientôt  les  géomètres 
français  puissent  faire  la  connaissance  du  livre  même,  mis  dans 
une  forme  française  et  parsemé  d'un  grand  nombre  de  figures 
explicatives,  qui  font  presque  tout  à  fait  défaut  dans  l'original, 
nous  nous  contentons  d'en  énumérer  les  points  les  plus  saillants 
indiqués  dans  la  préface  par  l'auteur  même. 

Le  point  de  départ  des  considérations  géométriques  de  l'auteur 
est  formé  parla  construction  de  la  courbe  C'  dont  on  donne  trois 
couples  de  points  conjugués.  D'après  Clcbsch,  cette  construction 
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«  ne  laisse  rien  à  désirer  quant  à  la  simplicité  ».  Pour  les  courbes 
dégénérées,  l'origine  de  cette  construction  est  située  dans  les  pro- 
priétés polaires  des  coniques.  C'est  de  cette  construction  par 
couple  de  points  que  découle  la  génération  de  la  courbe  à  l'aide 
de  deux  faisceaux  projectifs  de  ra^^ons  en  involution  placés  serai- 
perspectivenient,  c'est-à-dire  placés  de  telle  manière  que  la  droite 
qui  joint  les  deux  sommets  des  deux  faisceaux  fait  partie  de  deux 
couples  correspondants.  Par  cette  génération  se  confirme  la  re- 
marque incidentelle  de  Steiner  «  que  le  vrai  caractère  de  plu- 
sieurs propriétés  des  cubiques  planes  se  révèle  par  l'involution  ». 
Dans  le  cas  particulier  du  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans 
un  quadrilatère  donné,  chacune  des  deux  involutions  est  formée 
par  les  côtés  d'un  angle  variable  à  sommet  et  à  bissectrices  fixes 
comme  l'involution  des  diamètres  conjugués  d'une  hyperbole 
équilatère. 

A  son  tour  la  génération  indiquée  de  la  courbe  C'  la  fait  con- 
naître comme  le  lieu  des  points  doubles  des  coniques  dégénérées 
comprises  dans  un  réseau  donné,  comme  le  lieu  des  trois  points 
diagonaux  des  quadrangles  complets  dont  les  sommets  sont  les 
points  de  base  des  faisceaux  de  coniques  compris  dans  ce  réseau. 
De  même  la  génération  indiquée  mène  aux  constructions  de  la 
courbe  C^  à  l'aide  de  deux  faisceaux  projectifs,  un  faisceau  de  co- 
niques et  un  faisceau  de  rayons,  données  par  Chasies  et  M.  de  Jon- 
quièrcs.  De  cette  remarque  découlent  plusieurs  constructions  de 
la  courbe  C**,  qui  passe  par  neuf  points  donnés,  et  du  neuvième 
point  commun  aux  courbes  C^,  qui  passent  par  huit  points  donnés. 

Les  points  de  contact  des  trois  quadruples  de  tangentes  qui 
passent  par  les  trois  points  d'intcîrsection  de  la  courbe  et  d'une 
droite  quelconque  appartiennent  à  une  configuration  (la»,  163). 
L'étude  de  cette  configuration  fait  trouver  le  théorème  de 
M.  Salmon,  d'après  lequel  le  rapport  anharmonique  du  quadruple 
des  tangentes  menées  par  un  point  de  la  courbe  ne  change  pas,  si 
l'on  fait  mouvoir  ce  point  le  long  de  la  courbe. 

La  génération  de  la  courbe  à  Taide  de  deux  faisceaux  de  rayons 
en  involution  mène  à  la  division  des  courbes  C  en  deux  groupes, 
les  courbes  monogrammatiques  et  les  courbes  digrammatiques. 
Les  courbes  monogrammatiques  n'admettent  qu'une  partie 
unique^  par  chacun  des  points  d'une*   courbe  monogrammatique 
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il  ne  passe  que  deux  tangentes  réelles,  qui  la  touclient  ailleurs. 
Les  courbes  digraminatiques  se  composent  de  deux  parties  :  par 
chacun  des  points  de  la  partie  paire  (ovale)  il  ne  passe  pas  de 
tangente  réelle,  tandis  que  les  quatre  tangentes  menées  par  un 
point  de  la  partie  impaire  (serpentine)  sont  toutes  réelles.  D'a- 
près la  réalité  des  points  de  la  courbe  situés  à  Tinfini,  les  deux 
groupes  sont  subdivisés  en  trois  et  cinq  espèces.  De  plus  Fauteur 
examine  les  conditions  sous  lesquelles  les  constructions  données 
font  trouver  les  différentes  espèces. 

L'étude  des  quadruples  de  tangentes  menées  par  un  point  quel- 
conque de  la  courbe  fait  trouver  les  coniques  polaires  de  la  courbe 
par  rapport  aux  points  de  la  courbe.  Après  avoir  démonlré  que 
les  coniques  polaires  C?,,  CJ,  C^  des  trois  points  d'intersection  P, 
Q,  R  de  la  courbe  et  d'une  droite  quelconque  font  partie  d'un 
même  faisceau,  l'auteur  étend  la  notion  des  coniques  polaires  à 
tous  les  points  du  plan  en  faisant  correspondre  à  un  point  quel- 
conque S  de  la  droite  PQR  la  conique  C^  du  faisceau  {Ci,  CJ) 
pour  laquelle  le  rapport  anharmonique  (Cj^,  C^,  C^,  C^)  est  égal 
au  rapport  anharmonique  (P,  Q,  R,  S).  Ainsi  il  est  obligé  de  faire 
voir  que  la  conique  C^  assignée  au  point  S  ne  change  pas,  quand 
la  droite  PQR  tourne  autour  du  point  S,  et  que  les  points  d'in- 
tersection de  Cj*  et  de  la  courbe  C  sont  les  points  de  contact  des 
tangentes  de  C'  qui  passent  par  S.  Ainsi  l'auteur  trouve  tout  le 
réseau  des  coniques  polaires,  les  propriétés  polaires  bien  com- 
pliquées des  C'  et  les  liens  intimes  entre  les  conirpies  polaires,  les 
droites  polaires,  les  poloconiques  et  les  coniques  satellites.  Ici  se 
présentent  de  même  les  relations  métriques,  qui  forment  le  point 
de  départ  des  recherches  par  lesquelles  M.  Cremona  a  fait  con- 
naître les  propriétés  polaires  des  C',  et  les  coniques  dégénérées 
du  réseau  font  trouver  la  hessienne  et  la  ca\lcvenne  de  la 
courbe  C. 

La  hessienne  donne  lieu  à  l'étude  des  points  d'inflexion,  des 
tangentes  d'inflexion  et  des  polaires  harmoniques,  surtout  au  point 
de  vue  des  rapports  de  position  et  de  réalité,  et.  dan-^  les  derniers 
Chapitres,  les  problèmes  célèbres  de  Steiner  d^-s  pol\;:ones  inscrits 
fermés  et  des  coniques  superosculatrîce>  trouvent  une  solution 
svnthétique. 

Dans  ce  coup  d'o-il  rapide  du  Livre  de  >L  Sehroeicr  titni»>  n'a- 
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voDS  pas  parlé  de  la  courbe  de  la  troisième  classe,  qui  est  Fcove- 
loppe  des  droites  qui  joignent  deuiL  points  conjugués.  L*auteur 
expose  avec  beaucoup  de  clarté  le  rapport  corrélatif  entre  cette 
enveloppe  et  la  courbe  C',  entre  le  réseau  tangentiel  de  coniques 
qui  correspond  à  l'une  et  le  réseau  ponctuel  de  coniques  qui  cor- 
respond à  Tautre.  Nous  n'avons  pas  remarqué  non  plus  que  Tauleur 
fait  connaître  les  trois  groupes  de  couples  de  points  conjugués  et 
qu'il  développe  d'une  manière  concise  les  rapports  intimes  entre 
ces  trois  systèmes,  et  celte  liste  de  sujets  que  nous  avons  passés 
sous  silence  pourrait  être  augmentée  davantage.  Cependant  nous 
n'aimons  pas  à  abuser  de  la  patience  de  nos  lecteurs.  Toutefois  ce 
que  nous  avons  énuméré  peut  suffire  à  donner  la  conviction  que 
M.  Schroeter  a  atteint  le  but  qu'il  s'est  proposé;  en  vérité,  il  a 
rendu  aux  amis  des  recherches  géométriques  l'étude  des  belles 
propriétés  des  cubiques  planes  aussi  accessible  que  celle  des  sec- 
lions  coniques.  S. 


MELANGES. 

DÉMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE  DUN  LEMME  FONDAMENTAL 

DE  GAUCHT; 

I>AU  M.  Cii.  MKKAY, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon. 

1.  Si  la  proposition  de  Cauchy  que  j'énoncerai  à  la  fin  de  celle 
Note  (n"  6  inf,)  offre  par  elle-même  un  intérêt  des  plus  médiocres, 
elle  n*en  sert  pas  moins  de  base  essentielle  aux  théories  les  plus 
importantes  de  l'Analjse  infini lésiinalc.  Briol  cl  Bouquet  (*)  ont 
fondé  sur  elle  la  première  démonstralion  salisfaisanle  de  la  con- 
vergence des  développements  des  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles ordinaires,  que  j'ai  étendue  plus  tard  (-),  avec  quelques 


(')   Théorie  des  fonctions  (Lnihlenient  périodiques,  etc.    i"  édition,   p.  4-^; 
iM.'x). 
{')  IS'onveau  précis  d'Analyse  infinitésimale,  f>.  i'|3.  l'aris,  iK-o. 
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modincalioiis,  au  cas  d'un  sxslème  quelconque  d'cqualions  difie- 
renliellcs  totales.  J'en  ai  déduit  la  convergence  des  développe- 
ments des  fonctions  implicites  dans  le  cas  général  de  la  question  ('). 
Le  même  lemme  m'a  servi  encore  à  retrouver,  par  une  voie  toute 
différente  et  de  la  dernière  simplicité,  les  limites  assignées  par 
Cauclij  à  la  convergence  de  la  série  de  ïajlor  (2),  à  prouver 
qu^une  fonction  composée  est  toujours  représentable  par  cetle 
série,  quand  sa  composante  et  les  fonctions  simples  le  sont  toutes 
elles-mêmes  (^),  à  établir  tout  récemment  la  convergence  des  dé- 
veloppements des  intégrales  des  équations  aux  dérivées  partielles 
dans  un  cas  s'étendant  bien  au  delà  de  ceux  où  la  question  avait 
déjà  été  traitée  (*),  etc. 

Les  démonstrations  connues  d'un  lemme  aussi  précieux  re- 
posent sur  des  considérations  en  somme  fort  complexes,  qui  le 
rejettent  bien  loin  des  éléments,  lui-même  et  tout  ce  qu'il  étave. 
Celle  rapportée  par  Briot  et  Bouquet  (^)  comporte  Tintervention 
des  intégrales  définies  et  des  fonctions  circulaires.  Celle  que  j'ai 
proposée  plus  tard  (*•)  ne  met  en  jeu  que  des  principes  d'Algèbre; 
néanmoins  elle  exige  encore  la  connaissance  préalable  de  presque 
toute  la  théorie  des  équations  binômes. 

Celle  que  je  vais  faire  connaître  est  tirée,  au  contraire,  des  parties 
les  plus  élémentaires  de  la  théorie  des  polynômes  entiers  et  des 
séries  entières;  à  ce  titre  et  à  cause  des  usages  si  variés  du  lemme 
en  question,  cetle  nouvelle  méthode  me  paraît  apporter  une 
grande  simplification  dans  toute  TAnalj'se,  dont  elle  rend  en 
outre  indépendantes  les  unes  des  autres  plusieurs  parties  qui  se 
trouvaient  embarrassées  auparavant  par  une  solidarité  fâcheuse. 
Maintenant,  par  exemple,  ma  dernière  démonstration  de  la  conver- 
gence des  développements  des  intégrales  d'un  système  d'équations 


(')  Nouveau  précis  d'Analyse  infinitésimale ,  p.  i55. 

(M  Ibid.,  p.  87. 

(M  Jbid.,  p.  98. 

(*)  Sur  la  convergence  des  développements  des  intégrales  ordinaires  d'un 
Système  d'équations  différentielles  partielles^  en  collaboration  avec  M.  Hiquicr 
(  Annales  scientifiques  de  l*École  Normale  supérieure,  janvier,  février  et  mars 
1890). 

(*)  Tlicoric  des  fonctions  doublement  périodiques  y  etc.  i"  édition,  p.  4'3- 

(*)  Nouveau  précis,  etc.,  p.  80. 
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din'érenliclles  lolales  ('  )  rattache  directement  ce  fait  capital  aux 
propriétés  générales  les  plus  simples  des  séries  entières. 

î2.  Voici  d'abord  les  propriétés  spéciales   des   séries  entières 
dont  j'aurai  à  faire  usage. 

I.   Soit 

la  somme  d'une  série  entière  à  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables, admettant  les  rayons  de  convergence 


R.r,  H, 


soient  encore  fk{j^i  'v^  •  •  •  K   ^k{oc^  y^  . . .)  la  somme  de  ses  k 
premiers  termes  et  le  reste  correspondant,  puis 

R'     R' 

d'autres  quantités  positives  respectivement  inférieures  aux 
précédentes.  Cela  posé,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  variables, 
dont  les  modules  Ç,  r,,  ...  n'excèdent  pas  R^,  R^.,  . . .,  o/i  peut 
assigner  une  quantité  positive  M^  indépendante  de  x,  r,  ... 
telle  quon  ait  sans  cesse 

avec 

(3  )  lini  Mx  --  (). 

pour  /\  infini. 

En  posant  a,„,„  .  .  -^  modrt,„,„. ...  et  appelant  R^,  R'^.,  ...  de  nou- 
velles quantités  positives  choisies  arbitrairement  sous  les  con- 
ditions 

H:.<H:;:<H.r,      h;<r;<r,., 

l'expression  a,„^„  ...R^"R'^!'. . .  tend  vers  zéro  pour  m,  n,  . . .  infinis^ 


(')  Sur  la  convei'gence  des  développements  des  intégrales  ordinaires  d* un 
système  d'équations  différentielles  totalesy  on  collaboration  avec  M.  Riquier 
{Annales  scientifiques  de  l'Ecole  Xormale  supérieure,  novembre  et  déccmbit: 
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parce  que,  à  rinlérieur  des  cercles  de  convergence  de  la  série  (1), 
les  modules  de  ses  termes  sont  aussi  en  série  convergente.  Il  existe 
ainsi  quelque  quantité  positive  A  donnant  sans  cesse 

par  suite 

mod(a,„,„.,  :r'«7«. . .  )  =  a,,,,,,,... $'«7)'». . . 

=  (,„,,....R-R-...,(fJ'"(A)»...<A(iy'"(A^)''.... 

et  à  plus  forte  raison 

/  R'  \  "*  /  R'  \  '* 

La  série  ayant  le  second  membre  pour  terme  général  étant  con- 
vergente parce  que  toutes  les  fractions  enlre  parenthèses  sont  <C  i , 
cette  inégalité  entraînera  évidemment  les  relations  (2),  (3),  si 
Ton  prend  pour  M^  le  reste  de  la  série  dont  il  s'agit,  arrêtée  à  son 
^.ième  terme. 

IF.  ITn  tout  système  Xq,  yot  "  •  de  valeurs  des  variables  in- 
térieures à  ses  cercles  de  coiH^ergence,  la  somme  de  la  série  (1) 
est  une  fonction  continue  de  x^  r,  ...  ;  on  a,  en  d^  autres  termes, 

lim/(x,  >',...)  =  /{xo.yo,  •••)• 

La  démonstration  est  trop  connue  pour  qu'il  soit  utile  de  la  re- 
produire. 

3.  Voici  encore  trois  propositions  générales  des  plus  simples  sur 
lesquelles  j'aurai  à  m'appuyer. 

I.  Quand  on  a 

on  a  aussi 

lim{modt')  =  modV. 

Car  on  finit  par  avoir 

r^(modV  —  niodt^')  ^  mo(l(  V  —  p). 

IL  Si 
est  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  g^  et  si 

II)  .ri.  jr*.    .  .  . ,  X{\ 


vu  rHEHIÉllE   PJtHTIE. 

ditifintml  (i  v'ileuis  in^^ati-t  de  relie  'itrt'tii'te  </i'HHrant.f*ouf 

/:=(,  i a.  Ut  én'ililés  nuNirritfues 

on  a,  ou  bien 

G  non  >  *-. 
ou  bien  identiquemeni 

(fil  JNJ-I  =  r.. 

On  rallaclie  liabituclicment  k-  fail  en  ((ueslion  à  la  llKktri«  des 
''rq  il  il  lion  s  entières  à  une  inconnue  ;  mais  la  démon  stral  ton  sait'snU' 
ntc  jiaraîl  l>i;aucoup  plus  naturelle. 

<^uaii<l  on  a  G  X>  ^'t  .^'  +  ■  ^'^^  voodilions  numériques  { 5)  |>rïï<-7 

au  hasard  rournissenl,  entre  les  ^  +  i  coeflicienis/^^,  p, pg. 

un  syiittVme  de  g  -f  ■  équations  linéaires  cl  homogènes  dool  le  dé- 
terminant ne  peut  s'évanouir  puisque  sa  valeur  est  égale,  comme 
on  le  constate  en  eflcctuant  son  développement  naturel,  au  résultai 
obtenu  en  multipliant  par  =  i  le  produit  des  diiTcrences  des  quau- 
litJ^-s  inégales  (4)  combinées  deux  à  deux  de  toutes  les  manières 
|HJSsibles.  Ces  équations  donnent  donc 

d'où  l'identité  (6). 

Ili.  Quand  les  priints  qui  rrpn'- sentant  graphiiiuemcnl  tes 
larmes  d'une  suite  illimitée  de  quantités  quelconques 


sont  tous  intérieurs  à  quelque  aire  limitée,  on  peut  extraire  de 
cette  suite  une  autre  partielle  é-^alement  illimitée 


diint  le  terme  général  v,,,,  fend  vers  quelque  limite  pour  n  in- 
fini. 

Un  irotivcrâ  une  démonstralion  de  ce  fait  it  la  page  59  de  mon 
A'/iuveitu  précis  il' Analyse  infinitésimale. 

4.    l'iiiir  iillrf;i-r  (hiv;inliiKc   les  niisonnotnents  du  numéro  qui 
siiecédei'ii  à  rrliii-ri.  j'élalilirai  prOulaliltiNciil  le  (Miinl  suivant  : 
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/ 

Il  existe  quelque  quantité  8,  de  module  i,  dont  aucune  des 
puissances  d' exposants  entiers  quelconques  {positifs  ou  né- 
gatifs mais  non  nuls)  îtl,  U,  . . .,  0  /le  se  réduit  à  i . 

Comme  aucun  des  polynômes  enliô^'S  en  x 

n'est  identiquement  nul,  le  nombre  des  quantités  inégales  qui  les 
annulent  numériquement  ne  peut  surpasser  ±  ni  pour  le  premier, 
it:  n  pour  le  second,  . . .,  ±0  pour  le  dernier  (n°  3,  II)  et  dès  lors 
le  nombre  de  celles  qui  annulent  l'un  ou  l'autre  indistinctement 
ne  peut  excéder  (±:  lit  zb  n  zii. .  ,±^),  Un  groupe  quelconque  de 
(di  m  liz  n  ±:. .  .±  0  -f- 1)  quantités  inégales  de  module  1  en  con- 
tiendra donc  certainement  une  au  moins  6  qui  n'annulera  aucun  de 
ces  polynômes  et  qui,  par  suite,  donnera  évidemment 

(7)  On*non  =  i,         O"non  =  i,         ...,         6'non  =  i. 

5.  La  proposition  suivante  équivaut  à  celle  que  je  veux  établir. 

Parmi  les  valeurs  de  x^y^  ...  ayant  pour  modules  les  quan- 
tités positives 

l'x  <Z  r«,r,  fy  <Z  t*yî  •  •  •  » 

et  pour  toutes  lesquelles  le  module  de  ap^q^,,,xPy9. , .,  terme 
choisi  à  volonté  dans  la  série  entière  (1),  conserve  la  valeur 
unique  a^,^,...  r^/-^.. .,  5e  trouve  au  moins  un  système  particulier 
X,  Y,  ...  donnant 

(S)  mod/(X,  Y,  .,.)loLp^g,...rPr].,,. 

I.  En  conservant  les  notations  du  n^  4,  puis  posant 

o{x)  =  tt  -+-  ama:"*  -l-ûna:"  -h . . . -1-  ûs ars, 

où  d,  dm,  . . .,  Û5  sont  des  constantes  quelconques,  et 

on  a  pour  m  infini 

(9)  lim     """^    ^  =  a, 

m 

quelle  que  soit  la  valeur  particulière  attribuée  à  x. 


<|i  PltEMIËllE  l'AItTlE. 

Les  inégalités  (-)  ayaol  toutes  lieu,  nn  peut  écrirt; 

où  l'expression  entre  crochets  est  finie,  puisque  les  modules  de 
6""",  . , .  conservent  la  valeur  i  quel  que  soit  m,  et  qu'ainsi  ceux 
des  numérateurs  i  —  O""",  ...  ne  peuvent  jamais  surpasser  a.  On 
obtient  donc  la  relation  (9),  en  divisant  par  ni  les  deux  membres 
de  la  dernière  et  y  supposant  ensuite  cet  entier  infini. 

II.  Maintenant  supposons  d'abord  que  la  série  (i)  se  réduise  à 
un  polynôme  entier  à  une  seule  variable  x 
(to)  /[x)  =  OB-f-a,^  +. .  .-i-  dp^"-!-. .  .-V  a(.a;*-, 

et  qu'il  s'agisse  de  prouver  l'existence  d'une  quantité  X  de  mo- 
dule r donnant 

mot!  /(X)  ?n,,r''. 

Si  5(p  ^  o  la  chose  est  évidente;  si  non,  en  attribuant  à  x  une 
valeur  quelconque  Xa  de  module  r,  on  tirera  de  la  relation  (10) 

a'5''/(3'o)  =  ap-H(ij3-;/'-t-<ï,  ^;''+'+...-i-a,,_t3r„'-i-<7p-n3-o-H.---i-«*iJ"''. 

moyennant  quoi,  si  l'on  choisit  une  quantité  Ode  module  i  dont 
les  puissances  d'exposants 

~P'    — p-t-i —I.     -t-i A— y 

soient  toutes  non  ^  1  (n"  i),  les  quantités 

To.         y"'=  Uto,         j?'''--=  flirn x''«-'>=  O-^-'j-u 

auront  toutes  /■  pour  module  cl  donneront  (!) 

OÙ  e,„  est  une  quantité  infiniment  petite  pour  m  infini. 

Les  modules  des  termes  de  l'expression  entre  crochets  sont 
précisément  ceux  de 

/(.r„). /(^<i') /(J-""-"), 

parce  que  moti^'''^  ('m(»d'()"'=  i  :  t^n  représentant  donc  par 


fe 
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/(^^x^^^m)  une  de  ces  quantités  dont  le  module  n'est  inférieur  à  aucun 
de  ci^ux  des  autres,  par  z^n  le  module  infiniment  petit  de  Cm  et  en 
pn<3  in  ant  les  modules  des  deux  membres  de  la  relation  (i  i),  il  vient 


/.  -^  >w  /nmoci  Hx,n)  .  ^, 


"^^     c^u'on  commence  à  avoir  sans  cesse  tm<i  ^prP, 
Cïs  quantités 


*^i»  "^îj  •  •  •  »  ^«lî 


''^ '""^^  Ijant  toutes  sur  la  circonférence  qui  a  l'origine  pour  centre 
^'  ^^  pour  rayon,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  de  quelque  aire  limitée, 
eut  (n"  3,  III)  extraire  de  leur  suite  une  autre  partielle 


o 


r 

a 


-^f/tti   ^/lij»    •  •  •  >   *^m.ny    •  •  •  » 

le  terme  général  x^^  tend  vers  une  certaine  limite  X,  et 


a 

modX  =  /• 


mjsedemodx;,,  t=:modx,«=:retdelim(modj:;„  )=mod(lim^;„  ) 

3, 1).        " 

ela  posé,  Tinégalité  indéfinie  (12)  donne  en  particulier 

mod  f(x,„J^ ipi'P—  £,;,„; 
'^^^    a  aussi  pour  n  infini 


ci^ 


lim£,„„=  o, 
OC, 

lim[mod/(fl:;„,)]^  7.prP, 


Il  en  résulte  donc,  en  vertu  de  la  continuité  de  f{x)  (n"  2,  II) 
^t.  aussi  de  mod/(j:*)  (n"  3,  I), 

*^od/(\)=  niod/(limj';,iJ  =  mod  [\\mf{Xm^]  =  \'\m[moà  f{x,n^]l'iprP. 

III.   Supposons   en  second    lieu  qu'il  s'agisse  d'une  véritable 

^érie  illimitée 

f{x)  =  ao-i-  aix  -^. .  .-h  apXP-^. . . 

«lépendant  d'une  seule  variable  x  à  laquelle  on  attribue  exclusive- 
tîient  des  valeurs  de  module  constant  r  inférieur  à  quelque  rayon 
de    convergence   R,    et  représentons   par  fp^mi-^)^  Cp^m{^^)   la 
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somme  de  ses/;-}-  m  ~\-  »  premiers  lermes  et  le  reste  correspon- 
dant (•). 

Comme  /p^m{^)  est  un  polynôme  entier  en  x  contenant, 
(|uel  que  soit  m,  le  terme  cipXP,  on  peut  (II)  assigner  une  suile 
illimitée  de  valeurs  de  x,  toutes  de  module  r 

(li)  Xi)y    Xif    Xj,     ...,    ^my     •••» 

qui  donnent  sans  cesse 

(M)  mod /p^,„(x,n)^QiprP; 

pour  m  infîni,  on  aura  cerlaincment  en  oulre 

(l5)  lim  Cp^mi^ni)  =  o, 

parce  que  le  module  commun  constant/*  des  quantités  (i3)est  in- 
férieur au  rayon  de  convergence  II  (n°  2,  I). 

Ces  quantités  tombant  toutes  à  Tintérieur  de  la  circonférence 
qui  a  l'origine  pour  centre  et  R  pour  rayon,  on  peut  extraire  de 
la  suite  (i3)  une  suite  partielle  dont  le  terme  général  x^^  tend 
vers  quelque  limite  X  (n°  3,  IIÏ).  D'aulre  part,  les  relations  (i4)? 
(i5)  donnent  en  particulier 

quel  que  soit  /?,  avec 

pour  n  Infini. 

Ces  conclusions,  combinées  avec  Tidentité  permanente 


(')  Par  Ic5  moyens  rclalivcmenl  simples  auxquels  j*ai   fait  allusion  dans  le 
n*  1,  j'avais  établi  depuis  bien  longtemps  lu  relation  (8)  avec  le  signe  exclusif  >, 

dai)s  tous  les  cas  où  la  série /(  x,^v, ...)  ne  se  réduit  |>asau  moniVmea  ar^yl 

Tout  récemment  M.  Uiquier  a  trouvé  un  moyen  d'abréger  sensiblement  ma  dé- 
monstration :  il  consiste  ùl  la  Ci>nserver  iH>ur  un  polynôme,  puis  de  là,  mais  en 
se  bornant  à  l'alternative  dont  on  peut  toutefois  se  contenter,  à  letendrc  à  une 
série  proprement  dite,  par  le  raisonnement  du  prvsiuit  alinéa  111  qui  lui  appar- 
tient. La  communication  que  M.  Kiquier  a  l»ieu  \oulu  me  faire  à  ce  sujet  a  (ixc 
mon  attention  sur  la  jK>ssibilité  de  rivaliser  de  nouvelles  simplilications  en  se  res- 
treignant à  l'allernative  dans  tous  le>  eus,  et  j'ai  vté  conduit  ainsi  aux  raisonne- 
ments des  alinéas  I  et  U  du  prx-sent  u'  .V 
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entraînent  lu  relation  finale 

puis 

iim  [  mod  /(a:,,,^)]  ^  a,,r/% 
et 

(16)  mod/(X)^a,,rA'. 

Effecllvemenl  on  a  comme  tout  à  Dieure  (II),  à  cause  de  la  con- 
tinuité de  /(x)  (n°2,  II),  et  par  suite  de  mod/(jr)  à  Finlérieur 
du  cercle  de  convergence  (n"  3,  I), 

mod/(X)  =  moi\f{\\mx,n^)  =  mod[  lim/(ar,„„  )]  =  lim[mod/(j:,;i„)J. 

Or  le  module  de  X  étant  encore  égal  à  r,  module  constant  de  ûc„i^^ 
la  relation  (16)  est  précisément  celle  que  nous  avions  à  établir 
dans  le  cas  particulier  où  nous  nous  trouvons. 

IV.  Si  enfin  on  nomme  h  le  nombre  des  variables  de  la  série 
proposée  (1),  et  si  Ton  suppose  la  formule  (8)  établie  pour  toutes 
celles  dépendant  de  !,•>-,  .  .  .,  (A  —  i)  variables,  ordonnons  cette 
série  par  rapport  à  .r  de  manière  à  avoir 

où  Ao(j^,  .  •  .  ),  .  •  .  sont  des  séries  entières  par  rapport  aux  (A — i) 
variables  j',  . . .  admettant  R^,  ...  pour  rîi}ons  de  convergence. 

Comme  la  série  A^(j^',  ...)  contient  nécessairement  le  terme 
fip,q,...y^' , .,  on  peut  par  hypothèse  trouver  poury, . . .  des  valeurs 
Y,  ...  de  modules  r^-,  . . .  donnant 

mod  A;,(7,  . . .  )  ^  «/>,7  .''? 

On  peut  ensuite  (III)  assigner  à  x  une  valeur  X  de  module  1'^ 
pour  laquelle  on  aura 

mod/(X,  Y,  . . .)  ^  mod  Ap(  Y,  . .  .)r£ 

et  partant,  en  vertu  de  la  précédente  inégalité, 

mod/(X,  Y,  ...)^aj,^r,...r!irf..., 

ce  (|ui  étend  à  notre  série  dépendant  de  A  variables  le  théorème 
en  question.  Il  est  donc  général  ])uisqu'il  a  lieu  pour  A=  1  (III). 
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G.  Le  lemme  de  Cauchj  que  nous  avons  en  vue  s'énonce  en 
ces  termes. 

Si  la  fonction  /{x,  r,  *>-)  est  développable  à  partir  des  va- 
leurs initiales  Xq^  yç^^  ...par  la  formule  de  Taylor, 

en  une  série  entière  par  rapport  aux  accroissements  f,  1)»  ... 
admettant  les  rayons  de  convergence  Rr,  Rp,  .. .,  cas  auquel 
(n°  2,  I)  on  peut  assigner  une  quantité  positive  M  donnant 

(17)  mod/{aro-+-r,  70-+-9,  ...)<  M, 

pour  toutes  les  valeurs  de  ï,  l) y  ...  de  modules 

* 

r^f  <C  Rf ,        ''9 '^  "p»         •••1 
c'est-à-dire  donnant 

mod/(ar,  j,  ...)<  M, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  . . .,  tombant  sur  les  circonfé- 
rences qui  ont  Xq^  yoj  •  • .  pour  centres,  avec  />,  /'p,  . . .  pour 
rayons,  on  a,  quels  que  soient  les  indices p^  q,  . . ., 

1    •    A  •    •    •  //        I     .    ^  •    •    • 


(18)  mod/^P<i.->(xo,y(„  ...)<M-^ 


'•?  '-'i 


.   .    •  . 


EfTecli veinent  (n°  5),  on  peut  trouver  pour  r,  I),  . . .  des  valeurs 
Jt ,  '^,  . . .  de  module  />,  rp,  . . . ,  rendant 

et,  comme  l'inégalité  (17)  a  pour  cas  particulier 

M  >mod/( oTo -4- 1,^^0-4-1),  ...), 

la  combinaison  de  ces  deux  dernières  relations  conduit  immédia- 
tement à  rinégalité  (18). 
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SUR  LA  DÉFORMATION  DES  SURFACES; 
Par  m.  B.  MLODZIEIOWSKI. 

Dans  un  Article  paru  en  1866  dans  le  Journal  de  la  Société 
mathématique  de  Moscou,  feu  M.  Peterson  a  donné  des  défor- 
mations à  un  paramètre  de  deux  familles  de  surfaces.  Les  surfaces 
appartenant  à  Tune  de  ces  familles  ont  pour  équations,  en  coor- 
données rectangulaires, 

(i)  a:=ra(a)a{p),        y  =  a{u)^{v),        z  —  b(u), 

cl  celles  de  l'autre  famille 

{1)  jr  =  a(w)-+-a(p),        y=:^{v),         z  =  b(u), 

OÙ  a  et  b  sont  des  fonctions  de  w,  a  et  ^  des  fonctions  de  v.  Les 
surfaces  (2)  sont  les  surfaces  de  translation  de  M.  Bianchi. 

Il  est  facile  de  voir  que  toute  surface  du  second  ordre  peut 
être  représentée  par  des  équations  de  la  forme  (i),  en  prenant 
pour  axe  des  z  l'un  des  axes  de  la  surface;  en  outre,  si  cette  sur- 
face est  un  paraboloïde,  on  peut  aussi  donner  à  ses  équations  la 
forme  (2),  en  menant  les  plans  xy  et  xz  parallèlement  à  ses  plans 
de  symétrie.  Par  conséquent,  les  formules  de  M.  Peterson  donnent, 
comme  cas  particulier,  une  série  de  surfaces  applicables  sur 
les  surfaces  du  second  ordre.  Ces  formules  sont  pour  les  sur- 
faces (1) 


r3)      \  /-. ^n 7 •     r  )/(^'^'-'i^'^)*-^{h-x){'x^-^'^'^)    . 

'         V  =  «v/a*-+- a<-h/t-- I  sin  /      '■ f-- 7- 7 î-— ^A\ 

^^'s_(/,_,,^'i  fia . 
...I 

Ici  h  est  le  paramètre  de  la  déformation,  et  a\  //,  a',  p'  dési- 
gnent les  dérivées  de  r/,  b,  a,  ^,  prises  respectivement  par  rapport 
à    u  et  à  r.    Pour  les  surfaces  (>.),  les  formules  sont  celles  de 
Ûuli.  des  Sciences  mathém.,  a'  série,  t.  \V.  (Avril  1891.)  8 


■MSl.    1  ■  -• 

-* -ni  |);ir  l  3\ 
.  :  {•arallr-lr  s  t  i 

-    ".   fi)rinalmn< 


-  i:iin>l.  -ur  la  siir- 


*-  i-    ir"  lune  d'elles, 

•   '.:^:'iïrt  z  <]ui  reste 

:  :  !•■    'Uirbo  à  Tau  Ire. 

-.iL-i^le  p*>ur  cha- 

;:■  :  V  r.'ïi  remplacé 
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Quand  les  surfaces  (i)  ou  (5)  se  déforment,  les  lignes  v  =  const. 
changent  de  forme  et  Ton  peut  montrer  que  ce  changement  est  le 
même  que  pour  les  génératrices  des  surfaces  de  révolution.  On 
sait,  en  effet,  que  la  surface  de  révolution  dont  la  génératrice  est 

est  applicable  sur  les  surfaces  de  révolution  qui  ont  pour  généra- 
trices les  courbes 

du. 


En  remplaçant  a  par  (7p,  où  p  est  un  facteur  indépendant  de  w, 
nous  aurons  pour  la  génératrice  primitive  et  ses  transformées  les 

équations 

r  =  ap,         z  =  by 

et  si  nous  posons  ici 

phi=  /?*-!-  h—i, 

les  deux  derni<'res  équations  se  changeront  en 

En  les  comparant  aux  équations  (G),  nous  voyons  que  ce  sont 
les  équations  des  lignes  v  z=  const.  des  surfaces  représentées  par 
ces  équations  (6).  Ainsi  donc,  ces  lignes  et  les  génératrices  des 
surfaces  de  révolution  se  déforment  de  la  même  manière. 

Ensuite,  on  peut  faire  voir  que,  lorsque  dans  les  surfaces  (i)  la 
droite  a:  =  0,^  =  0,  par  laquelle  passent  les  plans  des  lignes 
i'^const.,  s'éloigne  à  l'infini;  ces  surfaces  (1)  et  leurs  déformées 
ont  pour  limites  les   surfaces  (2)  et  les  déformées  de  celles-ci. 

Pour  cela,  changeons  dans  les  formules  (3)  :r  en  x  4-  l\'li  et  a  en 
a  -i-  l,  l  étant  une  constante,  ce  qui  va  donner 

X  =  —  l\/7i-h  (a  -h  /)v/p*-^  h—  I  cosO, 
y  =.  {a  -\-  i)  /p*  -{-h  —  I  si  ri  0, 

n 


^  --    f    )/b'^  —  i  h  —  \)fVi  (tu 
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Si  nous  remplaçons  ici  la  variable  v  par  iv  =  (v©  4- /(i^  —  Vq)^ 
nous  aurons 

où  les  dérivées  ©'  et  p'  sont  prises  non  plus  par  rapport  à  Vy  mais 
par  rapport  à  (V. 

En  choisissant  convenablement  les  directions  des  axes  des  x  et 
des  y,  en  multipliant  a  et  en  divisant  p  par  la  valeur  de  p  pour 
{^z={fQ^  nous  pourrons  faire  en  sorte  que  pour  v=  Vq  il  y  ait 
0=0,  p  =  I .  Nous  poserons  donc 

p  =  i4-yA(it>),        0=  ^B{fv), 

et  nous  supposerons  que,  pour  /=oo,  les  fonctions  Â  et  B  tendent 
vers  les  fonctions  a(«v),  p(tv)  qui  restent  finies  ainsi  que  leurs 
dérivées  pour  les  valeurs  de  w  suffisamment  voisines  de  (Vq. 
Faisons  croître  indéfiniment  /.  Comme  on  a 

,_  i  d\  ,_  \  dB 

6  tendra  vers  zéro  pour  les  valeurs  de  kv  voisines  de  ^Vq,  et  l'on 
aura 


Nous  pourrons  donc  remplacer  dans  les  formules (7)  à  la  limite 
cos8  par  l'unité,  sinO  par  0,  et  nous  obtiendrons  fmalemenl  les 
expressions 

y/h 

/*"    

qui  ne  diffèrent  des  formules  (4)  que  parles  notations. 

Il  existe   une  famille  plus   générale  de   surfaces  à  laquelle   la 


•      • 
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transformation  de  M.  Pelerson  s'applique  égaleincnl.  C'e^ljCelle-ci  : 

/***    d(p  cos©)   , 
X  =  ap  coso  -^    I     Y — ~j — —  av, 

(8) 


•.-. 


•-  "o 


r**    d(p  s'ino). 


m       • 


*'• 


ay  6 désignant,  comme  précéderament,  des  fonctions  de  u;  p^o  dé- 
signant des  fonctions  de  i^,  et  y  étant  une  nouvelle  fonction  de  la 
même  variable  ^.  Les  déformations  de  ces  surfaces  sont  données 
par  les  formules 

/•- 7 û  r*'      €/(\/p«-+-/l—  iCOSe)     . 


<fl) 


J  ,- r .    ^         r       ^(v/î:*-4- A  — I  sinO)    , 

I  ^  =  a  /p*  -f-  A  —  I  sin  6  -h   /     y  — -^-^ -, dv, 


u 


\  5=    r   /6'»— (A  — i)a'« 


d't/. 


ou 


^^  r ^p^cp-»-h(A-i)(o'»+p«o-«")^^^^ 

X.  p*-+-A  — i 

Pour  p  indépendant  de  v^  on  obtient  de  ces  formules  les  défor- 
mations connues  des  surfaces  moulures,  tandis  qu'en  posant  y  =  o 
on  retrouve  les  formules  (i)  et  (3). 
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WEBER  (H.).  —  Elliptischb  Functionkn  und  Algebraische  Zaiilen.  i  vol. 
in-8**,  xiii-5o4  p.  Braunschweig,  Viewog  und  Sohn;  1891. 

Le  Livre  que  vient  de  faire  paraître  M.  H.  Weber  rendra  à  ceux 
qui  étudient  les  Mathématiques  des  services  singulièrement  pré- 
cieux :  la  mort,  qui  a  empêché  Halphen  de  terminer  une  œuvre 
qui,  bien  qu^incomplète,  restera  un  de  ses  titres  de  gloire,  nous  a 
privés  en  partie  du  Volume  où  les  applications  à  l'Algèbre  et  à 
TArithmétique  de  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques  auraient 
été  traitées  avec  une  pénétration  et  une  lucidité  dont  tous  ceux 
qui  avaient  lu  ses  deux  premiers  Volumes  pouvaient  être  assurés. 
Il  est  inutile  de  dire  combien  un  travail  d'ensemble  sur  cette  ma- 
tière si  diffîcile  et  si  riche  était  nécessaire;  on  sera  heureux  de  le 
trouver  dans  le  Livre  de  M.  Weber. 

Dans  sa  Préface,  l'auteur  a  mis  quelques  lignes  touchantes  sur 
l'émulation  qu'il  ressentait,  alors  qu'il  composait  son  Livre,  en 
pensant  qu'il  travaillait  la  même  matière  qu'Halphen,  et  sur  la 
surprise  douloureuse  qu'il  éprouva  en  apprenant  la  mort  de  ce 
dernier.  Tout  le  monde  saura  gré  à  M.  Weber  de  la  façon  dont  il  a 
parlé  d'un  homme  qui  occupait,  dans  la  science  française,  une 
place  si  haute  et  si  particulière. 

C'est,  en  effet,  les  applications  à  l'Algèbre  et  à  l'Arithmétique 
que  M.  Weber  a  visées  en  écrivant  ces  Fonctions  elliptiques,  et 
l'on  sent  cette  préoccupation,  même  dans  la  partie  où  il  expose 
leurs  propriétés  élémentaires.  Cette  partie  d'ailleurs  est  la  plus 
courte  et  ne  comprend  guère  que  le  tiers  de  l'Ouvrage  :  c'est  une 
introduction  indispensable  au  reste. 

La  manière  d'écrire  de  M.  Weber  est  très  remarquable  par  sa 
concision  ;  tout  est  extrêmement  condensé  :  on  en  donnera  quelque 
idée  en  disant  que  les  notions  de  pure  Algèbre  qu'il  a  cru,  avec 
grande  raison,  devoir  mettre  en  tête  de  la  partie  algébrique,  sont 
contenues  dans  vingt-cinq  pages,  et  qu'elles  comprennent  les 
propositions  élémentaires  de  la  théorie  des  groupes,  la  notion  de 
groupe  abélien,  le  concept  de  corps  algébrique,  celui  de  groupe 
et  de  résolvante  de  Galois,  les  propriétés  fondamentales  des  équa- 
Bu/l.  des  Sciences  mathëm.,  2*  série,  t.  XV.  (Mai  1891.)  9 
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lions  abéliennes,  enfin  les  notions  indispensables  sur  les  nombres 
algébriques  entiers  et  les  fonctions  algébriques  entières  d'une 
variable.  La  savante  concision  de  Tauteur  ne  nuit  d'ailleurs  pas  à 
la  clarté,  mais  elle  exige  chez  celui  qui  l'étudié  une  forte  tension 
d'esprit. 

Dans  la  première  Partie  {Analytischer  Theil),  qui  contient  la 
théorie  proprement  dite  des  fonctions  elliptiques,  M.  Weber 
prend,  comme  point  de  départ,  les  intégrales  elliptiques  et  les 
formes  normales  de  Legendre  et  de  Weierstrass  :  il  expose,  dès 
le  début,  le  principe  de  la  transformation  dans  le  sens  de  Jacobi; 
le  théorème  d'addition  est  déduit  du  théorème  d'Abel. 

Il  passe  ensuite  aux  fonctions  â  qu'il  introduit  par  un  procédé 
qui  peut  être  regardé  comme  une  généralisation  de  celui  que 
M.  Hermite  a  rendu  familier  :  il  emploie  la  notation  à  deux  in- 
dices qui,  au  point  de  vue  où  il  s'est  placé,  est  en  quelque  sorte 
nécessaire;  la  théorie  de  la  transformation  des  fonctions  â  est 
traitée  avec  détail,  non  seulement  pour  le  cas  de  la  transformation 
linéaire,  mais  encore  pour  celui  où  l'une  des  périodes  est  divisée 
par  un  nombre  entier.  C'est  à  propos  de  la  transformation  que 
les  fonctions  d  de  M.  Weierstrass  sont  introduites.  Signalons 
encore,  dans  ce  Chapitre,  Tétude  des  propriétés  des  fonctions 

/(T)  =  7"»^n(i4-^»«-»), 
/3(T)  =  /^7»'^n(i-+-9»«), 

où  T  désigne  le  rapport  des  périodes  et  où,  dans  les  produits 
infinis,  n  doit  prendre  les  valeurs  entières  à  partir  de  un.  Ces 
fonctions  jouent,  comme  on  sait,  un  rôle  considérable  tant  dans 
la  théorie  algébrique  de  la  transformation  que  dans  les  appli- 
cations à  la  théorie  des  nombres.  L'auteur  a  maintenant  tout  ce 
qu'il  lui  faut  pour  établir  les  propriétés  élémentaires  des  fonctions 
elliptiques;  l'étude  de  ces  fonctions,  l'introduction  des  fonctions 
modulaires  et  deux  courtes  applications  relatives  à  la  surface  de 
l'ellipsoïde  et  à  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe,  complètent  cette  première  Partie. 
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La  seconde  Partie  {Algebraischer  Theil)^  débute  par  un  Cha- 
pitre d^introduction,  dont  nous  avons  parlé  plus  haut.  L'auteur 
développe  ensuite  la  théorie  de  la  multiplication  et  de  la  division  ; 
les  formules  de  multiplication  sont  données  pour  les  fonctions 
snt/,  cnw,  duM,  pw;  la  théorie  de  la  division  est  faite  avec  les 
trois  premières  fonctions  :  on  trouvera  là  Tétude  du  groupe  de 
Galois  pour  Téquation  de  la  division  des  périodes  et  le  passage  de 
cette  équation  aux  équations  de  transformation,  dans  le  sens  le 
plus  général. 

Après  avoir  distingué,  comme  cas  particulier  des  équations  de 
transformation,  les  équations  modulaires  et  les  équations  au  mul- 
tiplicateur, Tautcur  donne  diverses  expressions  des  racines  des 
équations  de  transformation;  il  étudie  ensuite  Téquation  relative 
à  l'invariant  y  de  M.  Weierstrass,  et  quelques  autres  qui  lui  sont 
liées;  il  expose  enfin  les  belles  recherches  de  M.  Schiâfli  sur  les 
équations  modulaires. 

Le  groupe  de  Galois  pour  les  équations  de  transformation, 
dans  le  cas  où  le  degré  de  transformation  est  un  nombre  premier, 
est  étudié  d'une  manière  approfondie;  c'est  cette  étude  qui,  dans 
le  cas  où  le  degré  de  transformation  est  égal  à  5,  conduit  à  la  réso- 
lution de  Téquation  du  cinquième  degré. 

La  troisième  Partie  de  l'Ouvrage  {Zahlentheoretischer  Theil) 
se  rapporte  aux  applications  arithmétiques  de  la  théorie.  C'est  la 
multiplication  complexe  qui  en  est  le  point  de  départ.  Après 
avoir  montré  comment,  pour  qu'une  fonction  doublement  pério- 
dique soit  susceptible  d'une  multiplication  complexe,  c'est-à-dire 
pour  que  la  fonction  qu'on  en  déduit  en  remplaçant  l'argument  u 
par  mu^  en  supposant  que  m  soit  un  nombre  imaginaire,  admette 
comme  périodes  les  périodes  de  la  fonction  primitive,  il  faut  que 
le  rapport  t  des  périodes  soit  la  racine,  à  partie  imaginaire  posi- 
tive, d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients  entiers  et  à 

déterminant  négatif 

ATÏ-h  Bt-hG  =  o; 

il  introduit  le  nombre y(':)  comme  invariant  de  classe,  dénomi- 
nation évidemment  légitime,  puisque  la  fonction  j{'z)  ne  peut 
prendre,  en  général,  des  valeurs  égales  que  pour  des  nombres  t 
équivalents  qui,  dans  le  cas  particulier,  seront  racines  d'équations 
provenant  de  formes  quadratiques  équivalentes;   il  j  a  d'ailleurs 
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lieu  de  distinguer  le  cas  où  la  forme  est  de  première  espèce,  c'est- 
à-dire  où  B  est  pair,  de  celui  où  la  forme  est  de  seconde  espèce 
(B  impair).  Les  invariants  de  classe  sont  des  nombres  algébriques 
entiers;  M.  Weber  apprend  à  former  les  équations  de  classe 
auxquelles  ils  satisfont. 

Il  y  a  d'ailleurs  lieu  de  considérer  au  lieu  de  Tinvarianl  7(t) 
d'autres  invariants  de  classe,  provenant  d'autres  fonctions  modu- 
laires que  la  fonction  y,  en  particulier  des  fonctions  f^f\^f^  dé- 
finies plus  haut  et  qui  conduisent  à  des  relations  moins  com- 
pliquées; la  détermination  de  ces  invariants  de  classe  est  l'objet 
d'un  important  Chapitre,  où  l'on  utilise  en  particulier  la  forme 
donnée  par  M.  Schlâili  aux  équations  modulaires,  et  qui  se  ter- 
mine par  la  formation  des  résolvantes  du  7*  et  du  1 1®  degré,  dans 
le  cas  d*un  degré  de  transformation  égal  à  7  ou  à  1 1 . 

Après  avoir  établi,  dans  le  cas  le  plus  simple,  la  belle  relation 
découverte  par  M.  Kronecker  entre  les  nombres  de  classes  de 
formes  quadratiques  à  déterminant  négatif,  l'auteur  traite  de  la 
décomposition  de  l'équation  de  classe,  décomposition  qui  est  liée 
à  la  distinction  des  formes  quadratiques  en  espèces,  d'après  Gauss. 
l/étude  du  groupe  de  Galois,  pour  une  équation  de  classe,  dépend 
de  la  notion  de  la  composition  des  formes  quadratiques  et  conduit 
à  cette  conclusion,  qu'en  adjoignant  la  racine  carrée  du  détermi- 
nant de  la  forme  quadratique,  l'équation  de  classe  est  une  équa- 
tion abélicnnc  et  peut,  comme  telle,  être  résolue  par  radicaux.  La 
preuve  de  l'irréductibilité  de  l'équation  de  classe  implique  des 
concepts  d'ordre  élevé  dans  le  domaine  de  l'Arithmétique  et  de 
l'Algèbre  qui  peuvent  être  présentés  de  points  de  vue  assez  diffé- 
rents, où  se  sont  placés,  d'une  part,  M.  Kronecker  dans  sa  Fest- 
schrifty  et,  d'autre  part,  M.  Dcdekind,  dans  un  supplément  bien 
connu  aux  Leçons  de  Dirichlet  sur  la  théorie  des  nombres.  C'est 
ce  dernier  point  de  vue  qu'adopte  M.  Weber. 

M.  Weber  établit  ensuite  l'expression  si  curieuse  que  M.  Kro- 
necker a  donnée  de  la  limite  pour  ,v  =  i  de  l'expression 
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où  la  forme  Ax^  -h  2  Bûry  -h  Cy^  est  positive  et  où  m  =  AC  —  B^, 
rclalion  qui   fournil  une   ouverlure   ]>récicusc   pour   Télude   des 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  109 

normes  des  invariants  de  classe  et  le  calcul  de  ces  invariants. 

Le  dernier  Chapitre  est  consacré  à  la  division  des  fonctions 
elliptiques  à  modules  singuliers. 

Nous  espérons  que  le  résumé  qui  précède,  si  bref  qu'il  soit, 
aura  donné  au  lecteur  quelque  idée  de  la  richesse  des  matières 
traitées  par  M.  Weber.  Son  Livre  est  la  première  exposition  d'en- 
semble sur  un  sujet  aussi  difficile  qu'intéressant  et  qui  ne  sera 
pas  épuisé  d'ici  longtemps;  et  cette  exposition  se  suffit  à  elle- 
même,  l'auteur  ayant  eu  soin  d'extraire  des  théories  d'Arithmé- 
tique et  d'Algèbre  qui  touchent  à  son  sujet  tout  ce  dont  il  avait 
strictement  besoin,  en  renvoyant  aux  Ouvrages  spéciaux  ceux  de 
ses  lecteurs  qui  voudraient  approfondir  ces  théories.  Ils  n'y  man- 
queront pas  assurément  :  la  connaissance  d'une  proposition  im- 
plique le  désir  de  connaître  les  propositions  voisines,  et  c'est  ainsi 
que  les  vérités  scientifiques  s'accumulent  et  s'organisent  dans 
l'esprit.  Rien  n'aide  plus  à  celte  organisation  des  connaissances 
que  l'étude  d'un  sujet  comme  celui  qu'a  développé  M.  Weber,  où 
viennent  se  réunir  des  théories  de  nature  très  diverse,  dont  cha- 
cune, prise  en  elle-même,  émerveille  sans  doute  celui  qui  s'y  en- 
ferme pour  Téludier  par  l'étendue  de  ses  ramifications  et  de  ses 
développements,  mais  on  lui  laissant  comme  une  inquiétude  sur 
leur  valeur  et  leur  raison  d'être.  Ceux  qui  aiment  l'Algèbre  seront 
reconnaissants  envers  M.  IL  Weber  du  Livre  qu'il  vient  de  pu- 
blier et  qui  leur  permettra  désormais  d'aborder  la  lecture  dos  Mé- 
moires originaux  avec  des  vues  d'ensemble  sur  des  théories 
auxquelles  il  était  auparavant  difficile  de  s'initier.  J.  T. 


FU1-ST(0.).  —  Bhstimmlng  des  Flaciikmnualts  dks  M\nti;ls  eines  s<:niE- 
FEN  Kkgkls  mit  KLUPTisciiKR  Grundfl vcuE.  Inaui^ural-Dissorlaliuii,  3!)  p. 
in-S**.  Gullin^cn,  Kaetsacr,  1890. 

Le  problème  de  la  détermination  de  l'aire  d'un  cône  du  second 
degré  limité  à  son  sommet  d'une  part  et  de  l'autre  à  une  section 
plane  elliptique  a  été  l'objet  de  nombreux  travaux  relatifs  aux  cas 
où  la  section  est  circulaire,  ou,  d'une  façon  plus  générale,  per- 
pendiculaire à  un  plan  (\c  syuiétri(>.  M.  Fulsl,  dans  Tintroduction 
historique  placée  au  début  de  sa  dissertation  inaugurale,  signale 
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admet  les  périodes  4^,  4w'î  pour  déterminer  les  zéros,  on  prend 
pour  inconnue  s  =  pu^  et  l'on  obtient  une  équation  en  s  du 
second  degré  à  racines  imaginaires;  d'où  quatre  séries  de  zéros 
pour  la  fonction  o(w).  L'auteur  décompose  ensuite,  en  éléments 
simples,  l'expression 


0*{U) 


par  la  méthode  classique,  et  parvient  ainsi  à  l'expression  finale  de 
l'intégrale  au  moyen  des  fonctions  3.  Il  résume  avec  soin  l'en- 
semble des  calculs  numériques  à  effectuer. 

Il  ne  reste  plus  à  M.  Otto  Fuist,  pour  épuiser  le  sujet,  qu'à 
examiner  les  simplifications  qui  se  produisent,  dans  ses  formules 
générales,  lorsque  l'on  se  trouve  dans  un  des  cas  particuliers  qui 
avaient  été  traités  avant  lui.  C'est  ce  qu'il  fait  dans  les  dernières 
pages  de  son  intéressant  travail,  en  considérant  des  cas  de  plus  en 
plus  particuliers  :  d'abord  celui  où  le  pied  de  la  perpendiculaire, 
abaissée  du  sommet  du  cône  sur  le  plan  de  la  section,  tombe  sur 
l'un  ou  l'autre  des  axes  de  cette  section,  ce  qui  donne  lieu  à  deux 
calculs  distincts;  puis  celui  où  la  section  est  circulaire,  celui  enfin 
où  le  cône  est  de  révolution.  J.  T. 


»«»« 
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LES  AUTOGRAPHES  DE  DESGARTES  A  LA  BIBLIOTHÈQUE  NATIONALE; 

Par   m.   Paul  TANNEUY. 


DEUXIEME   ARTICLE. 


IV.  Dans  un  Aj)peiidice  à  son  remarquable  Ouvrage  sur  Des- 
caries (*),  M.  Liard  avait  donné,  d'après  un  relevé  fait  par  le 
marquis  de  Queux  de  Saint-Hilaire,   une  liste  des  lettres  auto- 


(')  Descartes,  par  Louis  Liard;  Paris,  Gcriiicr-Baillicre  cl  €••,  1882.—  Le  Cha- 
pitre de  ce  volume  où  il  est  traité  de  la  Mathématique  universelle  (pages  35  à  63) 
renferme  la  meilleure  appréciation  que  je  connaisse  du  véritable  but  de  la  Géo- 
métrie de  Dcscarlcs. 
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graphes  de  notre  grand  philosophe  existant  dans  la  collection  de 
lord  Ashburnliam.  Mais  cette  liste  ne  correspondait  qu^à  un  seul 
dossier  et  se  trouvait  dès  lors  incomplète  :  aussi  M.  Liard  ne 
relevait  que  trois  lettres  inédites;  nous  en  trouvons  neuf,  comme 
on  l'a  vu,  dans  le  MS.  de  la  Nationale  fr.  n.  a.  5 160. 

Il  serait  évidemment  du  plus  haut  intérêt  de  déterminer  avec 
précision  combien  de  pièces  inédites  existaient  dans  la  collection 
de  l'Académie  des  Sciences,  et  combien  de  ces  pièces  restent 
encore  perdues,  à  la  suite  des  vols  de  Libri.  Baillet,  qui  a  vu  la 
collection  complète  à  la  fin  du  xvu*  siècle,  parle  d'une  trentaine 
d'inédits;  mais  cette  indication  ne  peut  être  acceptée  sans  con- 
trôle, car  rien  ne  nous  assure  que  toutes  les  lettres  réellement 
publiées  par  Clerselier  d'après  des  minutes,  dont  le  début  diffère 
souvent  de  celui  des  originaux,  eussent  été  identifiées  au  moment 
où  Baillet  écrivait. 

Nous  possédons  heureusement  un  document  presque  complet 
qui  nous  représente  l'état  de  la  collection  à  la  vérité  un  siècle 
plus  tard,  mais  à  un  moment  où  elle  n'avait  encore  subi  aucune 
perte.  C'est  un  relevé  fait,  sous  la  Révolution,  de  la  main  de  dom 
Poirier  et  qui  comporte  77  numéros,  avec  indication  pour  chacun 
d'eux  de  la  date  et  renvoi  à  rédilion  de  Clerselier,  en  ce  qui 
concerne  les  pièces  déjà  publiées.  Ce  précieux  document  a  été 
reproduit  par  M.  Léopold  Delisle,  dans  son  Catalogue  des  Ma- 
nuscrits des  Fonds  Libri  et  Barrois  (Paris,  Champion,  1888),  à 
la  suite  de  l'inventaire  sommaire  des  pièces  contenues  dans  le 
MS.  fr.  n.  a.  5 160. 

Pour  les  années  i638  et  1639  (fi"*  6  à  21),  le  relevé  de  dom 
Poirier  est  identique  avec  celui  qui  nous  reste,  pour  les  mêmes 
années,  de  la  main  d'Arbogast.  Pour  les  autres  années,  le  même 
relevé  concorde  exactement  avec  les  numéros  que  nous  avons  si- 
gnalés comme  inscrits  entre  parenthèses  au  haut  des  autographes 
du  fonds  Libri.  Nous  sommes  donc  en  présence  du  classement 
que  j'ai  attribue  à  Arbogasl,  et  que  je  continuerai  à  désigner 
sous  ce  dernier  nom,  quoique  dom  Poirier,  senible-t-il,  y  ait  au 
moins  contriliué. 

Or,  d'aprt'S  le  relevé  en  question,  il  y  aurait  eu  '2.5  pièces  iné- 
diles (');  mais  il  convient  d'exclure  : 

(')  Dom  I*oiricr  signale  encore,  comme  inédile,  la  fin  du  n"  li,  qui  coircsjKind 
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a.  Le  n**  31,  daté  de  Leyde  le  28  octobre  1640  et  qui  doit  être 
le  n®  37  de  Lahire  =  Clerselier,  II,  44- 

b.  Le  n**  46,  lettre  à  Mersenne  du  28  mars  i643,  correspondant 
au  début  (très  incomplet)  de  la  lettre  Clerselier,  II,  116  (questions 
de  Mécanique)  :  Libri  a  publié  le  texte  de  l'autographe  dans  son 
premier  article  sur  les  Manuscrits  de  Fermât  {Journal  des  Sa- 
vants, septembre  iSSg). 

c.  Len®57,  du  2  novembre  1646,  qui  doit  être  identifié  avec  le 
n**t)6  de  Lahire  =  Clerselier,  III,  96  (polémique  contre  Roberval). 

rf.  Le  n®  68,  indiqué  comme  une  copie  en  français  d'une  lettre 
de  Descartes  au  P.  Bourdin.  C'est  probablement  le  n°  82  de 
Lahire,  correspondant  à  la  lettre  Clerselier,  III,  i5.  Si  cette  der- 
nière est  en  latin,  on  doit  simplement  conclure  que  la  pièce  de  la 
collection  était,  non  une  copie,  mais  une  version  de  l'original. 

e.  Le  n**  77  qui  est  la  lettre  à  Meissonnier  sur  la  glande  pinéale 
(Clerselier,  II,  36),  signalée  par  Arbogast  comme  étant  à  la  fin 
de  la  collection  des  lettres  de  Descartes  à  l'Académie  des  Sciences 
et  que  nous  retrouvons  précisément  à  la  fin  du  MS.  de  la  Natio- 
nale (*). 

Restent  donc  vingt  lettres  de  Descartes  inédites  ;  sur  ce  nombre, 
huit  figurent  parmi  celles  que  nous  avons  énumérées  comme 
rentrées  à  la  Nationale;  ce  sont  celles  qui  portent  les  numéros  de 
classement  d' Arbogast  :  37,  47,  53,  55,  5ii,  58,  60,  69.  Les  douze 
autres  sont  les  suivantes  : 

A.  34,  à  Mersenne,  du  3i  mars  i64i  (actuellement  rentrée  à  la 
Bibliothèque  de  l'Institut).  (  Voir  le  Journal  des  Savants  d'août 

1884.) 

B.  35,  à  Mersenne,  du  27  mai  i64i. 

C.  36,  à  Mersenne,  du  16  juin  i64i. 

D.  43,  à  Mersenne,  du  4  janvier  i643. 

E.  54,  à  Mersenne,  du  5  octobre  1646  (actuellement  à  la  Biblio- 
thèque Victor  Cousin). 

F.  59,  à  Mersenne,  du  i4  décembre  1646. 

à  la  Lettre  Clerselier,  III,  74  (réponse  aux  questions  numériques  de  S'*-Croix). 
Mais  cette  fin  (polémique  contre  Roberval)  n'est  autre  que  la  Lcllre  Clerselier, 
111,59. 

(')  Si  cette  Lettre  ne  porte  pas  le  numéro  de  classcmcnl,  il  ne  l'aul  voir  là 
qu'un  accident  facilement  explicable. 
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G.  61,  à  Mersenne,  du  i3  décembre  1647. 

H.  62,  à  Mersenne,  du  3i  janvier  1648. 

1.  63,  à  Mersenne,  du  7  février  1648  (actuellement  à  la  Biblio- 
thèque Victor  Cousin). 

J.  64,  à  Mersenne,  du  4  avril  1648. 

K.  70,  à  Mersenne,  présumée  de  1647. 

L.  74.  Sujet  de  la  gageure  mathématique  entre  Wassenaer  et 
Stampion,  pour  laquelle  Descartes  fut  choisi  comme  arbitre  en 
1639. 

V.  Ainsi,  il  y  aurait  encore  aujourd'hui,  dispersées  et  restant  à 
retrouver,  neuf  pièces  inédites  provenant  de  la  collection  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  telle  que  l'avaient  classée  Arbogast  et  dora 
Poirier. 

Mais  nous  avons  mentionné  plus  haut,  pour  la  collection  classée 
par  Lahire,  un  n"  82,  supérieur  au  plus  élevé  d' Arbogast.  Reste 
donc  à  savoir  quelles  pièces  ont  figuré  dans  le  premier  classe- 
ment, non  dans  le  second,  et  à  rechercher  si,  parmi  ces  pièces,  il 
n'y  en  avait  point  quelques  autres  inédites. 

Nous  pouvons  remarquer  tout  d'abord  que,  dans  le  MS.  fr.  n. 
a.  5 160,  nous  rencontrons,  d'après  l'énumération  que  nous  avons 
faite,  sia;  pièces  qui  n'ont  pas  été  comprises  dans  le  classement 
d'Arbogast. 

Ces  sùic  pièces  comprennent  quatre  autographes  (dont  un 
inédit)  et  deux  copies.  Or  les  quatre  autographes  ont  certaine- 
ment fait  partie  de  la  collection  de  Lahire.  Nous  pouvons  d'ail- 
leurs constater  le  motif  de  leur  exclusion  dans  le  second  classe- 
ment; ces  autographes  sont  des  fragments  ou  des  parties  de  lettres 
incomplètes;  ils  ont  en  conséquence  été  mis  à  part,  tout  en  res- 
tant conservés  à  côté  des  77  numéros  classés,  et  probablement  ils 
ont  été  l'objet  d'un  relevé  spécial,  malheureusement  perdu. 

Pour  les  trois  autographes  publiés  par  Clerselier,  nous  con- 
naissons, par  les  Notes  de  Legrand,  les  numéros  du  classement  de 
Lahire,  à  savoir  13  pour  la  lettre  Clerselier,  111,  62;  18  pour  la 
lettre  II,  ()i;  6  pour  la  lettre  II,  66.  Ces  numéros  sont  d'ailleurs 
bien  ceux  qui  figurent  au  bas  des  premières  pages  desdits  auto- 
graphes. 

Le  premier  (polémique  de  Descartes  contre  Fermât,  et  critique 
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de  la  Gi^.ostaiique  de  Beaugrand)  porte,  au  cravon  seulement,  la 
date  du  27  mai  i638.  Dans  le  relevé  de  dom  Poirier,  on  trouve, 
sous  le  n**  8,  une  pièce  de  la  même  date,  mais  il  s'agit  de  la  lettre 
Clerselier,  III,  68  =  Cousin,  VII,  83,  dont  l'autographe  portait  le 
n^  14,  et  non  13,  dans  le  classement  de  Lahire.  Legrand  affirme 
d'ailleurs  que  le  n°  13  n'était  point  daté  et  il  le  considère  comme 
étant  du  3o  juin  i638.  La  date  au  crayon  a  donc  été  mise  posté- 
rieurement (probablement  par  Arbogast). 

Mais,  s'il  a  regardé  cette  pièce  comme  devant  être  rattachée  à 
la  lettre  III,  68,  du  27  mai  i638,  il  s'est  trompé  aussi  bien  que 
Legrand,  lorsque  celui-ci  en  a  fait  une  lettre  isolée.  Les  derniers 
mots,  au  bas  de  la  dernière  page  :  «  Aussy  bien  ay-ie  encore  icy 
beaucoup  d'autres  choses  a  vous  écrire  »,  mots  qui  terminent 
également  la  lettre  IK,  62  de  Clerselier,  marquent  suffisamment 
qu'il  y  avait  une  longue  suite. 

11  y  est,  d'autre  part,  indiqué  que  l'envoi  comprenait  la  réponse 
de  Gillot  au  théorème  proposé  par  Fermât,  réponse  publiée  par 
Clerselier  comme  annexe  à  la  lettre  II,  88.  Cousin  a  donc,  à  bon 
droit,  rattaché  ladite  réponse  au  n°  13  de  Lahire;  mais  il  aurait 
dû  y  rattacher  également  la  lettre  II,  88  tout  entière,  car  elle 
constitue  précisément  la  suite  immédiate  du  n®  13,  quoique  Le- 
grand lui  ait  assigné  une  date  différente  (22  juin  i638).  Les  pre- 
miers mots  de  II,  88  :  «  J'ay  mis  dans  les  deux  feuillets  precedens 
ce  que  i'ay  crû  que  vous  pourriez  faire  voir  a  d'autres,  et  ay  réservé 
le  reste  pour  cetuy-cy...  »,  comme  tout  le  contexte  qui  suit, 
justifient  suffisamment  le  rapprochement  que  je  propose;  ils  font 
en  même  temps  connaître  comment  l'original  de  II,  88,  séparé  par 
Mersenne  du  début  de  la  lettre,  s'est  perdu  de  bonne  heure  et 
n'est  jamais  venu  entre  les  mains  de  Roberval.  Cette  seconde 
partie  n'est,  en  effet,  connue  que  par  la  publication  de  Clerselier, 
faite  sur  la  minute  de  Descartes. 

Quant  au  n^  18  de  Lahire,  la  perte  de  la  fin  de  la  lettre  origi- 
nale, déjà  constatée  par  Legrand,  s'explique  d'une  façon  analogue. 
Le  début  conservé  traite  un  objet  spécial  et  important  :  c'est  là, 
en  effet,  que  Descartes  critique  le  volume  de  Galilée  {Discorsi  e 
dimostrazioni  matematiche  intorno  a  due  niiove  scienze  atte- 
nenti  alla  Mecanica  ed  imovi menti  locali)  qui  venait  d'être 
imprimé  à  Leyde  chez  les  Elzevirs. 
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Mersenne  aura  communiqué  à  part  les  feuillets  contenant  cette 
critique;  mais,  cette  fois,  la  minute  de  Descartes  était  restée  en 
ordre  et  Clerselier  a  publié  la  lettre  tout  entière,  sans  la  scinder, 
comme  il  a  fait  pour  la  précédente. 

Enfin  le  n®  6,  auquel  Legrand  assigne  la  date  du  i3  janvier 
i63i,  était  écrit,  comme  les  plus  anciennes  lettres  de  Descartes, 
sur  un  double  feuillet  in-folio.  La  lettre  finissait  au  haut  de  la 
troisième  page;  le  feuillet  resté  presque  complètement  blanc  a  été 
déchiré  pour  servir  autrement  et  les  dernières  lignes  de  la  lettre 
ont  été  enlevées  en  même  temps,  ainsi  que  Legrand  Ta  déjà  noté. 
Clerselier  a  d'ailleurs  publié  ces  dernières  lignes  d'après  la  mi- 
nute. 

Après  les  explications  qui  précèdent,  on  comprendra  aisément 
qu'il  est  possible  d'affirmer  que  le  quatrième  autographe  inédit, 
qui  n'a  pas  été  classé  par  Arbogast,  figurait  dans  la  collection  de 
Lahire,  sous  le  n°  2,  c'est-à-dire  sous  celui  qui  est  inscrit  au  bas 
de  la  pièce.  Il  suffira  de  remarquer  que  cette  lettre  était  écrite, 
comme  la  précédente,  sur  du  papier  in-folio,  mais  que,  cette  fois, 
le  second  feuillet  a  totalement  été  enlevé  et  que  la  partie  perdue 
(le  la  lettre  était  probablement  assez  considérable.  D'autre  part, 
la  lettre  est  évidemment,  d'après  son  contexte,  antérieure  à  celle 
du  i8  décembre  1629,  qui  la  rappelle  (Clerselier,  II,  io5;  Cousin, 
VI,  71).  Or,  cette  lettre  portait  le  n"  3  de  Lahire,  tandis  qu'elle 
était  la  première  du  classement  d'Arbogast. 

En  dehors  des  quatre  pièces  dont  nous  venons  de  parler,  on 
peut  établir  que  la  collection  de  Lahire  en  comprenait  encore  au 
moins  deux  autres  qui  ne  figurent  pas  dans  les  soixante-dix-sept 
numéros  du  relevé  de  dom  Poirier. 

Tout  d'abord  le  n®  78  de  Lahire,  que  Legrand  indique  comme 
une  pièce  détachée,  envoyée  en  même  temps  que  le  n"  31  (Cler- 
selier, 11,  4o;  Cousin,  VII,  p.  298)  le  3o  juillet  i64o,  et  contenant 
une  réponse  à  des  questions  par  des  Médecins  sur  les  opinions  de 
Descartes  relativement  aux  mouvements  du  chyle. 

En  second  lieu,  le  n^  1  de  Lahire,  sur  lequel  Legrand  ne  nous 
donne  aucune  indication,  et  qui  ne  peut  être  identifié  avec  aucun 
numéro  d'Arbogast.  Ce  n*^  1,  qui  reste  à  retrouver,  doit  donc  être 
une  pièce  incomplcle  et  inédile,  coninic  Test  le  n"  2,  auquel  on 
|)eut  assigner  la  dale  du  5  novembre  \(y>A)\  celle  du  n"  1  doit  être 
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antérieure  même  au  8  oclobre  1629  (date  de  la  lellre  Clerselier, 
H,  112;  Cousin,  VI,  5i),  dont  le  début  suppose  d'ailleurs  une 
lettre  précédente. 

Il  est  à  remarquer  que,  comme  antérieures  au  n**  1  d'Arbogast, 
nous  trouvons  dans  Clerselier  deux  lettres  que  Legrand  a  fixement 
datées,  celle  que  je  viens  de  citer  et  celle  du  20  novembre  1629 
(I,  1 1 1;  Cousin,  VI,  61).  D'après  les  Notes  de  Legrand,  il  paraît 
avoir  personnellement  possédé  les  deux  originaux  et  le  second  lui 
aurait  été  volé  ou  il  l'aurait  perdu. 

VI.  Nous  arrivons  en  somme  à  la  conclusion  que  la  collection 
de  Lahire  comprenait  au  moins  77-4-6  =  83  numéros.  Il  me 
semble  possible  d'établir  que  le  nombre  des  pièces  n'était  pas 
plus  considérable. 

Sur  le  relevé  que  j'ai  donné  des  pièces  du  MS.  fr.  n.  a.  5 160, 
on  peut  constater  que  les  numéros  inscrits  au  bas  des  premières 
pages  ne  concordent  avec  ceux  de  Lahire  que  pour  une  série  dont 
le  nombre  le  plus  élevé  (*  )  ne  dépasse  pas  18.  Les  autres  numéros, 
non  concordants,  appartiennent  d'ailleurs  évidemment  au  moins 
à  deux  séries  distinctes;  dans  l'une  (pour  deux  pièces  qui  sont  des 
copies),  le  numéro  est  suivi  de  l'indication  «  2**®  »  ;  dans  l'autre 
série,  la  plus  importante  (onze  pièces),  les  numéros  vont  évidem- 
ment en  décroissant  tandis  que  ceux  d'Arbogast  augmentent;  or 
le  classement  d'Arbogast,  comme  celui  de  Lahire,  était  établi 
suivant  l'ordre  chronologique;  il  semble  dès  lors  que  l'on  se 
trouve  en  présence  d'une  série  dans  laquelle  le  numérotage  était 
fait  à  rebours. 

Pour  quatre  pièces  de  cette  série  de  onze,  nous  connaissons, 
par  Legrand,  le  numéro  de  Lahire  et  il  se  trouve  que  la  somme 
de  ce  numéro  et  de  celui  de  la  série  fait  constamment  84. 

Ainsi  la  lettre  du  4  niars  i64i  (réponse  à  Hobbes;  Cousin, 
VIII,  481,  avec  une  partie  inédite)  cotée  4^  C,  est  la  38*  de 
Lahire. 


C)  Il  existe  à  la  Bibliollièque  Victor  Cousin,  à  la  Sorhonnc,  ({uinzc  autographes 
de  Descaries  à  Mcrscnne  provenant  de  la  collection  volée  par  Libri  ;  leur  examen 
permet  de  reconnaître  que  la  série  des  numéros  concordant  avec  ceux  indiqués 
par  Legrand  s'arrêtait  en  réalité  à  35.  Quant  aux  numéros  non  concordants,  ils 
appartiennent  à  la  série  décroissante  dont  je  vais  parler. 
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La  Ictlre  à  Cavendish  du  3o  mars  1643  (Cousin,  IX,  p.  5 12) 
cotée  27C,  était  la  5^*  de  Lahire. 

La  copie  d'une  réponse  de  Descartes  à  trois  questions  de  Mé- 
canique, cotée  3oC,  est  imprimée  sans  les  questions,  à  la  suite  de 
la  lettre  du  23  mars  i643  (Cousin,  IX,  p.  io4)  et  correspond  à 
la  pièce  n**  5i  de  Lahire. 

Enfin  la  copie  par  Mersenne  de  la  lettre  du  20  avril  1646 
(Cousin,  IX,  p.  555),  cotée  25 C,  devait  être  la  59*  de  Lahire.  Si, 
à  la  vérité,  la  Note  de  Legrand  indique  le  n®  60  comme  étant  celui 
de  Toriginal,  il  faut  remarquer  que  la  collection  comprenait  à  la 
fois  l'original  (n**  52  d'Arbogast)  et  la  copie  (n®  51  d'Arbogast), 
comme  nous  l'apprenons  par  le  relevé  de  dom  Poirier.  Les  nu- 
méros de  Lahire  correspondants  devaient  être  dès  lors  60  et  59; 
et  il  ne  peut  y  avoir  aucun  doute  à  cet  égard,  les  numéros  de 
Lahire  immédiatement  voisins  de  ceux-là  étant  identifiés  avec 
certitude. 

Ces  rapprochements  paraissent  suffisants  pour  conclure  que  la 
même  relation  subsiste  pour  les  sept  autres  numéros  de  la  série 
de  onze  pièces;  or  cette  relation  suppose  évidemment  que  le 
n®  83  de  Lahire  correspondait  au  n°  1  de  la  suite  décroissante, 
par  conséquent  à  la  dernière  pièce  de  la  collection,  ainsi  que  nous 
l'avons  annoncé. 

En  présence  de  cette  conclusion,  nous  avons  évidemment  à  nous 
demander  si  les  pièces  du  MS.  fr.  n.  a.  5 160,  qui  ne  portent 
aucun  numéro  ou  qui  n'offrent  que  celui  d'Arbogast,  ou  bien  en- 
core celles  qui  portent  le  numéro  suivi  de  l'indication  2***,  ont  pu 
faire  partie  de  la  collection  de  f^ahire. 

En  ce  qui  concerne  les  deux  autographes  classes  par  Arbogast 
sous  les  n"*  47  et  69,  l'absence  de  tout  autre  numéro  ne  doit  pas 
faire  de  difficultés.  Dans  l'état  actuel,  le  numéro  qui  fait  défaut 
peut  d'ailleurs  être  masqué  par  la  reliure;  il  a  pu  tout  aussi  bien 
disparaître  par  quelque  autre  circonstance  facile  à  imaginer. 

Je  pense,  au  contraire,  que  la  réponse  à  l'écrit  des  amis  de 
M.  de  Fermât,  copie  qui  ne  porte  aucun  numéro,  qu' Arbogast 
n'a  pas  classée,  et  que  Legrand  n'a  pas  eue  entre  les  mains,  ne  pro- 
vient pas  de  la  collection  des  lettres  de  Descartes,  telle  qu'elle  a 
été  formée  à  Torigine;  Libri  a  dû  la  prendre  dans  d'autres  liasses 
de  papiers   de    Roberval  ;   c'est   bien  pour  ce  dernier  qu'elle  a 
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dû  être  faile,  car  elle  est  écrite  de  la  main  d'un  copiste  qu'il  a 
employé  assez  fréquemment. 

Reste  à  considérer  les  deux  pièces  portant  l'indication  «  i'^'^  » 
à  la  suite  du  numéro  inférieur. 

J'estime  que  ces  pièces  n'ont  pas  en  réalité  appartenu  à  une 
série  spéciale,  mais  qu'elles  avaient  été  annexées  dans  le  classement 
de  Lahire  aux  lettres  portant  les  mêmes  numéros. 

Pour  la  copie  cotée  lo  seconde,  il  ne  peut,  semble-t-il,  y  avoir 
de  doute;  c'est  un  extrait  de  la  lettre  du  3i  mars  i638(Clerselier, 
111,69;  Cousin,  VII,  i5j)  dont  l'original  portait  précisément  le 
n**  10  dans  la  collection  de  Lahire.  Clerselier  a  eu  d'ailleurs 
communication  d'une  copie  de  cette  pièce  (démonstration  de 
théorèmes  sur  la  décomposition  des  nombres  en  somme  de  carrés; 
règle  pour  trouver  les  nombres  amiables)  et  il  l'a  publiée  à  la 
suite  de  sa  lettre  III,  66,  sans  reconnaître  qu'il  y  avait  double 
emploi  avec  la  reproduction  de  la  partie  correspondante  dans  la 
minute  de  III,  69. 

On  s'explique  d'ailleurs  aisément  que  ce  fragment  n'ait  pas  été 
compris  dans  le  classement  d'Ârbogast,  tandis  que,  dans  ce  classe- 
ment, figure  sous  le  n^  13  la  pièce  cotée  9  seconde,  qui  est  com- 
plète et  renferme  la  copie  de  la  première  critique  dirigée  par 
Descaries  contre  la  méthode  de  maximis  et  minimis  de  Fermât 
(Clerselier,  III,  56). 

On  comprend  moins  que  cette  pièce  ait  été  rattachée  à  la  neu- 
vième lettre  de  la  collection  de  Lahire,  qui  est  celle  du  i4  août  i634 
(Clerselier,  II,  77),  antérieure  de  beaucoup.  Cependant  il  n'j  a 
point  là  une  preuve  décisive  contre  l'hypothèse  que  j'ai  émise; 
car,  si  l'on  ne  connaît  point  la  date  précise  de  la  pièce  cotée  9  se- 
condCy  elle  précède  en  tout  cas  celle  de  la  Lettre  10®  de  Lahire, 
et  il  n'y  avait  point  dans  la  collection  de  pièce  intermédiaire  (*). 

Mais  si  Arbogast  a  donné  un  numéro  spécial  à  une  pièce  de  la 
collection  Lahire  cotée  seulement  comme  doublet,  il  suit  de  là 
que,  pour  retrouver  les  quatre-vingt-trois  pièces  de  cette  collection, 
il  faut  admettre  qu'Arbogast  a  exclu,   comme  incomplète,    une 


(  *  )  Legrand  a  eu,  au  reste,  entre  les  mains,  notre  pièce  cotcc  9  seconde;  il  marque 
qu'elle  appartient  à  la  collection  communiquée  par  La  llirc,  et  qu'elle  n'est  pas 
autographe.  Quant  au  numéro,  il  ne  donne  aucune  indicnlion. 
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pièce  perdue  el  inédite  en  sus  de  celles  que  nous  avons  signalées. 

Or,  pour  chacun  des  trente-neuf  premiers  numéros  de  la  col- 
lection Lahire  (c'est-à-dire  jusqu'en  1641),  nous  pouvons,  grâce 
aux  indications  de  Legrand  et  au  relevé  de  dom  Poirier,  assigner 
le  numéro  d'Ârbogast  ou  affirmer  qu'ils  étaient  exclus  du  second 
classement. 

Il  n'y  a  d'ambiguïté  (*)  que  pour  les  n®*  4  et  H,  pour  lesquels 
on  ne  peut  d'ailleurs  disposer  que  d'un  seul  numéro  d'Ârbogast, 
le  i4%  qui  correspond,  comme  je  l'ai  dit,  aux  lettres  Clerselier, 
III,  74;  6^  Illy  59*  Legrand  a,  en  effet,  exceptionnellement  omis, 
pour  l'original  qu'il  avait  entre  les  mains,  de  noter  le  numéro  de 
Lahire. 

Mais,  si  ce  dernier  ne  s'est  pas  trompé,  par  suite  du  défaut  de 
date  de  cet  original,  il  a  dû  le  classer  entre  le  n°  10,  du  3 1  mars  1 638, 
et  12,  du  3  mai  i638. 

La  pièce  perdue  inédite  devait  donc  probablement  porter  le 
n°  4  et  tomber  comme  d^te  entre  le  18  décembre  1629  et  le 
i5  avril  i63o. 

En  résumé,  le  nombre  des  inédits  retrouvés  de  la  collection  des 
lettres  de  Descartes  à  l'Académie  des  Sciences  s'élèverait  à  douze, 
celui  des  inédits  encore  perdus  à  onze. 

Puissent  les  indications  que  j'ai  données  sur  leurs  dates  et  leur 
numérotage  contribuer  à  leur  découverte  et  en  amener  au  moins 
la  publication,  sinon  la  réintégration  des  précieux  originaux  dans 
les  Archives  d'où  elles  ont  été  soustraites!  {A  suivre.) 


(*)  Dans  l'édition  de  Cousin,  le  n"  4  de  Lahire  est  assigné  à  la  lettre  du  9  jan- 
vier 1639  (Clerselier,  II,  96;  Cousin,  VIII,  70).  Mais,  au  lieu  de  4,  il  faut  lire  21  ; 
l'autographe  se  trouve  actuellement  à  la  Bibliothèque  Victor  Cousin. 
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SUR  LE  CALCUL  DES  POLYNOMES  X.CcosB)  DE  LEGENDRE 
POUR  LES  GRANDES  VALEURS  DE  n  ; 

Par  m.  O.  CALLANDREAU. 

M.  DarboiiK  a  donné  une  formule  qui  généralise  celle  de  Laplace 
et  permet  d'obtenir  une  expression  approchée  de  X,,,  l'erreur 
commise  étant  de  Tordre  d'une  puissance  aussi  grande  qu'on  le 

voudra  de  -  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 

p.  39,  1878).  Depuis,  M.  Stieltjes  est  parvenu  à  un  beau  résultat, 
qui  consiste  en  ce  qu'en  prenant  les  k  premiers  termes  d'une  cer- 
laine  série,  analogue  à  celle  de  M.  Darboux,  l'erreur  commise  est 
inférieure  en  valeur  absolue  au  double  du  (A*  ■+•  i)»*^™»  terme,  dans 
lequel  on  aurait  remplacé  par  l'unité  le  cosinus  qui  figure  au  nu- 
mérateur {Comptes  rendus,  19  mai  1890).  L'objet  de  la  présente 
Note  est  d'établir  qu'on  peut  considérer  le  reste  de  la  série  de 
M.  Darboux,  comme  la  partie  réelle  d'une  expression  imaginaire 
.•Re'*,  et  que  l'affixe  de 


tombe  à  l'intérieur  du  cercle  décrit  avec  le  module  du  (A*  4-  i)'*^"" 
terme  comme  rajon,  et  dans  le  quatrième  quadrant  en  supposant 
cosB  positif.  On  pourra  ainsi  avoir,  dans  certains  cas,  un  rensei- 
gnement sur  le  signe  du  reste. 

1.    r^e  point  de  départ  est  l'égalité  suivante  :  soit 


on  a 


(/>>o). 


e-i'J'i(br)Ti' (Ix  —  -    l     dv  I     e-i"e-""""'9x'>  dx 


0  •''0 

71 


-  -  C  d        r(/i-f-i) 

ou,  en  faisant 

Bull,  des  Sciences  inatkem.,  1'  série,  l.  XV.  (Mai  1891.)  10 
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et  ayant  égard  à  la  formule  connue 

X„(cose)=-J^    (eoseH-tsinecos(p)«-^i' 
(i)  r(/i-+- i)X«=  r    e-P^J{bx)x'^dx. 

Nous  allons  nous  servir  du  développement  de  i{a)  en  série 
semi-convergente,  donné  par  Poisson  et  étudié  par  M.  Stieltjes 
dans  sa  Thèse.  On  peut  écrire 


(;-=)   ^,cos(«-?^) 


cos 
J(a)=-T^) r= ^ -*- T   f  "^ 

i«.3«...(2A:-3)«     I     """"'r  4        . 


i.2...(Â:  — 1}    4*-»  /(2a)*^-i 


Rjt(«), 


7C 


XI     e-"  a      « ^i 51 ^ duy 

*^o  i  H-  — 

où  l'on  a  mis,  pour  abréger  l'écriture, 

a  =  asin^p. 

Avant  d'aller  plus  loin,  remarquons  que  le  coefficient  numérique 

du  (A'  +  I )•''"''  terme  de  i{a)  peut  s'écrire 

2     i«.3*...(iX:  — 1)2    1 


âZ-jç  2.4*  •  •2  a' 


-j^  =  -~     /     sin^^i^dv  I     e-^u     ^du, 


et  que  l'on  obtient  ce  (A*-!-!)*^™®  terme,  si  l'on  fait  a  =  o  dans 
l'expression  de  R^. 

Revenons  maintenant  à  la  formule  (i).  Le  reste  ,*Ra,  quand  on 
prendra  les  A*  premiers  termes  de  X„(cos6),  sera 

le  (A  4-1  )'•'""*  terme  dans  X/i(cosO)  s'obtiendra  en  supposant  a=:o. 
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La  question  est  donc  ramenée  à  l'étude  de  éik 


7C 


^  I  I  /*  •  /**  A  — - 

(4)     <  /.  aA:H-i     \         a      .    /.         2Ar-4-i'  \ 

J^.          cosf  oar ; — ttIH y— sinf  6  a: ; — ic  )         ^    i 
r   e-/>--A 4 /      ^^^       V 4 U''-.aa,. 

46«ar« 
2.  La  dernière  intégrale  est  la  partie  réelle  de 

X 

L'égalité,  due  à  Dirichlet, 

r*  e-f'x*-^  dx       „../••  e-g'x^-'^  dx 


«,    X   r    e-f'x*-^dx       „,   ,   r^  e-9' 


xy 


valable  pour  les  valeurs  de  /  et  de  g  imaginaires  à  partie  réelle 
positive,  donne,  en  y  faisant 

e     *    ''l  =  r(n-^-f-i)    /     — i 

Soit  ^A^'*  le  reste,  quand  on  remplace  par  I  la  dernière  inté- 
grale dans  (4);  il  vient 


4  •'("-*-!)    . 


ic«      r(/i-hi)      /(  2  6  )«*-<■» 


X 


sin^^prfi'  /      e-'*a     ^du    i      j^^- 

^0      (i-H^)  » 
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1  dXj  a  =  ^  =  o,  on 

a  une  limite  supérieure  du  module  du  membre  de  droite;  <^a  ^^^^ 
inférieur  au  module  du  (Xr  -h  i)'*'"*  terme. 

Il  y  a  plus,  la  même  intégrale  est  de  la  forme  (a  et  c  >  o) 

[     (TTc^    ^"^     J^         (i4-car)«  Vo         (i-hcar)" 

J^  l{i-^cx)^        (I -h  car )'*-*-»  J 


0 

X  su 

(i  -l-cx)* 


=   /     '^{x)sinxdx — *  /     y(x)siBxdsr. 

Les  fonctions  ^(^)  et  '/^{j^)t  toujours  positives,  diminuent  con- 
stamment avec  x;  il  en  résulte 

Jf     ^{x)s'inxdx  r=  j     [<}/(ar)  —  <}/(ic -h  ar)-4-<}/('2  7r-f- jr) — ...]  sinarctr  >  o, 
0  *^o 

f     •^{x)sïnxdx=   I     [x(^)  —  )^(7r -4-a:)-f- 4'(2  7r-4-ar) —...]  sinar  ûte  >  o. 

Cela  complète  la  démonstration 
Le  développement  de  X,i(cos6)  est 


1.3... (an  —  i) 
1 


cos[(„+l)0-|] 


2.4. ..2/1     (  /isinO 


2rt  — I    2  /(asinO)» 

(i/i  — 1K2/1  — 3)  2.4  /(2sine)* 
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NOUVELLE  MÉTHODE  POUR  DÉMONTRER  LA  FORMULE  FONDAMENTALE 

DES  FONCTIONS  6  ; 

Par  m.  W.   KAPTEYN. 

Pour  démontrer  la  formule 

-^^i(y  —  a)^i(y^b)^i(Z'^x  —  a  —  b)^t(z  —x) 
-+-6i(z  — a)^i(z  — b)^i{x-^-y  —  a  —  b)^i(x — y)  =  o, 

je  construis  une  fonction  méromorphe  et  doublement  périodique 

/(t)  aux  périodes  (o  et  (o'  qui  admet,  dans  un  parallélogramme  des 

périodes,  les  pôles  simples  x,  y,  z  et  les  zéros  simples  a^  6,  c. 

Soit 

x-hy-^z  —  a  —  b  —  c  =  /nto-+-n(i>', 

m  et  n  étant  des  nombres  entiers. 

Cela  posé,  la  fonction  la  plus  générale  méromorphe  et  double- 
ment périodique  aux  périodes  co  et  o)'  qui  admet,  dans  un  paral- 
lélogramme des  périodes,  les  pôles  simples  x^  y,  z  et  les  zéros 
simples  a,  6,  c,  sera 


tnlZit 


e,(/— .a)o,(/  — 6)e,(^  — c) 


OÙ  c  est  une  constante  arbitraire. 

Or,  la  somme  des  résidus  de  toute  fonction  méromorphe  dou- 
blement périodique  par  rapport  aux  pôles  situés  dans  un  parallé- 
logramme des  périodes  étant  zéro,  on  aura 

inltfy 

e~"^0,(^-a)ei(^-6)0i(^-c)e,(5  -:r) 

e    *^     0,(z —a)e,(^ —6)6,(5 —0)61(2:— ^)  =  o. 

En  remplaçant  c  par  x-\-y-hz  —  a  —  b  —  mw  —  /iw',  el 
ayant  égard  à  la  formule 

tntzit 


e,(/ -f-ma>-+-/i(i>')  =  (-!)'«+'» 7-'*' <?       "    6,(0, 
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on  obtient 

inizix  inlii,  .. 

e    «^     0,(a?  — c)  =  (— i)'»-^«y-«"tf  ^  e,(— ^— z-+-a-4-6), 

{x-hY-^-s  —  a  —  b) 

«  6i(j^— c)  =  (— O'w-^^y-t'tf  *^  .  e,(— ar— «-ha-4-6), 

— — —  ^x-hy-hz-'a  —  b) 

En  substituant  ces  valeurs,  dans  la  relation  précédente,  la 
formule  fondamentale  sera  démontrée. 

Remarque.  —  En  admettant  quatre  pôles  simples  x,y^  z,  w, 
et  quatre  zéros  simples  a,  6,  c,  d^  dans  un  parallélogramme  des 
périodes,  on  obtient  la  formule 

61  (a? — a)^i{X'—b)^i{x — c)  6i(— ^— ^— a-+-a-+-6-+-c)6i(j^ — z)^i{y — a)6i{^  — m) 
ei(^— a)0,(^— 6)0,(^— c)e,(— 07— ^— a-4-a-f-6-+-c)e,(^— a?)ei(jr— a)0,(z  — u) 
Oi(z— a)6i(^— 6)0i(-5— c)6,(— a?— ^— a-Ha-h6H-c)6,(a7— ^)6i(j? — a)6|(^— m) 
6,(a  — a)6i(t/— 6)0i(a— c)6i(— 07— ^— z-4-a-h6-hc)6i(^— j?)6i(a: — -8)6|(^— >5)  =  o, 

et  ainsi  de  suite. 
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H.  POINCARÊ,  Membre  de  rinstilut.  —  Électricité  et  Optique.  I.  Les 
théories  de  Maxwell  et  la  théorie  électronuignétique  de  la  lumière.  Leçons 
professées  pendant  le  second  semestre  1887-88,  rédigées  par/.  £londi/i. 
î  voL  in-8°,  xix-3i4  p.;  1890.  —  IL  Les  théories  de  Helmholtz  et  les  expé- 
riences de  Hertz.  Leçons  professées  pendant  le  second  semestre  1889-90, 
rédigées  par  B,  Brunhes.  i  vol.  in-R",  \i-9.62  p.;  1891.  Paris,  G.  Carré, 
58,  rue  Saint-André-des-Arts. 

Les  leçons  réunies  dans  ces  deux  Volumes  onl  été  professées  a 
la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  pendant  les  mois  de  mars  à  juillet 
des  années  j 888  et  1890.  Elles  sont  inspirées  du  même  esprit  et 
traitent  de  sujets  tellement  liés  que  j'ai  cru  devoir  attendre  la  pu- 
blication du  second  Volume,  annoncée  comme  prochaine,  pour 
rendre  compte  des  deux  à  la  fois  (^). 

Dans  la  préface  du  premier  Volume,  M.  Poincaré  s'attache  à 
faire  ressortir  toute  l'importance  de  l'application  des  équations  de 
Lagrange  aux  phénomènes  d'induction  faite  par  Maxwell,  d'abord 
dans  un  Mémoire  des  Transactions  philosophiques  de  la  So- 
ciété Hoy  aie  de  Londres,  t.  CLV,  i8()5,  p.  4^9-*^i2,  ensuite  dans 
son  grand  Traité  d^ Electricité  et  de  Magnétisme,  L  II,  4*"  Partie, 
Ch.  V,  VI  et  VII. 

Il  en  montre  bien  le  caractère,  dans  ces  lignes  (jue  lui-même  a 
soulignées  : 

«  Pour  démontrer  la  possibilité  d'une  explication  mécanique  de 
rélectricité,  nous  n'avons  pas  à  nous  préoccuper  de  trouver  cette 
explication  elle-même,  il  nous  suffit  de  connaître  l'expression  des 
deux  fonctions  T  et  U  qui  sont  les  deux  parties  de  l'énergie,  de 


(*)  Dans  l'analyse  du  Livre  d*Optique  de  M.  Poincaré,  j'ai  commis  deux  lapsus 
que  je  comptais  rectifier  ici,  dans  l'évaluation  des  forces  élastiques  lorsque  le 
milieu  est  soumis  à  des  pressions  extérieures  constantes  {Bull,  des  Se.  math., 
!*•  Partie,  1889,  P*  '7^>  ^^^^  *»  P*  '77'  P*  '^9»  "^^^  ')•  -^L  Poincaré  les  a  tout  récem- 
ment relevés,  et  en  a  indique  l'origine;  il  suffira  donc  de  renvoyer  à  la  Note 
qu'il  a  publiée  aux  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
U  CXIIy  n"  17,  p.  9i4y  ainsi  qu'à  un  Travail  de  M.  Boussincsq  [  Théorie  des  ondes 
liquides  périodiques,  note  3  {Mémoires  des  Savants  étrangerSy  t.  XX,  p.  584; 
187a)]  et  aux  Exercices  de  Physique  mathématique  de  Cauchy. 

Bull,  des  Sciences  matliém.,  a*  série,  t.  XV.  (Juin  1891.)  11 
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former  avec  ces  deux  fonctions  les  équations  de  Lagrange  el  de 
comparer  ensuite  ces  équations  avec  les  lois  expérimentales.  » 

Les  quatre  premiers  Chapitres  sont  consacrés  à  TEIectrostâtique  ; 
M.  Poincaré  apporte  tous  ses  soins  à  Texposé  des  idées  de 
Maxwell;  en  essayant  de  mettre  quelque  précision  là  où  Maxwell 
est  systématiquement  resté  dans  le  vague,  il  arrive  à  dégager  deux 
comparaisons  différentes  qui,  tour  à  tour,  ou  même  simultanément, 
ont  guidé  Maxwell  dans  le  choix  des  ses  hypothèses  généralisa- 
trices;  de  là  vient  l'obscurité  de  certains  passages  de  Maxwell,  ces 
deux  comparaisons  directrices  n'étant  pas  toujours  compatibles. 
M.  Poincaré  les  expose  dans  deux  Chapitres  distincts,et  ne  craint 
pas  de  les  exagérer  pour  en  bien  faire  saisir,  en  même  temps  que 
l'utilité,  la  vanité  profonde. 

Concevons  deux  matières  incompressibles,  Tune  l'électricité  des 
conducteurs,  et  une  autre,  que  M.  Poincaré  appelle  le  fluide  in- 
ducteur, occupant  tout  l'espace  isolant.  Ce  dernier  est  bien  en- 
core de  l'électricité  au  point  de  vue  des  actions  qu'il  exerce  à  dis- 
tance, mais  dans  un  état  qui  diffère  autant  du  premier  que,  par 
exemple,  l'eau  de  la  glace;  la  condition  d'équilibre  est  toute  diffé- 
rente. Dans  les  conducteurs,  l'électricité  obéit  sans  résistance  élas- 
tique aux  actions  électromotrices  el  n'est  en  équilibre  que  lorsque 
celles-ci  sont  nulles.  Le  fluide  inducteur,  dans  les  isolants,  met  au 
contraire  enjeu  une  résistance  élastique  proportionnelle  à  son  dé- 
placement, capable  d'équilibrer  une  force  électromotrice  :  c'est 
l'hypothèse  de  Maxwell.  Ce  point  de  vue  est  développé  dans  le 
Chapitre  11. 

Dans  le  Chapitre  III,  est  exposée  une  théorie  toute  différente, 
celle  des  cellules.  On  peut  améliorer  notablement,  et  rendre  ri- 
{^oureuse  (t.  I,  p.  Sa)  la  suite  des  raisonnements  que  l'on  fait  dans 
la  théorie  du  magnétisme  induit  de  Poisson,  transportée  par  Mos- 
solli  aux  diélectriques,  et  développée  depuis  par  nombre  de  phy- 
siciens. M.  Poincaré  finit  par  lui  donner  la  forme  suivante  :  le  mi- 
lieu (même  le  vide)  est  regardé  comme  constitué  par  un  très  grand 
nombre  de  petites  cellules  conductrices,  entassées  les  unes  sur  les 
autres,  mais  séparées  par  une  mince  couche  isolante.  La  couche  iso- 
lante est  supposée  de  même  nature  dans  tous  les  diélectriques  ; 
la  matière  des  cellules  conductrices  est  supposée  infiniment  con- 
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duclrice,  car  on  admettra  plus  tard  que  le  déplacement  de  l'élec- 
tricité, dans  son  intérieur,  s'efTectiie  sans  dégagement  de  chaleur 
de  Joule.  Deux  parois,  appliquées  Tune  contre  l'autre,  de  deux 
cellules  différentes  se  comportent  comme  un  petit  condensateur, 
et,  quand  celui-ci  se  charge,  le  cheminement  de  Télectricité,  posi- 
tive dans  l'une  des  cellules,  négative  dans  Tautre,  équivaut  à  un 
transport  direct  d'électricité  d'une  cellule  dans  l'autre,  et  dé- 
finit très  simplement  le  déplacement  électrique.  Sous  Tinfluence 
de  forces  électromotrices,  chaque  cellule  se  charge  et  atteint  un 
état  d'équilibre  pour  lequel  la  force  électrique  est  nulle  dans  chaque 
cellule,  mais  très  grande  dans  l'intervalle  qui  les  sépare,  et  nos 
moyens  d'investigation  ne  nous  donnent  que  la  pente  moyenne  de 
l'espèce  d'escalier  qui  figure  l'accroissement  du  potentiel  le  long 
d'une  file  de  cellules. 

Au  Chapitre  IV,  M.  Poincaré  montre  qu'il  est  impossible  d'ima- 
giner un  milieu  servant  à  transmettre  par  des  actions  élastiques 
des  forces  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance.  C'est  la  con- 
clusion à  laquelle  j'étais  arrivé  un  an  plus  tôt,  dans  un  Mémoire, 
qui  n'est  certes  pas  irréprochable,  mais  dont  un  résultai  pourtant 
me  paraît  mériter  d'êlre  énoncé.  On  sait  comment  Maxwell  a  pro- 
cédé dans  sa  tentative;  il  a  commencé  par  chercher  des  expres- 
sions des  six  forces  élastiques  telles  que  leur  action  sur  un  élément 
de  volume  ait  justement  la  valeur  que  donnerait  l'action  à  distance, 
et  il  a  indiqué  des  valeurs  qui  sont  devenues  classiques  :  il  y  en  a 
une  infinité  d'autres  possibles,  dit  M.  Poincaré;  oui,  en  toute  ri- 
gueur; non,  si  l'on  s'impose,  comme  l'indique  la  nature  même  du 
sujet,  la  condition  que  ces  forces  élastiques  ne  dépendent  direc- 
tement que  des  trois  composantes  de  la  force  électrique  au  même 
point.  Ce  sont  ces  expressions  des  forces  élastiques,  dont  aucun 
genre  de  déplacements  ne  peut  rendre  compte.  Les  recherches  li- 
mitées de  M.  Beltrami  sur  ce  point  conduisent  au  même  résultat, 
qui  n'est  nullement  contredit  par  des  recherches,  d'ailleurs  inté- 
ressantes mais  toutes  différentes,  de  M.  Cerrutti  ri  de  M.  Somi- 
gliana  sur  les  déformations  produites  dans  un  corps  élastique 
ordinaire  par  des  forces  quelconques,  et  en  particulier  newto- 
niennes.  Faut-il  donc  conclure  qu'il  est  impossible  de  représenter 
ces  actions  par  l'intermédiaire  d'un  milieu  élastique?  Non,  mais  seu- 
lement que  le  problème  a  été  incomplètement  posé-,  j'espère  mon- 
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trcT  a  bref  délai,  dès  que  j'aurai  publié  les  parties 
des  recherches  sur  la  plasticité,  qu'il  suffit  de  réparer 
pour  entrer  facilement  dans  cette  voie  féconde  cl 
turellement  tous  les  phénomènes  de  l'équilibre  éiectrîqwe 
moins.  D'ailleurs  les  difficultés  que  l'on  rencontre  <lan5  la 
de  Maxwell  pour  l'Électrostatique  et  que  je  m^eflbrceraî  de  ■MttPf 
en  évidence  un  peu  [)lus  loin,  me  portent  à  attribuer  de  plss- es 
plus  d'imporlance  aux  essais  même  incomplets  de  Théorie  mtitc^ 
nique  de  l'éleetricité. 

Le»  (Chapitres  V,  VI,  VU,  VU!  sont  consacrés  à  la  loi  d*OiuB. 
au  Magnétisme,  à  Tl^lectromagnétismc,  traité  avec  une  rare  élé- 
gance, el  à  l'Klectrod^'namique;  ce  dernier  conduit  à  une  expnr<- 
Mion  générale  du  potentiel  électrodjnamique  d'un  sTstème  de 
courants  fermés  parcourant  l'espace. 

Au  (ihapilre  I\  (Induction),  après  une  assez  rapide  et  pmdenle 

expOMiti(»n  de  la  méthode  indiquée  par  Helmhollz  et  Thomsoo, 

noui  arrivons  h  la  célèbre  application  des  équations  de  Lagrange, 

fuite  par  Maxwell  à  l'Klectrodjnamique.  Le  lecteur  français  avant 

maintenant  à  sa  dis|)osilion  l'Ouvrage  même  de  Maxwell,  il  était 

inutile  i\v  reproduire  Tanal^'se  générale  du  savant  anglais  et  la 

difieuM.Hion  des  term(^s  de  l'énergie  cinétique  qui  contiennent  des 

produits  d'une  vit(^sse  du  conducteur  par  une  intensité  de  courant. 

M.  Poincaré  adm(*t,  dès  le  début,  que  l'énergie  cinétique  est  la 

iioninie  de  la  (h^mi-force  vive  visible  de  la  matière  ordinaire  et  de 

Téiiergie  einétiipK;  du  fluide  de  Maxwell,  laquelle  est,  par  hypo- 

ihène,  le  potentiel  électrodjnamique  du  système  par  rapport  à  lui- 

nH^nie,  tel  qu'il  nous  est  donné  par  les  expériences  de  déplacement 

ilri  rondurleurs.   Le  courant  est  ici  un  écoulement  de  matière 

l'ieririque  le  long  des  fils  conducteurs;  dans  le  raisonnement  de 

Miuwell,  iiuhh!  indéterminé  que  possible,  le  phénomène  du  cou- 

iiinl  rlee.tri(|iie  correspondait  à   un  état  de  mouvement   inconnu 

d'iinr  niiilière  distribuée  d'ailleurs  dans  tout  l'espace.  L'exposition 

di-  M.  Poinciiré  <îsI  incontestablement  plus  nette  et  plus  précise. 

Ilrufr  encore  un  |)oint  délicat  :  au  point  de  vue  strictement  méca- 

MMiur,  riniroduelion  de  la  résistance  d'Ohm  dans  les  équations  du 

Mioiivenirnl  de  IVhîelricité  est-elle  bien  légitime? 

Lrn  (llhipifres  X,  XI,  XII,  XIII  sont  consacrés  aux  équations 
^y»Mi'riile«*  du  «liJimp  magnétique,  à  la  théorie  électromagnétique 
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de  la  lumière,  à  la  polarisation  rotatoîre  magnétique,  et  le  livre  se 
termine  par  un  Chapitre  dû  à  M.  Blondin  sur  les  vérifications 
expérimentales  des  hypothèses  de  Maxwell. 

Cessant  de  suivre  le  livre  de  M.  Poincaré,  je  vais  essayer  de 
montrer  à  quelle  difficulté  se  sont  heurtés  tous  ceux  qui  ont  voulu 
tirer  parti  des  résultats  acquis  dans  l'étude  des  actions  des  charges 
électriques  et  des  courants  fermés,  pour  les  étendre  aux  courants 
ouverts,  au  moins  en  apparence,  comme  ceux  qui  se  produisent 
dans  un  fil  au  moment  où  il  ramène  au  même  potentiel  deux  corps 
inégalement  électrisés. 

L^intensité  d'un  courant,  la  force  magnétique  en  un  point,  et 
la  force  électromotrice  d'induction 

sont  liées,  dans  le  cas  des  courants  fermés,  par  les  deux  groupes 
de  relations,  dont  je  n'écris  que  les  premières  : 

oy        ()z 

[JL  est  un  coefficient  (d'aimantation)  qui  reste  constant  dans  un 
même  milieu,  et  varie  peu  d'un  milieu  à  un  autre,  sauf  dans  le  fer, 
le  nickel  et  le  cobalt. 

Les  équations  (i)  ont  pour  conséquence 

àa        àv        dw 
Ox       oy        oz 

et  si,  comme  des  expériences  nombreuses  l'indiquent,  nous  regar- 
dons 1/,  Vj  iv  comme  représentant  les  quantités  d'électricité  qui 
traversent  pendant  l'unité  de  temps  l'unité  de  surface  prise  nor- 
malement aux  axes  des  Xj  y^  s,  l'équation  exprime  que  la  quantité 
d'électricité  contenue  dans  un  élément  de  volume  quelconque  ne 
peut  subir  aucune  variation,  qu'aucune  charge  électrostatique  ne 
peut  apparaître  nulle  part. 

Acceptons-nous  les  équations  (1)  comme  générales  et  rigou" 
retises,  nous  voilà  forcés  d'admcHre  qu'il  ne   peul   se  produire, 
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malgré  les  apparences,  que' des  courants  fermés,  cl  de  faire  une 
hypothèse  pour  expliquer  comment.  C'est  ce  que  fait  Maxwell; 
■nais  remarquons- le  bien  :  si  nous  traitons  les  équations  (t),  non 
pas  comme  approchées,  mais  comme  rigoureuses,  et  si  nous  con- 
servons à  u,  c,  IV,  sa  signiHcaiion  de  flux  d'éleclricité  slaUque, 
toutes  les  forces  électrostatiques  disparaissent  du  même  coup, 
pnisque  aucune  charge  d'électricité  ne  peut  varier  nulle  part;  il 
n'y  a  de  nouveauté  qu'à  le  dire  en  français;  Maxwell,  et  tous  ceux 
qui  ont  exposé  sa  théorie,  l'ont  tous  écrit  en  équations  :  le  potentiel 
électrostatique  est  nécessairement  une  fonction  linéaire  du  temps, 
constante,  par  conséquent,  si  on  ne  lui  a  pas  communiqué  de 
vitesse  de  variation  initiale. 

Comment  Maxwell  imagîne-t-il  qu'un  courant  puisse  se  fermer 
toujours?  Il  étend  au  vide  la  conception  imaginée  pour  rendre 
compte  du  rôle  des  isolants  dans  les  condensateurs  1  lorsqu'une 
force  électro motrice  agit  sur  un  diélectrique,  elle  le  modifie  et 
rend  chaque  élément  de  volume  équivalent,  au  point  de  vue  du 
potentiel  électrostatique,  à  l'ensemble  de  deux  masses  égales  et 
opposées,  un  peu  séparées  Tune  de  l'autre  :  leur  distance  restant 
au-dessous  d'une  limite  extraordinai rement  petite,  mais  la  gran- 
deur des  masses  séparées  pouvant  croître  indéfiniment.  C'est  cette 
séparation  des  deux  masses  qui  équivaut  au  transport  d^une  quan- 
tité d'électricité,  et  dont  la  vitesse  de  variation  jouera  le  rôle  d'une 
intensité  de  courant.  Celte  conception  paraîtra  sans  doute  bien 
artificielle,  surtout  en  songeant  que  de  tels  changements  d'état 
doivent  se  produire  cncrgiquement  même  dans  le  vide  :  c'est  celle 
de  Maxwell.  Elle  a  d'ailleurs  directement  pour  conséquence  que,  à 
toute  charge  réelle  à  la  surface  du  conducteur  correspond  une 
charge  apparente  de  la  surface  du  diélectrique  égale  et  de  signe 
contraire  à  la  première,  qui  la  neutralise  rigoureusement. 

Avec  ces  conventions,  ily  a  dos  courants  (de  polarisation)  dans 
lout  espace  isolant,  et  ce  sont  ces  courants,  ainsi  que  les  forces 
électromotriees  d'induction  et  les  forces  électromagnétiques,  dont 
la  propagatiou  suit  des  lois  identiques  à  celles  de  la  lumière,  avec 
des  valeurs  des  constantes  numériques,  déduites  uniquement  de 
l'électricité,  tellement  voisines  des  constantes  optiques,  qu'il  est 
bien  difficile  de  n'être  pas  séduit  par  celle  analogie.  Mais  nous 
avons  perdu  léleclroslalique  en  route;  d'ailleurs,  nous  aboutis- 
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sons  à  une  vitesse  de  propagation  nulle  d^un  certain  genre  de 
perturbations,  c'est-à-dire  à  un  état  déjà  instable  du  milieu.  Il 
est  donc  impossible  d'admettre  comme  rigoureuses  les  conven- 
tions de  Maxwell;  il  faut,  ou  les  remplacer  par  d'autres,  toutes 
différentes,  mais  conduisant  à  la  même  analogie  avec  la  lumière 
(nous  n'j  saurions  plus  renoncer),  ou  tout  au  moins  ne  plus  les 
traiter  que  comme  approchées,  correspondant  à  un  état  limite 
presque  atteint,  mais  pas  tout  à  fait.  Ce  dernier  point  de  vue 
nous  conduit  tout  naturellement  aux  recherches  de  Helmholtz. 
L'illustre  savant  s'est,  peu  à  peu,  avancé  bien  loin  de  son  point  de 
départ,  et  bien  plus  près  de  la  théorie  de  Maxwell  qu'il  ne  s'y 
attendait;  les  expériences  y  ramènent  quoi  qu'on  fasse.  Au  lieu 
d'accepter  comme  exactes  les  équations  (i),  Helmholtz  les  regarde 
comme  incomplètes  dans  le  cas  de  circuits  ouverts  supposés  pos- 
sibles et  y  ajoute  un  terme  qui  devient  sans  influence  sur  un  cir- 
cuit fermé,  en  écrivant 

(III)  ir:u=p--f^^, 

oy       dz        ôx 

et  conserve  les  équations  (2).  La  signification  physique  de  la  quan- 
tité F,  G,  H  reste  la  même;  celle  de  la  force  magnétique  aussi, 
pourvu  qu'on  la  définisse  par  le  couple  qu'elle  exerce  sur  un  cou- 
rant fermé  infiniment  petit  {voir  Poincaré,  t.  II,  p.  60  et  suiv.); 
mais  l'expression  des  F,  G,  H  sous  forme  d'intégrales  a  changé. 
Maxwell  (  *  )  avait  pris 

r  r  ru'dx'dy'dz' 

Les  hypothèses  d'Helmholtz  le  conduisent  à  prendre 

p'  est  la  densité  de  l'électricité  au  point  x'^  y' y  z\  situé  à  distance 
r  du  point  x^y^  z  auquel  se  rapporte  F;  A:  est  une  constante  arbi- 


dy 
(•)  Trad.  Il,  p.  291.  —   Il  rétablit  d'ailleurs   un    terme  complémentaire  ~ 

OX 

dans  la  théorie  de  la  lumière,  pour  dire  «  qu'il  ne  correspond  à  aucun  phénomène 
physique  n. 
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traire  introduite  par  Helmhoitz,  qui  n'intervient  pas  lorsqu^il 
s'agit  de  courants  fermés,  qu'il  faut  faire  égale  à  i  pour  retrouver 
la  théorie  de  l'Électrodynamique  de  Neumann.  Comme  nous  avons 
fait  choix  du  système  d'unités  électromagnétiques  dans  les  expres- 
sions de  F,  G,  H,  mettons  en  évidence  un  coefficient  X  à  déter- 
miner dans  la  loi  de  l'Électrostatique /=  -5—7;  le  potentiel  élec- 
trostatique est 

et  les  équations  III  sont  alors 

Du  choix  du  potentiel  éleclrodynamîque  fait  par  Helmholtz  ré- 
sultaient bien  des  conséquences  dont  quelques-unes,  au  moins 
singulières,  ont  donné  lieu  à  une  vive  controverse,  que  M.  Poin- 
caré  rappelle  brièvement,  entre  Helmholtz  et  M.  J.  Bertrand.  Il 
s'agissait  du  rôle  joué  par  les  extrémités  des  courants,  et  en  parti- 
culier par  des  contacts  glissants  même  dans  des  courants  fermés. 

Quoi  qu'il  en  soit,  ces  nouvelles  équations  II  et  III  permettent 
l'accumulation  de  l'électricité,  et  nous  pouvons,  à  chaque  valeur 
de  k,  faire  correspondre  une  valeur  de  X  qui  nous  conserve  toute 
réleclroslatique,  telle  que  nous  la  connaissons,  en  même  temps 
que  l'électrodynamique  des  courants  fermés.  Dans  toute  une  série 
de  travaux  faits  à  son  laboratoire,  par  lui-même  ou  par  ses  élèves, 
M.  Helmholtz  s'est  efforcé  de  mettre  en  évidence  les  actions  que 
des  circuits  ouverts  donneraient,  en  les  calculant  pour  la  partie 
métallique  du  circuit  et  négligeant  ce  qui  se  passe  à  l'extérieur, 
dans  le  diélectrique.  Malgré  la  difficulté  des  expériences,  les  ré- 
sultats ne  furent  pas  douteux;  il  fut  toujours  impossible  d'observer 
la  plus  petite  action.  Il  fallut  bien  se  rendre  :  les  courants  se  fer- 
ment ou  en  totalité  ou  pour  la  plus  grande  part  à  travers  le  diélec- 
trique, même  le  vide,  et  il  fallut  revenir  à  la  conception  des  cou- 
rants de  polarisation  de  Maxwell.  Mais,  cette  fois,  ce  n'est  plus 
comme  rigoureuses,  mais  seulement  comme  approchées  que  nous 
traitons  les  équations  I;  nous  les  obtenons  en  faisant  X  petit  dans 
les  équations  III. 
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Plus  A  csl  pelit,  plus  raccumulation  d^électricilé  est  petite,  mais 
plus  l'action  électrostatique  d^ine  même  masse  est  grande  ;  les  deux 
changements  se  compensent;  à  la  surface  d'un  conducteur  se  trou- 
vent des  charges  opposées  dans  le  conducteur  et  dans  le  diélec- 
trique dont  la  différence  infiniment  petite  est  de  l'ordre  de  X;  les 
courants  sont  presque  fermés;  mais  cet  excès  infiniment  petit  de 
charge  produit  un  potentiel  électrostatique  fini,  à  cause  delà  gran- 
deur infinie  de  l'action  de  deux  masses  finies  d'électricité.  Nous 
retrouvons  à  peu  près  les  équations  de  Maxwell,  avec  sa  concep- 
tion de  la  polarisation,  comme  cas  limite,  mais  avec  un  change- 
ment notable;  nous  avons  conservé  l'électrostatique,  et  au  lieu  de 
trouver  une  vitesse  de  propagation  nulle,  un  état  instable,  pour  le 
potentiel  électrostatique,  c'est  une  vitesse  extraordinairement 
grande  par  rapport  à  la  vitesse  de  la  lumière,  une  vitesse  infinie, 
que  nous  trouvons  en  faisant  tendre  X  vers  zéro. 

Quant  aux  courants,  qui  sont  transversaux,  leur  vitesse  de  pro- 
pagation est  égale  à  la  vitesse  de  la  lumière  si  X  est  nul,  supérieure 
si  X  est  différent  de  zéro,  k  disparaît  sensiblement  des  équations, 
puisque  les  courants  sont  presque  fermés. 

C'est  à  l'exposition  de  cette  théorie  d'Helmholtz  et  du  passage  à 
la  théorie  de  Maxwell  que  sont  consacrés  les  cinq  premiers  Cha- 
pitres du  second  volume  :  Formule  d'Ampère.  Induction.  Théorie 
de  Weber.  Théorie  de  Helmholtz.  Passage  à  la  théorie  de  Maxwell. 

Les  Chapitres  qui  suivent  sont  consacrés  à  l'œuvre  de  Hertz  et 
à  leur  théorie  :  «  Beaucoup  de  personnes  trouveront  cette  tenta- 
tive bien  prématurée,  et  elles  n'auront  pas  tort;  je  n'ai  pu  arriver 
à  aucune  conclusion  définitive,  les  résultats  expérimentaux  ne  le 
permettent  pas  encore.  Aussi  cette  partie  de  l'Ouvrage  est  destinée 
à  vieillir  rapidement  et  il  faudra  la  recommencer  dans  quelques 
années.  Mais  l'importance  de  la  question  est  assez  grande  pour 
que  l'on  prenne  la  peine  de  recommencer  cette  tâche  plusieurs 
fois.  Peut-être  d'ailleurs  les  quelques  tentatives  que  j'ai  pu  faire 
et  les  doutes  ipêmes  que  j'exprime  ne  seront-ils  pas  sans  utilité 
pour  les  chercheurs  qui  construiront  l'édifice  définitif.  » 

Ainsi  parle  M.  Poincaré  dans  sa  préface;  aussi  ai-je  lu  avec  une 
attention  particulière  cette  partie  de  son  œuvre,  et  me  permettrai-je 
d'en  parler  en  toute  sincérité,  sans  aucune  prétention  à  l'infailli- 
bilité sur  de  pareilles  questions. 
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L^un  des  résultats  les  plus  importants  de  la  théorie  est  le  sui- 
vant :  Dans  la  théorie  de  Maxwell,  les  courants  périodiques  de  très 
courte  période  se  localisent  à  la  surface  des  conducteurs,  et  sont 
tout  à  fait  négligeables  à  quelque  profondeur,  à  moins  qu^ils  «ne 
soient  engendrés  dans  cette  profondeur  même  par  quelque  force 
électromolrice  périodique  (thermo-électrique  ou  chimique),  ce 
qui  n'arrive  évidemment  pas  pour  des  périodes  aussi  courtes  que 
celles  que  nous  aurons  à  considérer.  Les  équations  du  courant  élec- 
trique dans  le  conducteur  sont  alors  les  mêmes  que  celle  du  mou- 
vement de  chaleur  par  conductibilité,  ou  celles  des  mouvements 
lents  d'un  liquide  très  visqueux  et  se  réduisent  à 

quand  on  n'essaye  pas  de  tenir  compte  des  propriétés  diélectriques 
du  conducteur,  abstention  justifiée  par  notre  ignorance.  Pour  des 
courants  excités  dans  le  conducteur  par  des  forces  électromotrices 
d'induction  périodiques,  une  intégrale  bien  connue  de  Fourier  est 
avec  les  notations  actuelles 

.    -5iirv/|        /27t/  ^  /G    \ 

L'amplitude  des  variations  du  courant  de  période  T  décroit  à 
partir  de  la  surface  supposée  plane  comme  l'exponentielle 

elle  est  réduite  à  une  fraction  déterminée,  au  millième  par  exemple, 
à  une  profondeur  ^  qui  varie  proportionnellement  à  la  racine  carrée 
de  la  période  T.  En  C.  G.S.  électromagnétique,  la  conductibilité 
spécifique  C  est  pour  le  cuivre  environ  6.  io~*,  et  l'exposant  devient 

à  peu  près  o,i5  -^-  La  profondeur  à  laquelle  l'amplitude  du  cou- 
rant est  réduite  au  millième  est  en  centimètres  7\/T  x  7  environ, 
soit  pour  des  périodes  de  lo"**^,  io~^,  io~®,  io~*  seconde,  respec- 
tivement S'^"*,  ©"^"jS,  o^'^joS  et  o'''",oo5.  A  un  même  instant  la 
phase  du  courant  périodique  varie  avec  la  profondeur  proportion- 

nellement  à  la  même  quantité  o,  i5-r=r.  >  en  sorte  que  c'est  un  peu 
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avant  cette  profondeur  où  Tamplitude  est  réduite  à  o^ooi  que  la 
phase  redevient  la  même  qu^àla  surface,  augmentée  de  2tc  ou  6,3. 

Pour  une  même  force  électromotrice  à  la  surface  même,  la  quan- 
tité totale  d'électricité  qui,  à  chaque  instant,  traverse  une  aire  nor- 
male à  la  surface  et  suffisamment  prolongée  à  Fintérieur  du  con- 
ducteur varie  comme  l'exposant,  et  se  réduit  de  plus  en  plus  à 
mesure  que  la  période  devient  plus  courte.  Ces  caractères  généraux 
se  conservent  naturellement  quelle  que  soit  la  forme  du  conduc- 
teur, et  Ton  peut  dire  que,  dans  un  bon  conducteur,  comme  le 
cuivre,  un  coiirant  qui  s'intervertit  lo*  fois  par  seconde  est  tout 
entier  (à  moins  d'un  millième  près)  localisé  dans  une  profondeur 
de  moins  d'un  dixième  de  millimètre  à  partir  de  la  surface.  Tout 
cela  est  bien  connu  depuis  Maxwell.  C'est  au  fond  la  seule  chose 
que  l'on  puisse  déduire  du  raisonnement  très  rapide  que  fait 
M.  Poincaré  à  la  page  167,  et  qui  le  conduit  à  la  conséquence  sui- 
vante :  La  force  électrique  totale  dans  le  diélectrique  aboutit 
normalement  à  la  sur/ace  du  conducteur, 

La  densité  du  courant  à  un  instant  donné  t,  à  la  profondeur  ^, 
est 

,    -z^nyÂ  (t  ^  /C\ 

L'intensité  totale  dans  la  couche  superficielle  est  donc 

-r"^'  =  r.l/î"'(T-!)- 

Ainsi  la  densité  du  courant  Uq  à  la  surface  (<3  =  o)  a  une  ampli- 
tude 27:1/™  fois  plus  grande  que  l'intensité  totale;  en  outre,  la 

phase  est  différente.  C'est  le  premier  caractère  qu'il  importe  de 
retenir,  et  que  je  supposerai  encore  exact  comme  ordre  de  gran- 
deur lorsque  le  courant,  au  lieu  d'être  uniforme  dans  toute  la  sur- 
face, est  variable,  d'un  point  à  l'autre. 

Pour  le  cuivre,  la  densité  du  courant  à  la  surface  même  est  de 

l'ordre  du  produit  de  l'intensité  totale  du  courant  qui  circule   dans 

_i 
la  couche  superficielle  par  0,1 5T   ^,  soit  mille  cinq  cents,  pour  10* 

oscillations  par  seconde. 
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La  force  éleclromotrice  tangenlîelie  p>  nulle  là  où  le  courant  est 

nul,  c'est-à-dire  au  delà  d'un  dixième  de  millimètre,  croît  avec 
une  très  grande  rapidité  à  mesure  qu'on  se  rapproche  de  la  sur- 

/G        U 
rp  X  p»  soit 

o,25Uio^,  pour  le  cuivre  avec  une  période  T=  lo"*.  Elle  con- 
serve d'ailleurs  la  même  valeur  en  passant  dans  le  diélectrique. 

Pour  trouver  la  composante  normale  de  la  force  électromotrice, 
écrivons,  dans  les  idées  de  Maxwell,  l'équation  de  conservation  de 
l'électricité  à  travers  la  surface  du  conducteur;  désignons  par  Xy 
y  y  z  trois  coordonnées  rectangulaires  dont  une  z  normale  à  la  sur- 
face; U,  V  les  intensités  totales  des  courants  de  la  couche  super- 
ficielle à  travers  l'unité  de  longueur  prise  suivant  Ox,  ou  sui- 
vant Oy]  h  le  déplacement  dans  le  milieu  diélectrique  de  pouvoir 
inducteur  K;  on  trouve  facilement 

^       ^  _  ^i . 

les  deux  membres  expriment  de  manières  différentes  la  variation 
de  la  densité  de  l'électricité  à  la  surface;  si,  en  particulier, le  cou- 
rant est  dirigé  suivant  la  coordonnée  x^  V  est  nul,  et  la  compo- 
sante normale  dans  le  diélectrique  est 


-r—  dt. 

..    Ox 

0 


u  dans  le  conducteur  est  une  fonction  périodique  de  la  coor- 
donnée X,  qui  change  de  signe  à  chaque  demi-longueur  d'onde, 

ainsi  que  ^;  quand  les  oscillations  sont  stationnaires,  il  j  a  donc 

des  lignes  où  h  est  nul;  je  désignerai  la  période  par  L,  valeur 
difficile  à  préciser,  et  dont  il  faudra  se  faire  une  idée  dans  chaque 
cas  particulier,  mais  qui  sera  de  l'ordre  de  la  longueur  d'onde  de 
l'oscillation  dans  le  diélectrique,  soit  S.io'^T  dans  Pair.   Donc 

—  est  de  l'ordre  de  -j^U,  et  A  de  l'ordre  de  j-  U.  La  composante 
normale  esl  donc  de  Tordre  de  ^—p  U,   et  le   rapport  de  la  com- 
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posante  langcnlielle  à  la  composante  normale  est  de  Tordre  de 

271/ 


-1/- 
C  V   T 


cos-^ 


47:  T 


(271/  7t\ 

"T"""4/ 


Mettons  les  nombres  relatifs  au  cuivre  et  à  Tair,  le  coefficient 

--  -^ 

des  cosinus  devient  2,5 LT  *io~2®,ou,  7,5io"*®T  '^  en  admettant 

comme  valeur  approchée  L  =  3.  io*®T.  Ce  rapport  restera  presque 
toujours  extraordinairement  petit  ;  il  faudrai  t  atteindre  des  périodes 
de  Tordre  de  10"'*,  dix  mille  fois  plus  courtes  que  celles  de  la 
lumière  violette,  pour  que  la  composante  tangentielle  soit  de  même 
ordre  que  la  composante  normale.  Pour  une  période  de  T  =  io~*, 
comme  celles  des  expériences  de  Hertz,  la  composante  tangentielle 
n'est  que  le  cent-millième  de  la  composante  normale.  On  peut 
donc  énoncer  en  toute  confiance  la  propriété  suivante  des  sys- 
tèmes en  vibration  à  courtes  périodes. 

La  force  électromotrice  totale  dans  le  diélectrique  aboutit 
normalement  à  la  surface  du  conducteur  (Théorie  de  Maxwell). 

C'est  le  résultat  que  M.  Poincaré  énonce,  et  dont  il  donne  en 
quelques  pages  deux  démonstrations  très  différentes,  l'une  dans  le 
Chapitre  sur  l'excitateur  de  Hertz,  p.  169,  l'autre  dans  une  Note 
à  la  fin  du  volume,  p.  viaS.  La  rapidité  de  l'une  des  démonstra- 
tions, le  principe  même  de  la  seconde,  des  phrases  de  doute  en 
divers  endroits  (p.  2o3,  p.  218),  m'avaient  laissé  dans  une  certaine 
perplexité,  qui  ne  s'est  dissipée  que  peu  à  peu  (*),  en  traitant 
quelques  problèmes  particuliers  d'abord,  et  en  me  faisant,  par  les 
considérations  que  je  viens  d'exposer,  une  idée  assez  précise  de 
l'approximation  du  résultat. 

Bien  entendu,  pour  les  périodes  longues  de  quelques  millièmes 
de  seconde,  le  courant  pénètre  à  une  profondeur  telle  que  les  con- 
sidérations générales  qui  précèdent  n'ont  plus  aucune  force. 

Ce  résultat  est  particulier  à  la  théorie  de  Maxwell.  M.  Poincaré 


('  )  Cetle  évolution  n'était  pas  encore  achevée  lorsque  j'ai  annoncé  le  tome  II 
de  rOuvrage  de  M.  Poincaré  dans  la  Heviie  générale  des  Sciences  pures  et  ap^ 
pliquées  du  3o  avril  dernier. 
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monlre,  en  efTet,  que,  dans  la  ihéorie  plus  gcni^rale  iJ'HcImhollz, 
la  force  magnéiique  a,  p,  ■(  est  négligeable  à  l'inlérieur  des  con- 
ducteurs, dès  que  la  période  est  assez  courte;  il  en  résulte  que  le 
courant  est  nul  à  Tintérieur  dans  la  théorie  de  Maxwell  (éq.  I) 
mais  non  dans  la  théorie  d'HcImliollz  (éq.  III);  pai-  suite,  la  force 
électromolrice  totale  dans  l'intérieur  du  conducteur  est  nulle  pour 
Maxwell,  mais  non  pourHelmhollz.  De  là  la  difTérence  des  résul- 
tats  quand  on  passe  du  conducteur  au  diélectrique  en  tenant 
compte  des  conditions  à  la  surface.  Resterait  à  discuter  quelles 
grandeurs  il  faudrait  attribuer  aux  coefficients  ).,  fr,  pour  que  leur 
influence  soit  appréciable. 

En  résumé,  dans  la  théorie  de  Maxwell,  on  peut  presque  tou- 
jours, dès  que  la  période  tombe  au-dessous  de  millionième  de 
seconde,  traiter  tout  le  problème  relatif  au  diélectrique,  en 
s'imposant  comme  condition  à  la  surface  des  conducteurs  que  la 
force  électromotrice  totale  soit  toujours  normale  à  la  surface  et 
cela  quelles  que  soient  la  forme  et  la.  nature  des  conducteurs. 

On  voit  toute  l'importance  de  celte  proposition  et  la  simplifica- 
tion qu'elle  apporte  dnns  les  intégrations.  On  en  trouvera  des 
exemples  dans  la  théorie  de  l'excitateur  de  Lodge,  de  la  propaga- 
tion le  long  d'un  fd  conducteur,  du  résonateur,  etc. 

Il  peut  arriver,  dans  le  cas  de  la  réflexion  des  ondes  électroma- 
gnétiques dont  la  force  électro motrice  est  perpendiculaire  an  plan 
d'incidence,  que  la  composante  normale  de  la  force  électromotrice 
soit  rigoureusement  nulle,  et  qu'en  traitant  rigoureusement  te 
problème  on  trouve  une  force  électromotrice  langentiellp  différente 
de  zéro;  la  quantité  que  j'ai  appelée  L  est  ici  infiniment  grande  par 
rapport  à  la  longueur  d'onde  dans  l'air,  si  le  miroir  métallique  est 
indéfini.  C'est  ce  qui  arrive  dans  la  réflexion  de  la  lumière.  Mais, 
pour  les  longueurs  d'onde  de  Hertz,  la  valeur  de  la  force  électro- 
motrice  le  long  de  la  surface  est  tellement  petite  par  rapport  à  sa 
valeur  maximum  dans  le  champ,  qu'on  peut  la  négliger  entière- 
ment; on  a  encore  toute  l'approximation  nécessaire  en  appliquant 
la  règle  générale  ('). 


(<)  Cela  n'est  plus  permis  dans  la  rÉflexIon  de  ta  lumière,  pai 
port  de  la  longueur  d'oniic  dans  l'air  !).io'"T,  i  la  profondeur  de 
courant  dans  le  cuivre  .'jh  /f  environ  (si  Ton  prend  la  profondru 
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Dans  la  réflexion  du  son  sur  un  mur,  on  n^hésilc  pas  à  négliger 
les  vibrations  du  mur  et  à  le  regarder  comme  immobile,  et  cela 
à  bien  moins  juste  titre  que  dans  les  problèmes  électriques. 
Si  Ton  veut  savoir  ensuite  ce  qui  se  passe  dans  le  mur,  on  cher- 
che quels  mouvements  peuvent  y  faire  naître  les  pressions  pério- 
diques exercées  par  l'air,  auxquelles  conduit  la  condition  d'immo- 
bilité de  l'air  au  contact  du  mur.  De  même,  si  l'on  veut  savoir 
quel  est  le  mouvement  de  l'électricité  dans  la  couche  superficielle 
du  conducteur,  on  cherchera  celui  qu'exige  la  valeur  variable  de 
force  électromotrice  normale  et  de  la  charge  à  laquelle  elle  corres- 
pond, au  moyen  de  l'équation  que  j'ai  employée  plus  haut. 

Tous  les  problèmes  auxquels  donnent  lieu  les  expériences  de 
Hertz  sont  traités  par  M.  Poincaré  dans  l'hypothèse  de  Maxwell. 
On  ne  peut  songer  à  résumer  tous  ces  Chapitres.  Je  me  contenterai 
de  présenter  une  remarque  sur  une  locution  employée  par  Hertz 
et  par  tout  le  monde  à  propos  de  la  propagation  dans  les  fils  con- 
ducteurs :  on  parle  de  la  vitesse  de  propagation  des  perturbations 
dans  les  fils,  et  on  dit  qu'elle  est  la  même  que  dans  l'air.  Or,  dans 
la  théorie  de  Maxwell,  on  n'a  pas  le  droit  de  parler  de  vitesse  de 
propagation yî^e  dans  les  fils,  pas  plus  que  pour  la  chaleur  qui  se 
propage  par  conductibilité.  Que  mesurent  donc  les  expériences? 
Uniquement  la  vitesse  de  propagation  dans  le  vide,  de  deux  ma- 
nières différentes.  Qu'on  imagine  un  corps  solide,  élastique  comme 


1 

courant  est  réduit  au  millième  de  sa  valeur  à  la  surface)  est  6.io*Tï;  ce  rapport 
diminue  en  même  temps  que  T,  et  devient  égal  à  20  environ  pour  le  violet  ex- 
trême (T  =  10  '*);  la  longueur  d'onde  est  encore  grande  par  rapport  à  la  pro- 
fondeur de  pénétration,  mais  elle  ne  l'est  plus  démesurément,  les  expériences 
étant  précises.  En  outre  et  surtout,  celte  profondeur  de  pénétration  théorique 
devient  tellement  petite,  que  la  théorie  qui  suppose  une  surface  de  séparation 
brusque  n'a  plus  aucun  sens;  il  y  a  nécessairement  une  couche  de  passage,  ou 
son  équivalent  physique  :  je  veux  dire  que,  quand  on  arrive  au  millionième  de 
millimèire,  il  n'y  a  plus  de  surface  plane  physique,  il  n'y  a  plus  que  monts  et 
vallées,  et  quand  même  le  changement  de  propriétés  serait  absolument  brusque 
à  travers  la  surface  effective  rugueuse,  il  faut,  pour  tenir  compte  des  rugosités, 
imaginer  une  couche  de  passage  en  même  temps  qu'on  substitue  une  surface 
plane  idéale  à  la  surface  véritable.  Ce  point  de  vue  rend  compte,  en  outre,  de  la 
rapide  altération  des  propriétés  réfléchissantes  de  certaines  surfaces  polies  ex- 
posées à  l'air;  les  creux  se  comblent  de  fines  poussières  d'indice  intermédiaire, 
la  discontinuité  s'atténue  avec  le  temps. 
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sérail  Tacier  très  forlemenl  trempé,  percé  de  trous  de  différentes 
formes  :  c'est  le  diélectrique.  On  le  met  en  vibration  par  des  frotte- 
ments ou  des  pressions  exercées  à  la  surface  de  ces  trous.  Puis 
on  perce  un  autre  trou,   rectiligne  par  exemple,  et  on  le  remplit 
d'un  liquide  très  visqueux,  comme  de  la  vaseline  :  c'est  le  fil  con- 
ducteur introduit  dans  le  champ  électrique.  Les  mêmes  actions  mé- 
caniques mises  en  jeu  avant  et  après  la  percée  du  trou  rectiligne 
produiront  des  états  vibratoires  différents  dans  les  deux  cas,  et  la 
différence  doit  êlre  attribuée  à  la  cavité,  non  à  ce  qui  la  remplit; 
c'est  un  simple  phénomène  de  réflexion,  qui  ne  permet  de  mesurer 
que  les  propriétés  du  milieu  dans  lequel  se  fait  la  propagation,  et 
non  celles  des  cavités  qu'on  y  peut  produire.  C'est  un  abus  de 
parler  de  vitesse  de  propagation  dans  la  vaseline.  Si  la  période  de 
vibration  est  rapide,  elle  n'a  pas  le  temps  de  vibrer  et  réagit  nor- 
malement, comme  elle  fait  aussi  au  repos.  Ce  n'est  que  pour  des 
périodes    d'une   lenteur   suffisante    que    la    réaction    tangenlielle 
prend  de  l'importance.  N'en  concluons  pas  que  cette  vaseline  ne 
joue  aucun  rôle;  elle  réagit  normalement,  et  si,. en  certains  points, 
cette  pression  devient  trop  grande,  il  en  peut  résulter  une  fêlure 
dans  l'acier  qui  l'entoure;   c'est,  dans  l'expérience  d'électricité, 
l'étincelle  qu'on  peut  tirer  du  fil  conducteur,  étincelle  qui  nous 
révèle  à  la  fois  la  fragilité  et  la  plasticité  du  milieu  diélectrique 
dans  lequel  se  fait  la  propagation,   de   l'étlier  en  un  mot,  malgré 
son  extrême  rigidité. 

C'est  ainsi  que  la  théorie  élastique  de  la  lumière  dans  laquelle 
on  suppose  la  vitesse  de  propagation  des  condensations  extrême- 
ment petite,  mais  pas  tout  à  fait  nulle,  pour  la  stabilité  de  l'équi- 
libre, présente  des  avantages  généraux  qu'on  n'a  |)as  encore  assez 
fait  ressortir.  Il  suffit  que  la  loi  de  compressibilité  cubique  de 
l'éther  ne  soit  pas  rigoureusement  linéaire  pour  que  l'on  puisse 
regarder  un  faible  excès  de  pression  comme  ramenant  à  zéro  la 
vitesse  de  propagation  des  condensations;  cela  rend  possible  une 
rupture,  suivie  d'une  soudure  aussitôt  l'excès  de  pression  disparu  ; 
le  mouvement  uniforme  des  planètes,  entraînant  avec  elles  l'éther 
qui  les  avoisine,  mais  déchirant  constamment  devant  elles  et  lais- 
sant se  refermer  par  derrière  l'éther  des  espaces  célestes,  pourrait 
ainsi  se  produire  avec  une  dépense  de  travail  extraordinairement 
faible,  peut-être  rigoureusement  nulle,   et  n'entraver  en  rien  le 
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jeu  (le  la  gravitation  universelle,  au  moins  pour  les  planètes  dont 
le  mouvement  est  lenl,  sinon  pour  les  comètes  dont  la  vitesse 
peut  devenir  comparable  en  certains  points  de  leur  parcours  à 
celle  de  la  lumière;  sans  insister  davantage,  on  voit  tout  Tintérét 
qui  s^attacheà  Tétude  de  cette  propriété  des  vibrations  de  conden- 
sation dans  Téther,  milieu  qui  propage  les  actions  électromagné- 
tiques, et  par  suite  à  Tétude  des  étincelles  électriques,  des  ai- 
grettes, et  en  général  des  limites  d'équilibre  des  charges  sur  les 
conducteurs,  considérées  comme  phénomènes  de  rupture  de  l'é- 
ther. 

Voilà  des  considérations,  certainement  vagues  encore,  mais  que 
j'espère  préciser  bientôt,  et  qui  me  font  regarder  la  théorie  de 
Maxwell,  malgré  ses  défauts,  comme  plus  près  de  la  vérité  qitte  la 
théorie  limite  d'Helmhollz.  On  se  rappelle  que  celle-ci  conduit  à 
une  vitesse  de  propagation  infinie  des  ondes  de  condensation.  Mais 
a-t-on  épuisé  les  hypothèses  compatibles  avec  les  propriétés  des 
courants  fermés;  n'est-il  pas  possible  d'en  trouver  une  qui  con- 
duise comme  limite  à  la  théorie  même  de  Maxwell,  tout  en  con- 
servant l'électrostatique? 

Revenons  au  Livre  de  M.  Poincaré  :  ceux  qui  ne  verraient,  dans 
la  seconde  moitié  de  son  Livre,  que  des  théories  d'appareils  parti- 
culiers, se  méprendraient  complètement  sur  leur  portée.  Ce  ne 
sont  pas  les  appareils  qui  présentent  ici  de  l'intérêt,  ce  sont  les 
phénomènes  généraux  qu'ils  révèlent;  et,  comme  ces  phénomènes 
sont  complexes,  ils  ne  peuvent  être  employés  que  comme  cribles, 
pour  rejeter  certaines  hypothèses,  en  laisser  passer  d'autres;  aussi 
les  théories  de  ces  phénomènes  doivent-elles  être  faites  dans  toutes 
les  hypothèses  imaginables;  c'est  tout  ce  travail  qui  s'évanouira 
quand  une  des  théories  aura  définitivement  prévalu. 

Tout  en  regrettant  de  ne  pas  trouver  plus  souvent  les  théories 
développées  dans  le  cas  général  d'HelmhoItz,  félicitons-nous  d'a- 
voir, dans  un  Livre  classique,  un  exposé  clair  des  parties  essen- 
tielles de  cette  théorie,  et  tous  les  éléments  des  calculs  particu- 
liers qu'exigent  les  expériences  de  Hertz  et  de  ses  imitateurs,  avec 
de  bons  exemples  de  la  manière  de  conduire  ces  calculs.  Chemin 
faisant,  M.  Poincaré  a  rectifié  une  erreur  grave  échappée  à  Hertz 
dans  le  calcul  de  la  période  de  son  excitateur,  et  discuté  le  mieux 
possible  les  résultats  encore  assez  discordants  des  divers  observa- 
BuU.  des  Sciences  mathèni.,  a*  série,  l.  W.  (Juin  ibt^i.)  u 
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leurs.  Il  a  imagioé  une  explicaliou  séduisante  des  expériences 
sur  la  résoDauce  multiple  de  de  la  Rive  et  Sarrasin,  acceptée  par 
M.  Hertz>  qui  ne  me  parait  pourtant  pas  à  Tabri  de  toute  diffi- 
culté. Mais,  chaque  nouvelle  expérience,  il  faut  nous  v  attendre 
pendant  longtemps  encore^  fera  sui^ir  plus  de  difficultés  nouvelles 
qu*elle  n*en  résoudra.  Pourtant  Tavanta^  reste  jusqu'ici  nette- 
ment à  la  théorie  de  Maxwell,  et  on  peut  prévoir  que  la  théorie 
définitive  n*en  différera  que  par  bien  peu  de  traits. 

M.  BaiixorLS. 
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■OR  sn  wn  QncsTm  u  atcânQiis; 

Pjkft  M.  €■.  CELLÉRIER  (* 


Celle  qiie:>ùon«  qui  offre  one  application  sînpilîère  de  la  ikénuîe 
n^mnknf^  e>l  orlle  du  monvif^nKmt  d^an  point  matériel  pesaml., 
alliff^  Y^ers  an  <Kntr>f  fixe  <m  laison  inver$«^  du  camf  des  dtstaBoes. 
En  |i«bi^nt  Tontine  à  c^r  cenlr^«  el  nommant  il  rinlettsitê  de  Pal- 
Unjiciii>n  qn'il  exerce  sor  b  ma>i:N^  i  à  la  dislance  i .  snpp^>-nrt  Taxe 
des  ^  diT^:è  dans  le  s«f«>  de  la  pe5antenr.  les  éq^alioBS  ém 


jr«-.jr8 

On  en  ùnr  aisiê 

fient  les  denx  inlesETiiles 
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X  «r  SiidBtmtT.  Vn  ,.  7.    ii^r; 
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eherchant  le  mouvement  d\in  point  attiré  par  deux  centres  fixes. 
On  tire  des  équations  (i)  et  (3) 

djrdr)  _  d{x  dx  -^ y  dy  ^  z  dz)  __  V-  ^n„^_^h 

Multiplions  par  ^>  et  ajoutons 

V  dr  d^z  _       \LZ  dr  r  dr 

~dt    lïF  ~""7ï^  '^^'dT* 

il  vient,  en  intégrant  et  nommant  A'  une  constante  arbitraire 

y/-v  rdrdz        11  z        i/.«av       .  ,, 

(5)  ~5Zr-  =  ^H--^(r«-h32«)-f-/i5-f-A'. 

Nommant  r',  o  les  coordonnées  polaires  de  la  projection  du 
point  mobile  sur  le  plan  des  xy^  on  aura 

ar=r'cos<p,        ^  =  r'sin^p, 
et  les  équations  (2)  et  (3)  deviendront 

Multipliant  la  dernière  par  r'*,  ajoutant  l'équation  (5)  multipliée 
par  2  s,  et  substituant  7^^=  r^  —  5^,  r^  dr^  ^=  r  dr  —  zdz^  on  aura 

dr^  -4-  dz^ 

r* -j-^ =  'X}i.r-\-  gz{z'*'-\-  3r*)H-  A(r*H-  5»)-f-2//'z  —  A:*. 

Ajoutant  à  celle-ci  Téquation  (5)  multipliée  par  ar  et  la  sous- 
trayant, posant  r  —  .3  =  w,  r  H-  -3  ==  i^,  on  trouvera 

en  posant 

Si  l'on  a  /r  =  o,  il  résulte  de  Téquation  (2)  que  le  mouvement 
a  lieu  dans  un  plan  ;  nous  laisserons  de  côté  ce  cas  particulier;  si  k 
est  négatif  on  changera  son  signe  en  permutant  entre  eux  les  axes 
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des  X  el  des  j^;  en  conséquence,  nous  admettrons  que  la  constante  k 
est  positive  et  différente  de  o;  par  suite,  ç  sera  toujours  croissante 
avec  le  temps,  et,  comme  il  résulte  des  équations  (7)  que  U  et  V 
sont  positives  pendant  tout  le  mouvement,  ni  u  ni  v  ne  pourra 
s'annuler  et  le  point  mobile  ne  pourra  pas  rencontrer  Taxe  des  z\  r 
étant  toujours  positive  et  numériquement  plus  grande  que  z^  u 
et  V  resteront  toujours  positives. 

La  variable  //  ne  peut  cesser  de  croître  ou  de  décroître  qu'en 

atteignant  une  valeur  pour  laquelle  -j-  =  o,  c'est-à-dire  une  ra- 
cine de  U  =  o;  mais  on  peut  se  demander  si  elle  continuera  de 
varier  ou  restera  constante.  Dans  ce  dernier  cas,  l'équation  (7) 
serait  satisfaite,  car  elle  a  pour  intégrale  singulière  u  z=  a^  a  étant 
racine  de  U  =  o.  Pour  lever  cette  difficulté,  qui  se  présente  aussi 

pour  i',  il  laut  recourir  a  des  équations  contenant  -77»  yy-  Four 
les  obtenir,  on  tire  des  équations  (\)  et  (5) 

d{r  dz)       3     ,    .        . .       ,  , , 

/•        ,,,       ^  -giri-h  z^)-hhz-h  h'. 

En  multipliant  par  /•  l'équation  (4),  et  retranchant  ou  ajoutant 
cette  dernière,  on  trouve 


r 


d(rdu)  3       ,       ,  ,,       i  dl) 

df^  •>.  •  2  du 

d(rdv)  3       ,        ,  ,,        1   d\' 

at^  ?.  •>.   dv 

De  là  résulte  que  (/  ne  peut  rester  pendant  un  temps  limité 
égale  à  une  constante  /r,  à  moins  que  celle-ci  ne  satisfasse  à  la  fois 
aux  deux  conditions 

u  —  o         el         -,-  =  o, 

du 

ou  ne  soit  une  racine  multiple  do  U--o^  si  cela  n'a  pas  lieu, 
u^  après  avoir  atteint  la  valeur  a,  ne  pourra  ni  rester  constante, 
ni  continuer  à  varier  dans  le  même  sens,  parce  que  U  changerait 
de  signe;  elle  variera  en  sens  contraire 5  et,  de  même,  v  variera 
toujours  dans  le  même  sens  jusqu'à  ce  qu'elle  atteigne  une  ra- 
cines' de  V  =  o,  et,  ensuite,  si  celte  racine  est  simple,  elle  variera 
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en  sens  contraire.  Quant  au  cas  où  la  racine  est  double,  il  sera  aisé- 
ment résolu  dans  la  discussion  suivante. 

L^équation  U  ==  o  a  nécessairement  une  racine  négative  — c; 
mais,  pour  que  U  soit  positive  pendant  tout  le  mouvement,  il  faut 
qu'elle  en  ait  en  outre  deux  positives,  a  et  6,  entre  lesquelles  u 
reste  toujours  comprise,  de  sorte  que,  si  elles  sont  égales,  u  reste 
constante.  Mais,  en  laissant  de  côté  ce  cas  particulier,  nommant  0 
un  angle  toujours  croissant  avec  le  temps,  et  remarquant  que 

on  pourra  poser 

(9)  M  =  a  sin*ô -H  6cos*0, 

d'où 


R 


=  dt,         R  =  \/^{c-h  u). 


Quant  à  Téquation  V  =  o,  nous  allons  examiner  en  premier  lieu 
le  cas  où  elle  n*a  qu'une  seule  racine  positive  c';  on  ne  pourra 
avoir  alors  i'  <^  c';  il  arrivera  alors  qu'à  partir  de  sa  valeur  initiale, 
ou  bien  v  croîtra  à  l'infini,  ou  elle  décroîtra  jusqu'à  c'  et  croîtra 

c' 
ensuite  à  l'infini;  on  pourra  toujours  poser  v  =.  — ^,)   9'  étant 

un  angle,  toujours  croissant  avec  le  temps,  dont  la  valeur  initiale 

est  comprise  entre  o  et  -  dans  le  premier  cas,  entre  o  et dans 

le  deuxième  cas,   et  qui  augmente  sans  pouvoir  atteindre  la  va- 
leur -  •  En  posant 

(10)  V  =  (^i^2H-^VH-^)(i;  — c'), 

on  trouvera 


c'  2rd^' 


Il  résulte  des  équations  (9),  (1 1)  et  ((i)  qu'on  aura 

^0       ^0' 


R   ~    R'  ' 


et,  on  remarquant  que  l'on  a 


,.'2  =   /-î  —  Z^  =   //i', 


i5o  PHËMIËHE   PARTIE, 

il  viendra 

.        (u-hv)d^       ud^       vffW         -         , /i         i\  rfB       ,  d^        ,  (ffi' 
R  R  R  ^  \a       p/  R  a  R  i>  R 

En  nommant  Oq?  ^oi  ?  l^s  valeurs  de  0,  0',  ^  qui  correspondent  à 
f  =  o,  on  aura  les  intégrales 


O  —  ©0 


Tous  les  termes  de  ces  équations  s'expriment  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques;  la  première  donne  8  en  fonction  de  V,  les 
deux  autres  /  et  cp.  Les  fonctions  R,  R',  u  restent  toujours  com- 
prises entre  des  limites  positives,  finies  et  différentes  de  o,  d'où  il 


^'d^'      r^rfô' 


résulte  que,  8' croissant  jusqu'à -^Tî,    /     -^7»    /     -^,  restent  finies, 

mais    /     -jTT-   ou  cf  I     ^^ j^,  croît  indéfiniment;  le  temps    i 

croîtra  donc  à  l'infini,  tandis  que  8  et  ç  approcheront  sans  cesse 
de  valeurs  limites  9,,  o,.  On  aura,  par  suite. 


'  D' 


c'R 


En  posant 

Oi  — 0=oO,        çp,— cp=:0'f,         -— O'=o6',        if,  =  asin«0,4-6cos«0i, 

on  en  conclut  aisément  que,  8'  s'approchant  de  -  >  on  aura 

,.      o6        ,.      R  ,.     oo       ,.       /•  k  ,.      1 

o6  n  oO  mK        m,         r 

de  plus 

oO'  oO' 

lim r-,  =  hm    .    ^^,  =  i  : 


MÉLANGES.  i5i 

et,  liinR  et  limR'  étant  finies,  il  en  résulte  que  les  rupporls 

^^^^  cose''       cose'' 

convergent  vers  des  limites  y,  y,  finies  et  différentes  de  o. 

Pour  interpréter  géométriquement  ce,qui  précède,  considérons 
une  suite  de  paraboloïdes  de  révolution  ayant  pour  foj^er  Torigine 
et  pour  axe  commun  celui  des  z]  nous  les  nommerons  de  première 
ou  de  seconde  espèce,  suivant  que  le  sommet  est  au-dessus  ou  au- 
dessous  de  Torigine.  Si  le  paramètre  de  Fun  d^eux  est  p^  son 
équation  sera  r  —  zr=p^  c'est-à-dire  u=p  s'il  est  de  première 
espèce,  s^  =/?  s'il  est  de  seconde  ;  par  suite,  on  peut  en  faire  passer 
un  seul  de  chaque  espèce  par  chaque  position  du  point  mobile, 
qui  sera  ainsi  déterminée  par  le  système  de  coordonnées  //,  v^  cp, 
ou  par  l'intersection  de  trois  surfaces,  savoir  les  deux  paraboloïdes 
et  en  outre  un  plan  mené  par  l'axe  des  z  d'un  seul  côté  de  cet 
axe,  dans  la  direction  définie  par  l'angle  cp. 

Cela  posé,  la  première  surface  oscille  entre  les  paraboloïdes  de 
première  espèce  de  paramètre  a  et  6,  en  s'approchant  d'une  posi- 
tion limite  de  paramètre  i/|  ;  le  plan  tourne  toujours  dans  le  même 
sens,  s'approchant  de  la  position  limite  qui  correspond  à  l'angle  (pi  ; 
et  nous  nommerons  parabole  limite  celle  suivant  laquelle  il  coupe 
le  paraboloïde  dans  les  positions  limites.  La  seconde  surface  ou  le 
paraboloïde  de  seconde  espèce,  ou  s'abaisse  constamment,  ou  va 
toucher  celui  qui  a  pour  paramètre  d  et  s'abaisse  ensuite. 

Pour  trouver  la  forme  asymptotique  de  la  trajectoire,  quand 

0' est  fort  près  de  -  ou  v  très  grand,  menons  par  le  mobile  M  un 

plan  horizontal  coupant  l'axe  en  O  et  la  parabole  limite  en  I,  et 
menons  les  arcs  IF,  ME  de  centre  O. 

Soient  r,  r^  les  distances  de  M  et  1  à  l'origine;  on  aura 

/r*  —  z*  H-  ^r\  —  z^  yuv  -4-  yu^% 

li  et  r  correspondant  au  point  M  et  i/|,  i^i  au  point  I.  En  suppo- 
sant u  très  près  de  sa  limite  f/|,  r  —  Ti  ou  //  —  i/,  est  très  petit, 

et  le  rapport  ~  très  voisin  de  Tunité;  par  suite,  il  en  est  de  même 
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fil     ^ 
u       V 

petite  erreur  relative, 


de  —  ?  —  •  Ainsi,  en  posant  5//  =  //  —  «i,  on   aura,  avec  une  très 


lE  =    --=  ou  —   — =  CM, 


'Xi/UV 


u 
ou,  puisque  -  converge  verso, 


\/v   ^  Je'  ou  Je'  ou 

hl   =    -z:  OU  —    —=  ,  jt;   =   -=  ^ 

oyju  lyju,  cosO         ^/j^^  oO 

Kig.  I. 


Comme 

—  =  2(0  —  b)  sin6  cosft,  ^  =— iCa  —  ^)sinOi  cosô,  : 

ainsi  El  converge  vers  une  valeur  finie  X,  qui  sera  nulle  dans  le 

seul  cas  où  8|  se  trouverait  multiple  de  -• 
En  même  temps  on  a,  pour  l'arc  IF, 


IF  =  01  X  (o  —  çp,)  =  —  yjr\—  c*  80  =  —  Ju\V\  09, 

et  comme  on  a  sensiblement—  =1,  il  en  résulte,  avec  une  très 
petite  erreur  relative, 

ainsi  Tare  IF,  et  par  suite  la  droite  IF,  converge  vers  une  valeur 
fixe  )/  toujours  différente  de  o.  Supposons  maintenant  que  chaque 
point  de  la  parabole  limite  soit  déplacé  dans  un  plan  horizontal, 
en  premier  lieu  de  la  distance  \  en  s'éloignant  de  l'axe,  et  ensuite 
de  )/  dans  la  direction  perpendiculaire  à  la  précédente.  La  suite 
de  points  ainsi  obtenue  sera  l'asymptote  de  la  trajectoire:  or  elle 
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forme  évidemment  une  parabole  égale  à  la  parabole  limite  :  c'est 
celle  de  la  chute  finale  du  point  mobile. 

Cherchons  maintenant  ce  que  devient  le  mouvement  quand  Té- 
quation  V  =  o  a  trois  racines  positives;  en  nommant  d  la  plus 
grande,  o!  et  V  les  deux  autres,  il  faudra  ou  que  r  soit  égal  ou  su- 
périeur à  c/  ou  qu'il  soit  compris  entre  a^  et  y  \  dans  le  premier 
cas,  si  d  est  une  racine  simple,  le  mouvement  rentre  exactement 
dans  la  première  forme  déjà  décrite  et  les  mêmes  transformations 
peuvent  être  employées;  seulement  l'équation  (lo)  donnera 

gv'^-\-  g'v  -^  g"  —  g{v  —  a'){v  —  6'), 

et,  par  suite,  dans  les  équations  (i  i),  on  pourra  prendre 

(i.O  R'=  /^(c'— a'cos«0')(c'— 6'co8«0'). 

Du  reste,  cette  quantité  sera  encore  toujours  supérieure  à  la 
plus  petite  des  expressions 


s/g{c'—a)         et         ^g(c'-ô') 

et,  par  suite,  sera  comprise  entre  des  limites  finies  et  différentes 
de  o. 

Dans  le  second  cas,  c'  étant  encore  supposée  racine  simple^  v 
ne  pourra  qu'osciller  entre  a'  et  6',  de  façon  à  rester  constante  si 
ces  deux  racines  sont  égales;  dans  le  cas  ordinaire  où  elles  sont 
différentes,  on  pourra  employer  la  même  transformation  que 
pour  w,  et,  en  nommant  8'  un  angle  toujours  croissant  avec  le 
temps,  on  pourra  poser 

(i5)     i^=:a'sin»e'-f-^>'cos»0',  11^  =  dt,         K' =  ^  g(c' —v). 

On  en  déduira  encore  les  intégrales  (12),  mais,  dans  cette  se- 
conde forme  de  mouvement,  w,  i^,  R,  R'  restant  comprises  entre 
des  limites  finies,  0,  9',  '^  croîtront  indéfiniment  avec  le  temps;  le 
mobile  restera  compris  dans  le  solide  de  révolution,  limité  par  les 
deux  paraboloïdes  de  première  espèce  dont  les  paramètres  sont  a' 
et  é'. 

Il  ne  nous  reste  à  examiner  que  le  cas  ou  d  est  une  racine  mul- 
tiple.  Supposons  h' =z  d  \  alors,  si  c^c'.  on  pourra  encore  em- 
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ployer  les  formules  du  premier  mouvement;  seulement  la  formule 

(  >  4)  devient  

R'=v/^c'(c'  — a'cos*6';sine', 

de  sorte  que,  si  V  d^abord  négatif  croît  vers  o,  il  ne  peut  atteindre 
cette  valeur,    1     -5^7  étant  iniinie,  de  même  que    /     -bt-*  ainsi  v 

oonverge  vers  la  valeur  c*  mais  emploierait  un  temps  infini  pour 
l^alteindre,  et  ce  résultat  subsiste  lors  même  qu'on  aurait 

a  =  o  =  c  ; 

iTiais,  si  r  avait  été  d'abord  croissante,  elle  aurait  cru  à  Tinfini 
conime  dans  le  premier  mouvement. 

Supposons  encore  b'=  c\  mais  la  valeur  initiale  de  i^  inférieure 
ù  c';  il  faut  alors  qu'elle  soit  égale  ou  supérieur  à  a\  et  Ton  peut 
employer  les  formules  du  second  mouvement;  mais  alors  les  équa- 
tions {\o)  donnent 

R*  =  /^(c— <!*)  sin  0', 

et  i'  ne  pouvant  devenir  égal  à  r  que  pour  sinO'zr:  o,  il  en  résulte 
oucort"  qu'il  ne  pourra  atteindre  cette  valeur  qu^après  un  temps 
infini. 

Knlin>  si  Ton  a  6'=  c'  et  que  la  valeur  initiale  de  v  soit  d  elle- 
nu^me«  e  rv$tera  constante,  car  il  résulte  de  l'analyse  précédente 
qu\'lle  ne  pourrait  prx^ndre  une  valeur  plus  grande  ou  plus  petite 
qu^aprt^s  un  tem|^vs^  indni. 

l\irmi  le>di\er>  cu>  que  nous  venons  d'examiner,  il  en  est  plu- 
sieurs oC^  «  ou  %^  c\^n!>er\ent  une  valeur  constante  égale  à  une  ra- 
cine multiple  dt*  l'  -  -  o  ou  Je  V=o:  si  cela  a  lieu  pour  toutes 
los  dou\x  lo  «louwttteut  est  cîrcuLiire:  si  c'est  pour  Tune  seule- 
ment le  mobile  reste  sur  uu  paraboloîde  fixe;  si  on  lui  imprime 
vUus  une  viirwtiou  quelcv^uque  une  petite  vitesse  a  qui  se  compose 
iiN  w  wlle  quM  a\  Ait  %iejà.  il  p^rul  arriier»  on  que  celle  des  variables 
Wv  ^  qui  olait  ov^ust^ute  k  re*te  seAsiblemenl,  ou  qu^elle  varie  entre 
vIo  Umito  qui  vW\i<uixe«l  très  rapiMveliêes  quand  a  est  très  petit, 
ou  vpio  le  ms^u\ct«K't:t  cèi4i»^v  tvHil  à  Eail  de  nature.  Le  mode  de  va- 
viv^tKMi  do  U  qusit*tuo  vk»ttt  il  ^^A^it  pourra  être  dit  stable  dans  le 
|MvmKc  CA^.  ïux^aMc  vlitt>  k   ><rv\*i»d.  t^uanl  à  i#,  ce  mode  est 
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toujours  stable;  car,  si  l'on  a  a  ==  6,  un  petit  changement  dans  les 
coefficients  des  équations  doit  laisser  ces  racines  très  peu  diffé- 
rentes; elles  ne  peuvent  devenir  imaginaires,  sans  quoi,  u  restant 
le  même,  U  serait  négatif;  ainsi  u  continuera  de  varier  entre  des 
limites  très  rapprochées.  Il  en  sera  de  même  pour  i^,  si  elle  était 
égale  à  la  racine  double  «'=  6',  la  troisième  d  étant  plus  grande. 

Mais,  si  l'on  avait  ç=z(/=b\  il  peut  arriver  qu'à  la  suite  du 
petit  changement  indiqué  &  et  b'  deviennent  imaginaires,  parce 
que  V  reste  positif;  le  mouvement  prendra  alors  tout  à  coup  la 
première  forme  et  le  mobile  tombera;  il  en  sera  de  même  si  6'et  c', 
restant  réelles  et  très  peu  différentes,  sont  toutes  les  deux  infé- 
rieures à  ç;  elles  ne  peuvent  d'ailleurs  se  trouver  l'une  inférieure 
l'autre  supérieure,  sans  quoi  V  serait  négatif,  et  si  toutes  deux  se 
trouvent  supérieures,  ce  qui  suppose  que  la  racine  a'  ne  leur  est 
pas  égale,  ç  variera  entre  a'  et  6',  et  le  mouvement  prendra  la 
seconde  forme;  il  sera  par  suite  instable  dans  les  deux  cas. 

Il  nous  reste  à  résoudre  une  question  relative  au  second  cas  du 
mouvement,  cas  dans  lequel  le  point  mobile  reste  circonscrit  dans 
un  espace  limité;  on  peut  se  demander  s'il  épuise  cet  espace  dans 
son  mouvement,  c'est-à-dire  s'il  finira  toujours  par  passer  aussi 
près  qu'on  voudra  de  tout  point  intérieur.  Cherchons  d'abord 
quelles  conditions  devraient  être  réalisées  pour  qu'il  passât  exacte- 
ment par  un  point  H.  Posons 

X      H=^'         X      K=P^         X     '"^^^^         X     i^^^' 

et  remarquons  que  u  ou  v  redeviennent  les  mêmes,  quand  6,  9' 
augmentent  de  tz,  ou  que 


augmentent  d'un  multiple  quelconque  de  p  ou  de/?';  si  Ton  veut 
que  0  et  6^  correspondent  au  point  H,  il  faudra  que  le  rapport  de 
chacune  de  ces  intégrales  à  /?  ou  à  /?'  soit  égal  à  un  entier  quel- 
conque augmenté  d'une  fraction  donnée  ;  et,  comme  elles  sont  liées 
par  les  équations  (i'>^),  il  faudra  qu'on  ait 


np  •—  n  p  —  p 
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//étant  un  nombre  donné.  Il  faudra  encore  que  la  valeur  correspon- 
dante de  <p,  donnée  par  la  troisième  équation  (la)  soit  celle  qui 
convient  au  point  donné.  Or,  si  6  ou  V  augmente  de  ?:,  le  second 
membre  de  cette  équation  augmente  de  kq  ou  k(f^  et  :p  d'ailleurs 
n'est  déterminée  qu'à  un  multiple  près  de  2-;  il  faudra  donc 
encore  que  les  entiers  /i,  n'  satisfassent  à  la  condition 

—  inq  -^  n  q')  —  n'-t-  q\ 

tf  étant  un  nombre  donné  et  ri'  un  entier.  Eliminant  n!  au  moyen 
de  lu  première  condition,  posant 

nO)  -A  =  ?»         —  (7-^P7'^  =  ?'' 

p        ^  7.7:    '       ^  '         ' 

tout  se  réduit  à  trouver  un  entier  n  tel  que 

aient  toutes  deux  des  valeurs  entières,  f  ^^  f  étant  des  nombres 
donnés.  Mais,  comme  on  ne  peut  point  le  faire  rigoureusement, 
nous  admettrons  que  l'erreur  doive  être  inférieure  à  un  petit 
nombre  donné  y;  c'est-à-dire  que  soit  /ip — y,  soit  /ip' — /', 
doivent  diflTérer  d'un  entier  au  plus  de  y;  c'est  ce  que  nous  nom- 
merons, pour  abréger,  la  condition  (I)  et  la  condition  (II),  et  nous 
supposerons  d'abord  p  et  p'  irrationnelles  et  positives. 

Dans  la  valeur  de  p'  en  fraction  continue,  nommons  ^  une  ré- 

P'     F" 
duite  quelconque,  -r;>  jy^  •••  les  suivantes,  et  F  l'entier  le  plus 

rapproché  de  2/',  de  sorte  qu'il  en  diffère  au  plus  de  ^;  si,  dans 

P  F 

/*p' — y,  on  remplace  p' par  p-  et  f  par  -^?   cette  expression  est 

altérée  au  plus  de 

n  I 

,         nV F 

en  supposant  n  positive,  et  devient  — -- — ;  or  celle-ci  peut  être 

rendue  entière  en  donnant  à  n  une  valeur  |ji  positive  et  <^^\y  t't 
ne  cessera  pas  de  TchT  en  posant  n  ^^-  \ï.  -i-  l^\,  f  étant  un  entier 
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indéterminé.  I^'erreur  sera  ainsi  inférieure  à 


ou  a 


ll-hl 

Q 

".Q 

w 

Q' 

-+- 

I 

On  voit  déjà  que  la  condition  (H),  si  elle  était  la  seule,  pour- 
ail  être  satisfaite  avec  une  exactitude  aussi  grande  qu'on  voudrait 

P 
în  prenant  pour  ^  une  réduite  assez  éloignée  et  supposant  /  =  o. 


7. 


Pour  satisfaire,  en  outre,  la  condition  (I),  posons  ^  =  M,  de 

sorte  que  la  limite  de  l'erreur  soit  -^y  et  prenons  pour  ^  la  pre- 

nriière  réduite  dont  le  dénominateur  soit  au   moins  égal  à  aM'. 
omme  on  aura 

0'  "^  2Q  ^  M' 
a  condition  (II)  se  réduira  à 

Q'  ^  M 

En   substituant  /?  =  jji  -f-  ^Q,  et  posant  / —  up  =/"f  quantité 
odépendante  de  p,  on  aura 

s 

Dans  la  valeur  de  Qp  en  fraction  continue,  nommons  ^  la  pre- 

Tiicre  réduite  dont  le  dénominateur  soit  au  moins  égal  à  M;  et  F' 

S 
'entier  le  plus  approché  de  R/";  en  remplaçant  Qp  par  tt»/''  par 

17' 

■jT  et  supposant  /  positive,  l'expression  ^Qp  — /"  est  au  plus  al- 
térée de 

J_         i 

^2t  devient  — ^ — ;  on  rendra  celle-ci  entière  en  donnant  à  t  une 

valeur  comprise  entre  o  et  H:  l'erreur  tt::  H ït  sera  alors 

'  ^  H*         2R 

3  2 

<  —  <  —  » 
^  2  K   "  M 


% 
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et  la  condilion  (1)  sera  satisfaite;  Tautre  le  sera  aussi  s>  7y  <^  ¥■ 

ou  si  R^  ^'  Si  cela  n'a  pas  lieu,  à  la  place  de  ^,  on  emploier 
P' 


Q' 


en  suivant  la  même  marche,  c'est-à-dire  en  expriman 


Q'p,  Q'^p,  ...    en  fraction  continue  et  nommant  pour  chacun 

S'     S' 

iw'  ^'  -"    la  première  réduite   dont  le   dénominateur   soit  a 

moins  égal  à  M,  et  Ton  trouvera  encore  des  solutions  si  R'^  ^  ^  •  •  • 

Par  conséquent,  le  seul  cas  qui  ne  serait  pas  résolu  par  ] 
marche  précédente  et  qui  nous  reste  à  examiner  est  celui  où  roi 
aurait  à  la  fois 

Q' 


R> 


M 


Q'  Q* 


•  » 


cette  suite  d'inégalités  se  prolongeant  à  l'infini.  Or,  de  cette  suit 
résulte  une  condition  satisfaite  par  p. 

h        h' 

Pour  la  trouver,  nommons  ->  —7»  •••  la  réduite  qui   précèd 

S     S' 
immédiatement  ^y  ^,^  •••  dans  la  valeur  de  Qp,  Q'p,  ....   Oi 

aura 

(17) 


Qp  =  ^+8,        Q'p  =  ^  +  8',        QV  =  ^-h8', 


fff  ^ t  ë' ^  •  •  •    ^^^"^^  inférieures  à  M,   et  8,  S',  .  . .    à  —^y  — n^ 

— y^»  ••  ••   Nommons  f,  «',  ...  les  quotients  incomplets  qui  cop 

P'     P"' 
respondent  à  j^y  -Ty^y  de  sorte  qu'on  ait 

Q'=/Q'-hQ,        P''=iP'-4-P,        Q'"=rQ'-hQ', 


On  tirera  des  équations  (17) 
et  il  résulte  de  cette  équation 


g' 


f^ 

^ 


D 


lu  —  0   ), 


H^gg'h'-ge'ih'-g's'h; 


(le   sorte   que   D  est   un   entier.    D'ailleurs   sa   valeur  est  infé- 
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rieure  à 

et  comme  g^  ^,  g^'  sont  <  M,  et  R  >  ^,  ''^'-^  W'  '  "'  ^"  aura, 
abstraction  faîte  du  signe, 


m 


Celte  expression  ne  pourra  qu'augmenter  si  l'on  y  remplace  Q 
par  Q^-^  Q',  puis  Q''  par  /Q'+  Q,  et  enfin  Q'  par  Q;  il  en  ré- 
sulte 

^  ^  M3  r I  1 

^  Q   r      (^^OCi^-^)]' 

ainsi  D  <;  1  puisque  Q  ^  aM^  ;  D  devant  d'ailleurs  être  un  entier, 

il  en  résulte 

D  =0; 

en  répétant  ce  calcul  pour  les  équations  (17))  prises  à  un  rang 
quelconque,  il  en  résulte  qu'on  aura 

hb         .h'       h  hT        .,  h'       h' 

^         g        f!  ^  ff       8 

Nommons  A  le  plus  petit  commun  multiple  de  g  et  ^,  de  sorte 
que  A  <!  M*;  soient  B,  C  deux  nombres  tirés  des  équations 

QG-PB=  —,         Q'C  — P'B  =  ^, 

8  8 

dont  les  seconds  membres  sont  entiers;  B  et  C  le  seront  aussi, 
leur  commun  dénominateur  PQ' —  P'Q  étant  =b  i.  On  aura 

^  =  ,-^'+^=Q'C-P'B,         '^^Q-C-P-B,        .... 


et  les  équations  ^17)  donneront 


p»  ^ 

A  p  =  G  —  B  Q^ -f-  Qîr  5% 


l'il) 


i  .iMllllir  . 


(  onv*  1  yt  têt    t^fi  •. 


i-^»»   - 


rxtirlriiit'iil 


|K. 


■\..   .    h;/      C. 


V,  U.  r.  ridiil  (ir*  riihri«  |Mi«ilirpi  un  iir^nliis  <|uc  l'on  peut  sun- 
lonri    |»i «lillois  «*iihr  ru\    Imi  iiiHiiiiiiiiil  A',  H'  la  valeur  nuiné- 

k  ft  .  »K  II  «AI  ■«.•  1 


%        •    JV  X    ^    t 


>  » 


Tl 


i  %  ■  \  * 


».  \'**>»- 


'*■>*.     *'*'    '»iti^T*    ;4ies  X    JKfir   ii* 


I     t,^*- 


't«MUi.        I* 
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rP  est  indépendante  de  /,  l^\  le  plus  grand  commun  diviseur  de  u^ 
u'  divise  Vu' — Pw,  Qw' —  Q'w  ou  C  et  A,  et,  par  suite,  est  pre- 
mier à  B.  Donc  on  pourra  donner  à  t^  t'  des  valeurs  comprises 
entre  o  et  B,  et  telles  que  n"  +  tU'\-  t' u'  soit  multiple  de  B.  On 
aura  alors 

P 
on  pourra  donc,  en  prenant  pour  tt  une  réduite  assez  avancée, 

faire  en  sorte  que  non  seulement  e,  mais  e'  et,  par  suite,  e"  soient 
aussi  petites  qu'on  voudra;  0  et  0'  étant  inférieures  à  y,  il  arrivera 
alors    que    les   erreurs   des    conditions   (I)   et   (II),    c'est-à-dire 

^  -h  e  +  s',  O'-l-  e"  le  seront  aussi. 

Lorsque  A'-i-  B'<;  —  >  il  ne  peut  y  avoir  en  général  de  solution, 

car  en  nommant  6,  V  les  erreurs  correspondantes  à  un  nombre  /?, 
on  aurait 

nAp -+- /iBp'= /iC,         np  =y-h  6 -4- un  entier,         .... 

et,  par  suite,  A(/-|-Ô)  +  B(/'+0')  serait  un  entier.  Or  A/-I-B/' 
diffère  de  l'entier  le  plus  rapproché  de  \  au  plus;  mais,  en  faisant 
varier  0  et  0'  de  —  y  à  -j-  y,  on  a  toujours  numériquement 

Ae-+-BO'<(A'-+-B')Y<  -, 

de  sorte  que,  pour  certaines  valeurs  de  f  et  f  au  moins,  l'erreur 
devrait  être  plus  grande.  Ainsi,  en  résumé,  quand  p  et  p'  sont 
irrationnelles,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que,  en 
donnant  à  n  une  valeur  convenable,  np — felnp' — f  ne  dif- 
férent d'un  entier  que  d'une  fraction  inférieure  à  y,  est  qu'il 
n'existe  pas  entre  p  et  p'  une  équation  de  la  forme  (i8)  dans  la- 
quelle A  et  B  aient  une  somme  numérique  égale  ou  inférieure  à  — 

Si  p'  est  rationnelle  et  p  irrationnelle,  ce  théorème  subsiste  sans 
changement;  en  effet,  il  existe  une  relation  de  la  forme  (i8), 
savoir  Ap'=  C,  A  et  C  étant  premiers  entre  eux,  et  il  ne  peut  y 
en  avoir  une  seconde,  sans  quoi  p  serait  aussi  rationnel.  On  a 
alors 

nc-xr 

n?-/  =  j^ , 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XV.  (Juin  1891.)  i3 
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cl  en  nommant  F  l'entier  le  plus  rapproché  de  A/',  et  |x  un  nombre 
lel  que  ^-—r —  soit  entier,  posant  n  =  |x  -h  f  A,  /  étant  un  entier 
indéterminé,  on  aura 

que  l^on  pourra  rendre  aussi  peu  différente  d'un  entier  qu'on 
voudra  en  donnant  à  t  une  valeur  convenable;  l'erreur  pour  la 
condition  (1)  sera  fort  petite,  mais  pour  l'autre  elle  pourra  aller 

jusqu'à  —^  et  ne  pourrait  qu'augmenter  pour  d*autres  valeurs  de /i. 

Si  Ton  veut  qu'elle  soit  <C  y,  il  faut  donc  qu'on  ait 

-— r    <  Y  OU  A  >    , 

conformément  au  théorème. 

Mous  ne  discuterons  pas  le  cas  beaucoup  plus  compliqué  où  p 
et  p'  sont  toutes  deux  rationnelles;  il  n'existe  alors  aucune  r^le 

G  C 

simple  pour  la  limite  d'erreur,  si  p  =  j,  p'=r  — ,  et  A' =  A,  on 

trouverait  pour  celte  limite  environ  |^  les  autres  cas  devraient  se 
subdiviser  en  une  foule  d'autres. 

Quant  à  l'application  à  la  question  de  Mécanique  traitée  en 
premier  lieu,  et  dans  laquelle  il  s'agissait  de  satisfaire  les  deoi 
conditions  avec  une  exactitude  indéfinie,  en  substituant  dans 
Téquation  (i8)  les  valeurs  (i6),  on  voit  que  le  point  mobile  épui- 
sera le  solide  de  révolution  dans  lequel  il  est  forcé  de  se  mouvoir, 
s'il  n'existe  pas  une  relation  de  la  forme 

\p  4_  Mp'^  C--{pq'-^p'q)  =  o. 

2TC 

A,  H,  (j  étant  des  entiers.  Cette  équation  existerait  si/?  et /> 
iivaiftnt  un  rapport  rationnel,  et  dans  ce  cas  il  est  aisé  de  voirquà 
une  valeur  de  //  correspondrait  un  nombre  limité  de  valeurs  de  r. 
iU'  Horte  que  le  mobile  resterait  sur  une  certaine  surface. 
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JUNKER.  —  Ueber  ALGEBR4iscnE  KoRRESPONDENZEN.  Inaugural-Disscrlation. 

62  p.  in-8".  Tiibinf^on,  Fues;  1889. 

Le  Travail  de  M.  Junker,  inspiré  par  les  recherches  de  M.  Brill, 
comporte  principalement  de»  applications  d'une  formule  de  cor- 
respondance établie  par  ce  dernier  dans  un  important  Mémoire 
des  Afathematische  Annalen  (t.  XXX[,  p.  Sgg)  :  les  recherches 
de  M.  Junker,  qui  se  rapportent  au  fond  à  la  Géométrie  numé- 
rique, ont,  comme  celles  de  son  maître,  un  caractère  nettement 
algébrique,  en  ce  sens  que  les  équations  d'où  dépendent  les  in- 
connues sont  formées  et  qu'on  reste  ainsi  sur  un  terrain  très  so- 
lide. 

Le  point  de  départ  est  dans  la  considération  de  la  correspon- 
dance entre  deux  points  P,  P' de  coordonnées  x^y  x^-,  x^  et  y^^ 
yi^y^  appartenant  à  une  courbe  algébrique 

A£»  =  o, 
et  qui  se  correspondent  l'une  à  l'autre  en  vertu  d'une  équation 

dont  le  premier  membre  peut  s'annuler  identiquement  quand  on 
suppose  les  y  égaux  aux  a:,  ou  contenir  alors  A^  en  facteur.  L'au- 
teur rappelle,  d'après  M.  Brill,  comment  on  peut  déterminer  alors 
les  points  où  P  et  P  coïncident,  la  courbe  des  coïncidences  qui 
détermine  sur  A^  ces  points  de  coïncidence,  et  enfin  le  nombre 
des  coïncidences  propres,  c'est-à-dire  de  celles  qui  se  font  en 
dehors  des  points  singuliers  de  A^. 

L'auteur  fait  une  première  application  de  ces  résultats  aux 
points  déterminés  sur  une  courbe  F  par  un  faisceau  linéaire  de 
courbes  du  /i''^"*"  ordre,  deux  quelconques  de  ces  points  étant 
considérés  comme  correspondants  ;  on  peut  se  proposer  de  déter- 
miner les  coïncidences,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  courbes 
du  faisceau  qui  touchent  F;  l'étude,  aux  environs  d'un  point  sin- 
gulier de  F,  du  déterminant  jacobien  relatif  à  la  courbe  F  et  à 
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deux  courbes  du  faisceau,  conduit  M.  Junker  à  la  proposition  sui- 
vante qui  complète  ce  que  Ton  savait  à  cet  égard  :  Si  les  trois 
courbes  F,/,  «p  ont  un  point  commun,  si  /  et  ç  étant  de  même 
degré  /i,  F  a  au  point  commun  un  point  multiple  d'ordre  a,  fel^ 
des  points  multiple  d'ordre  y,  la  jacobienne  aura  en  ce  point  un 
point  multiple  d'ordre  a  +  ay —  2  dont  a  branches  seront  tan- 
gentes aux  a  branches  de  F  et  l'on  en  conclut  que  le  nombre  des 
coïncidences  propres  est 

m(m-f-a/i  — 3)  —  2a(a-+-2Y  —  O* 

Des  résultats  de  la  même  nature  peuvent  s'obtenir  en  considérant, 
au  lieu  d'un  faisceau  linéaire,  les  courbes  dans  l'équation  desquelles 
un  paramètre  entre  d'une  façon  entière.  M.  Junker  passe  ensuite 
à  l'étude  du  nombre  de  courbes  d'un  réseau 

/-h  X^  ^-  [X^  =  o, 

qui  sont  osculatrices  à  une  courbe  fixe  F  =  o  :  ce  problème  avait 
déjà  été  traité  par  MM.  Brill,  Gundelfinger,  Lindemann.  Il  s'oc- 
cupe ensuite  du  problème  analogue  sur  les  courbes  d'un  système 
linéaire  triplement  infini  qui  rencontrent  une  courbe  fixe  en 
quatre  points  confondus. 

Dans  la  seconde  Partie  de  son  travail,  il  traite  des  courbes  du 
réseau 

qui  touchent  une  courbe  donnée,  et  telles  que  le  pointai,  j^ji^s 
appartienne  à  une  autre  courbe  donnée^  enfin  il  établit,  au  moins 
sous  certaines  restrictions,  la  belle  proposition  qui  suit,  obtenue 
par  M.  Zeuthen  par  des  considérations  de  Géométrie  numé- 
rique (*)  :  Si  F  et  G  sont  deux  courbes,  de  genre  p  et  />',  entre 
lesquelles  existe  une  correspondance  et  telles  qu'à  un  point  de  la 
première  correspondent  M'  points  de  la  seconde,  et  à  un  point  de 
la  seconde  correspondent  M  points  de  la  première,  si  enfin  on  dé- 
signe par  G  et  G'  le  nombre  des  coïncidences  sur  l'une  et  l'autre 


(•)  Afathematische  Annalen,  l.  III,  p.  r53-i5C. 
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courbe,  on  aura 

G  —  C'=  iM'ip  -  1)  -  iM{p'  -  1); 

dans  les  nombres  C,  C  doivent  être  comptées  les  coïncidences  qui 
se  font  aux  points  de  rebroussement.  J.   T. 


MÉLANGES. 


NOTE  SUR  LA  DÉTERMINATION  D*UN  MINIMUM  GÉOMÉTRIQUE 

REMARQUABLE  ; 

Par  m.  Ch.  CELLERIER. 


1.  Préliminaires,  —  On  demande  de  choisir  la  forme  d'un 
système  de  surfaces  qui  forment  dans  l'espace  un  nombre  donné  n 
de  cavités  entièrement  fermées,  dont  chacune  ait  un  même  vo- 
lume ç.  Il  faut,  en  môme  temps,  que  l'étendue  totale  des  surfaces, 
soit  extérieures,  soit  de  séparation  des  cavités  (en  ne  comptant 
celles-ci  qu'une  fois)  soit  la  plus  petite  possible. 

La  question  est  fort  difficile  à  résoudre  rigoureusement,  même 
lorsque  n  est  un  petit  nombre  tel  que  3,  mais  qu'on  veut  trouver 
la  forme  de  toutes  les  cavités,  même  de  celles  qui  sont  contiguës 
à  l'espace  extérieur.  [1  en  serait  de  même  pour  celles  qui  sont  en- 
tourées de  toutes  parts  d'autres  cavités  s'il  fallait  démontrer  a  priori 
que,  lorsque  le  système  de  surfaces  minimum  est  obtenu,  toutes  ces 
cavités  doivent  être  entièrement  convexes.  Toutefois,  il  semble 
qu'il  ne  peut  guère  en  être  autrement,  et  nous  admettrons  ce  prin- 
cipe comme  un  postulat. 

2.  Valeur  des  dièdres.  —  Supposons  donc  obtenu  le  système 
de  surfaces  demandé  et  cherchons  ce  que  peut  être  la  forme  d'une 
des  cavités.  Le  nombre  de  celles-ci  étant  supposé  fort  grand,  il 
est  évident  qu'il  s'en  trouvera  qui  ne  touchent  point  à  l'espace 
extérieur;  or  l'une  de  celles-là  ne  peut  être  adjacente  en  toutes  ses 
parties  aune  même  cavité,  car  celle-ci  ne  serait  pas  convexe;  elle  le 
sera  à  plusieurs,  et  pour  la  même  raison,  les  surfaces  de  séparation 
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ne  peuvent  être  que  des  plans.  Ainsi  nous  voyons  déjà  que  chacune 
est  un  polyèdre  fermé  et  convexe,  dont  chaque  face  est  adjacente 
à  une  cavité  voisine  et  une  seule  ;  et  de  même  chaque  angle  d'un 
des  polygones  ainsi  formés  est  le  point  de  réunion  d'au  moins  trois 
cavités. 

Nous  n'excluons  pas  toutefois  le  cas  où  deux  faces  seraient  dans 
un  même  plan,  et  celui  où  deux  côtés  d'un  polygone  seraient  le 
prolongement  l'un  de  l'autre,  ce  qui  arriverait  si,  en  un  point  de 
concours  de  plusieurs  cavités,  se  trouvait  pour  l'une  d'elles  sur  une 
de  ses  faces  un  angle  intérieur  de  i8o°,  11  suffit  pour  la  convexité 
qu'aucun  angle  ne  puisse  dépasser  i8o°. 

Considérons  maintenant  dans  l'espace  une  droite  suivant  la- 
quelle se  réunissent  au  moins  trois  plans  de  séparation  {^fig*  i). 


Fig.  I. 


Représentons-la  pour  simplifier  comme  verticale,  projetée  en  A 
sur  le  plan  de  la  figure,  regardé  comme  horizontal;  soient  AL,  AH, 
AB,  les  traces  des  divers  plans  sur  celui  de  la  figure.  Nous  admet- 
tons qu'on  puisse,  sans  atteindre  la  limite  d'aucune  des  faces,  s'é- 
loigner du  point  A  dans  le  sens  horizontal  d'une  distance  /sur  une 
quelconque  d'entre  elles,  et  d'une  hauteur  h  dans  le  sens  vertical 
au-dessus  ou  au-dessous,  de  sorte  que  chacune  comprenne  dans 
son  étendue  un  rectangle  de  base  /et  de  hauteur  2//;  on  pourra 
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toujours  le  supposer  en  attribuant  à  /et  A  des  valeurs  assez  petites, 
mais  finies. 

Cette  donnée  étant  ainsi  posée,  soit  pour  la  figure  précédente, 
soit  pour  les  deux  suivantes,  nous  allons  prouver  qu'un  des  dièdres 
tel  que  BAH  ne  peut  être  aigu.  En  effet,  s'il  en  était  ainsi,  prenons 
AB  =  /,  et  soit  AC  une  très  petite  distance  que  nous  ferons  dimi- 
nuer indéfiniment,  prenons  AD  =  -AB,  prolongeons  CD  d'une 

longueur  DE  =  -CD.  Dans  les  triangles  ACD,  BDE,  en  compa- 
rant les  hauteurs  EF,  on  voit  que  EF  =  -CG  :  donc  ils  sont  équi- 

talents.  Nommons  A',  F'  les  points  qui,  dans  l'espace,  sont  situés  à 
une  hauteur  h  au-dessus  de  A  et  F.  Supposons  que  l'on  enlève  dans 
la  paroi  les  triangles  F'DB,  A' AD,  et  qu'on  la  remplace  par  une 
autre  surface  formée  des  triangles  F'EB,  F'ED,  A'CD,  puis  qu'on 
répète  symétriquement  la  même  construction  au-dessous  du  plan  de 
la  figure  ;  les  nouvelles  parois  ainsi  tracées  sépareront  complètement 
les  mêmes  cavités  que  l'ancienne;  celles-ci,  de  plus,  ont  le  même 
volume  parce  que  les  pyramides  ajoutées  et  retranchées  de  part  et 
d'autres  sont  équivalentes  ;  quant  à  l'étendue  des  parois,  nous  allons 
voir  qu'elle  serait  diminuée.  En  effet,  comme  nous  regarderons  AC 
comme  un  infiniment  petit  de  premier  ordre,  si  nous  convenons  de 
négliger  les  quantités  du  deuxième  ordre,  ou  celles  qui  sont  le  pro- 
duit de  AC    par  une  quantité  finie,  nous  voyons  d'abord  que  les 
hauteurs  des  nouveaux  triangles,  ou  les  perpendiculaires  abaissées 
de  F'  sur  BE,  DE  et  de  A'  sur  CD  peuvent  être  remplacées  par 
F'F  et  A'A  ou  A;  puis,  quant  aux  bases,  comme  F  est  à  peu  près 
au  milieu  de  AB,  on  peut  remplacer  de  même  BE  par  BF,  DE  par 
DF,  CD  par  GD,  et  en  tout  il  en   résulte  pour  tout  changement 
(le  résultat  devant  être  doublé  par  suite  de  la  construction  infé- 
rieure) une  diminution  2  A  x  AG  qui  est  du  même  ordre  que  AC, 
ce  qui  justifie  la  négligence  des  termes  précédents.  Ainsi  le  système 
de  surfaces  supposé  ne  serait  pas  le  plus  petit;  et  nous  pouvons 
conclure  déjà  que  tous  les  dièdres  sont  droits  ou  obtus. 

Nous  pouvons  vérifier  par  un  raisonnement  tout  semblable  qu'il 
ne  peut  y  avoir  plus  de  trois  plans  se  réunissant  suivant  une  même 
droite,  car  alors  il  y  en  aurait  seulement  quatre,  et  tous  les  dièdres 
devraient  être  droits  {fig-  2);  mais,  en  prenant  les  mêmes  données 
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que  dans  la  première  figure,  portant  une  très  petite  longueur  AC 
sur  la  bissectrice  de  Tun  de  ces  dièdres  BAB,  et  répétant  les  mêmes 
constructions  que  précédemment  sur  les  deux  plans,  et  aussi  au- 
dessous  du  plan  de  la  figure,  sauf  Taddition  d^une  petite  portion 
de  paroi  A'AC,  nous  verrions,  comme  ci-dessus,  qu'en  négligeant 
les  quantités  très  petites  du  second  ordre  il  aurait  été  ajouté  au- 
dessus  ce  triangle  A'AC  et  supprimé  deux  triangles  A'AG,  et, 
comme  on  peut  leur  donner  pour  hauteur  A,  il  aurait  été  retranché 

au-dessus  et  au-dessous  A( 2  AG  —  AG)ou  AAC(^ —  i),  de  sorte 
que  la  surface  aurait  encore  diminué. 

Fig.  2. 


Enfin,  nous  pouvons  vérifier  que,  non  seulement  il  ny  a  que  trois 
plans  se  réunissant  suivant  une  même  droite,  mais  encore  que 
chacun  est  le  prolongement  du  plan  bissecteur  des  deux,  autres. 
En  elTet,  si  les  traces  de  ces  plans  sur  celui  de  la  figure,  en  admet- 
tant les  mêmes  données  qu'au  commencement  de  ce  paragraphe 
sont  AL,  AU,  AB  (/î^.  3),  soit  AC  la  bissectrice  de  l'angle  exté- 
rieur des  deux  premiers;  si  AB  ne  lui  est  pas  perpendiculaire, 
que  BAC  soit  aigu;  prenons  encore  des  longueurs  AB,  AL,  AL', 

finies,  toutes  plus  petites  que  /,  et  telles  qu'en  prenant  AD  =  -  AB, 

on  ait  le  triangle  ACL  =  ACD  ;  on  le  pourra  évidemment,  et  la  gran- 
deur de  AL  et  AB  sera  indépendante  de  AC  que  nous  prendrons, 
du  reste,  infiniment  petit;  prenons  aussi  AL'=AL  et  par  suite 
AL'C=:ALC.  Cela  fait,  prolongeons  CD  de  DE  =  CD,  menons 
CG,  EF,  perpendiculaires  à  AB;  nommons  A',  F'  les  points  situés 
à  une  hauteur  verticale  h  au-dessus  de  AF.  Enlevons  comme  pré- 
cédemment des  parois  les  triangles  F'BD,  A'AD  et  de  plus  A'AL, 
A'AL'  et  remplaçons-les  par  FBE,  FDE,  A'CD,  A'CL,  A'CU; 
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alors,  en  répétant  au-dessous  des  constructions  symétriques,  il  est 
clair  que  les  parois  seront  complètement  fermées  et  qu'aucune  des 
cavités  n'aura  changé  de  volume,  puisque  les  surfaces  BDE,  2ACD 
el  DAC -4- CAL'  sont  égales;  quant  aux  triangles  ajoutés  ou  re- 


Fig.  3. 


W 


tranchés,  nous  pourrons  encore  leur  donner  pour  hauteur  com- 
mune h,  puis,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 
la  diminution  est 

A(  AG  -f-  AL  -+-  AL-  CL  -  CL'), 

laquelle  se  réduit  à  A  x  AG,  puisqu'en  nommant  U  le  point  sy- 
métrique de  L'  par  rapport  à  AC,  on  a 

AL  -f-  AL'  =  LAL',        CL  4-  CL'  =  LCL', 

et  que  la  diflFérence  LCL'' —  LL"  est  du  second  ordre  de  petitesse. 
Ainsi  la  surface  serait  encore  diminuée,  ce  qui  est  Impossible;  et, 
puisque  chacun  des  trois  plans  doit  être  bissecteur  des  deux  autres, 
il  faut  que  les  trois  dièdres  soient  de  1 20**. 

3.  Nature  des  angles  solides  d'une  cavité.  —  En  prenant  le 
sommet  o  d'un  de  ces  angles  pour  centre  d'une  sphère,  il  détermi- 
nera sur  celle-ci  un  polygone  sphérique  convexe  ou  tel  qu'il  forme 
une  ligne  fermée  dont  tous  les  angles,  pris  d'un  même  côté,  soient 
<  180";  ce  côté  est  celui  de  l'intérieur.  Réciproquement  il  est  fa- 
cile de  voir  que,  si  un  polygone  sphérique  ABCDE  (Jig»  4)  satls- 
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fait  a  ces  dernières  conditions,  il  est  entièrement  situé  d^un  même 
côté  du  plan  de  Tun  de  ses  côtés.  En  effet,,  si  Ton  joint  (^fig*  4)  1^ 
point  A  à  un  point  mobile  parcourant  EDCB«  et  cela  par  un  arc 
qu^on  dirige  à  partir  du  point  mobile  du  côté  intérieur,  il  est  aisé 
de  voir  que,  dans  le  voisinage  du  point  de  départ,  cet  arc  est  en- 

Fi?.  4- 


tièrement  inlérîeur  et  de  plus  <C  i8o**.  Or  ces  deux  choses  ne  peu- 
vent cesser  d'avoir  lieu  pendant  le  mouvement,  car  si,  à  un  certain 
instant,  l'arc  mobile  cessait  d'être  en  entier  intérieur,  c'est-à-dire 
renfermait  un  côté  ou  un  angle  du  polygone  avant  d'avoir  atteint 
AB,  il  est  clair  qu'il  y  aurait  des  angles  intérieurs  >  i8o";  dès  lors 
il  est  aisé  de  prouver  aussi  que  l'arc  mobile  est  moindre  que  i8o**, 
et  on  peut  en  dire  autant  de  tout  arc  intérieur  joignant  deux  points 
quelconques  d'un  polygone  convexe. 

On  en  conclut  aussi  que  celui-ci  est  entièrement  compris  dans 
le  fuseau  formé  par  AE  et  AB  prolongées,  de  sorte  qu'il  est  tout  en- 
tier du  même  côté  du  plan  d'un  de  ses  côtés  :  donc  il  est  aussi  en- 
tièrement compris  dans  le  fuseau  de  deux  quelconques  de  ces 
côtés  prolongés,  par  exemple  GF. 

Bevenons  maintenant  à  l'angle  solide  d'une  cavité;  le  polygone 
de  n  côtés  qu'il  détermine  sur  la  sphère  a  tous  ses  dièdres  de  120" 
ou  \  de  droit,  et  sa  surface  exprimée  en  huitièmes  de  sphère  étant 

par  suite  — (2/1  —  4)>  ^1  ^^^^  ^"^  /?  <6  pour  qu'elle  soit  posi- 

tuée,  donc  n  =  5,  ou  4?  ou  3.  Si  le  polygone  est  un  triangle,  il  est 
équilatéral,  sa  forme  est  déterminée.  Si  c'est  un  quadrilatère  ABCD 
{/Ig*  5),  ep  prolongeant  les  côtés  AD,  BC,   le  triangle   DEC  est 
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isoscèle,  ayant  deux  angles  de  60**,  AEB  Test  aussi,  donc  AD  =  BC  ; 
on  prouverait  de  même  que  AB  =  DG.  Enfin,  il  en  résulte  que  les 
triangles  AFB,  DEC  sont  égaux. 

Fig.  5. 


Nommant  x^  y  les  deux  côtés  du  quadrilatère,  G  le  milieu  de 
CD,  on  aura,  dans  le  triangle  rectangle  GED, 


et,  comme 
il  en  résulte 


tangGD  =  tangDE  cosEDG, 
j'-4-2ED  =  180,        EDG  =  60, 


1  I  1 

tang  -X  tang  -y  =  -• 


Telle  est  la  relation  qui  lie  constamment  deux  côtés  d'un  qua- 
drilatère et,  quand  deux  arcs  la  satisfont,  nous  dirons  pour  abréger 
que  l'un  est  le  côté  complémentaire  de  l'autre;  il  est  clair  que, 
quelle  que  soit  la  valeur  du  premier,  son  complémentaire  existe 
toujours. 

Avant  de  passer  aux  pentagones,  nous  devons  rappeler  le  prin- 
cipe suivant  :  si  deux  triangles  sphériques  ont  deux  angles  égaux, 
mais  que  le  côté  compris  soit  plus  grand  dans  le  premier  que  dans 
le  deuxième,  le  troisième  angle  est  aussi  plus  grand.  Cela  résulte 
évidemment  de  la  formule  connue 

cosA  =  —  cosBcosC-H  sinB  sinC  cosa, 

car,  si,  B  et  G  restant  les  mêmes,  on  fait  varier  a,  il  est  clair  que, 
sinB  sinC  étant  positifs,  cosAetcosa  varient  dans  le  même  sens, 
et  il  en  est  de  même  de  a  et  A. 


174  PREMIÈRE  PARTIE. 

Nous  n'exprimerons  point  par  des  formules  les  conditions  que 
doivent  remplir  cinq  arcs  pour  pouvoir  former  un  pentagone  dont 
tous  les  angles  soient  de  120*^.  Les  remarques  suivantes  nous  suffi- 
ront, le  pentagone  étant  ABCDE  (^fig^  6)  : 

1°  Sur  deux  côtés  donnés  et  adjacents  AE,  AB,  on  ne  peut  dé- 
crire qu'un  seul  pentagone,  car  les  arcs  EF,  BF  sont  déterminés 
de  direction  ;  donc  l'angle  F  est  aussi  déterminé,  et  par  suite  aussi 
le  triangle  FCD  dont  les  angles  C  et  D  sont  de  60®. 

2^  Si  les  deux  côtés  donnés  AE  et  AB  sont  égaux,  il  est  clair 

Fig.  6. 


qu'on  a  aussi  ED  =  BC  et  réciproquement.  Nous  dirons  dans  ce 
cas  que  le  pentagone  est  symétrique  par  rapport  à  l'angle  A. 

3°  De  deux  côtés  adjacents  quelconques,  chacun  est  toujours 
inférieur  au  complémentaire  de  l'autre.  Car  si,  par  exemple,  CD  dé- 
passait le  complémentaire  de  DE  ou  lui  était  égal,  en  prenant  DC 
égal  à  ce  complémentaire,  le  triangle  DEC  serait  la  moitié  d'un 
quadrilatère;  ainsi  les  angles  DEC'-hD CE  auraient  une  somme 
égale  à  120°;  puis,  le  triangle  DEC  étant  égal  ou  plus  grand,  on 
aurait  DEC  +  DCE  =  ou  >  1 20^;  donc  AEC  +  BCE  =  ou  <  1 20^; 
donc,  dans  le  quadrilatère  ABCE,  la  somme  des  angles  serait  =  ou 
^Sôo**,  ce  qui  est  absurde. 

4®  Aucun  côté  d'un  pentagone  ne  peut  être  égal  à  un  côté  du 
triangle  équilatéral  dont  les  angles  sont  120°,  ou  plus  grands  :  en 
effet,  si  DC  était  le  côté  du  triangle  et  qu'on  eût  DC  =  ou  >  DC, 
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alors,  en  comparant  le  triangle  équilatéral  au  triangle  DCG,  on  au- 
rait G>  1 20"*,  et  par  suite  Tangle  HFB5  1 20**  ;  or,  en  nommant  AI  le 
côté  complémentaire  de  AE,  lequel  esl  plus  grand  que  AB,  et  sup- 
posant complété  le  quadrilatère  EAIK  (le  point  K  pouvant  tomber 
d'un  côté  ou  de  l'autre  de  F),  on  trouvera,  au  contraire,  en  compa- 
rant les  triangles  HBF,  HIK,  que  l'angle  HFB  <  HKI  ou  <  lao". 
5°  Il  n'est  pas  possible  de  former  deux  pentagones  ayant  un  côté 
égal  AB,  et  tels  que  les  côtés  adjacents  AE,  BG  du  premier  soient 
tous  les  deux  plus  grands  que  les  côtés  adjacents  AF,  BG  du  se- 
cond {^Jig*  7).  En  effet,  complétons  le  fuseau  00',  et  soit  H  le  cin- 
quième angle  du  second  pentagone.  Le  côté  GH  ne  peut  venir  ren- 
contrer l'arc  EO'  entre  E  et  O',  sans  quoi  le  second  pentagone  serait 
entièrement  compris  dans  le  premier,  tandis  qu'il  a  la  même  surface. 
Donc  il  coupe  cet  arc  en  I  entre  E  et  O;  donc  il  coupe  l'arc  EK 
dans  l'intérieur  du  fuseau,  en  un  point  L  (d'un  côté  ou  de  l'autre 

Fig.  7. 


V 

0' 


deD,  et,  en  comparant  les  triangles  KDC,  KMG,  on  aurait  l'angle 
KDC<^RLG,  ou  <!lLE;  puis,  en  comparant  les  triangles  ILE, 
IHF,  on  aurait  l'angle  ILE  <  IHF,  d'où  KDC<  IHF,  ce  qui  est 
absurde,  puisque  ces  deux  angles  sont  de  60*^. 

De  là  résulte  que,  si,  à  un  premier  pentagone  ABCDE  {^fig*  8), 
on  en  compare  un  second  pour  lequel  AB  soit  le  même,  mais  AE 
plus  grand,  BC  sera  plus  petit,  puis  il  résulte  de  la  considération 
des  triangles  OCF  et  OGE  que  l'angle  OEC  sera  plus  petit,  et 
l'angle  OGE  plus  grand.  Enfin  il  résulte  des  triangles  EFD,  CGD, 
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que  le   coté  ED  deviendra  plus  petit,   et  CD  plus  grand;  ainsi, 

quand   on  change   la  forme  d'un  pentagone  en  laissant  un  côté 

constant,  deux  autres  côtés  adjacents  quelconques  varient  toujours 

en  sens  inverse. 

Fig.  8. 


4.   Description  générale  des  modes  d^ assemblage  des  angles 
solides,  —  Si  en  un  point  se  réunissent  les  angles  solides  convexes 
de  diverses  cavités,  en  prenant  ce  point  comme  centre  d'une  sphère, 
chacun  des  angles  solides  déterminera  sur  celle-ci  un  polygone  tel 
que  ceux  que  nous  venons  de  décrire,  et  leur  assemblage  devra  re- 
couvrir toute  la  sphère  ;  or  il  est  aisé  de  voir  que  la  surface  d'un  des 
pentagones,  dont  l'excès  sphérique  est  |  de  droit,  sera  -5^  de  la  sur- 
face de  la  sphère  ;  la  surface  d'un  des  quadrilatères  en  est  \ ,  et  celle 
d'un  des  triangles  ^  (en  supposant  tous  les  angles  de  120**),  de  sorte 
que,  si  l'on  nomme  n  le  nombre  des  pentagones,  n'  celui  des  qua- 
drilatères et  n'' celui  des  triangles,  on  aura  /i  -+-  2 /i' -h  3 n'' =  la. 

Nous  nommerons,  pour  abréger,  carré  le  quadrilatère  dont  les 
deux  côtés  sont  égaux,  et,  avant  d'entrer  dans  le  détail  des  modes 
d'assemblage,  nous  devons  faire  deux  remarques  qui  en  limitent  le 
nombre. 

Supposons  que,  sur  les  quatre  côtés  A,  B,  C,  D  d'un  quadrila- 
tère {Jig*  9)  se  trouvent  construits  des  pentagones  dont  les  côtés 
adjacents  soient  E,  F,  G,  H.  Supposons  A  >  B.  Il  est  impossible 
de  supposer  E]>  G,  car,  en  comparant  les  pentagones  construits 
sur  F  et  B,  F  et  A,  le  côté  F  étant  le  même  et  le  côté  A  >  B,  on 
devrait  avoir  E  <^G;  ou  verrait  de  même,  en  comparant  les  penta- 
gones conslruils  sur  C  et  D,  qu'on  ne  peut  avoir  G^E^  donc 
G  =  E,  ce  qui  est  aussi   impossible,  puisque  les  pentagones   con- 
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struits  sur  A  et  B  auraient  un  côté  inégal  entre  côtés  égaux.  Donc 
un  quadrilatère  ne  peut  être  adjacent  à  quatre  pentagones  que  s'il 
est  carré  ou  si  A  =  B,  et,  dans  ce  cas,  on  a  évidemment  E=  G, 
H  =  F. 

F 'g-  9- 


Ensuite  nous  allons  démontrer  que  la  surface  de  la  sphère 
ne  peut  être  partagée  en  douze  pentagones  à  angles  de  1 20®,  à  moins 
qu'ils  ne  soient  réguliers.  En  effet,  nommons  5  le  côté  du  penta- 
gone régulier;  si,  dans  un  autre  pentagone  construit  sur  è  et  c  par 
exemple  (yî^.  10),  ces  deux  côtés  sont  tous  deux  >  S  ou  l'un 
égal  l'autre  plus  grand,  il  résulte  du  paragraphe  précédent  que  f 
et  d  seront  <[  3,  ete^S;  l'inverse  aura  lieu  si  b  et  c  sont  tous 
l'un  =  8  et  l'autre  <[  S. 

Fig.  10. 


Démontrons,  en  premier  lieu,  qu'il  y  a  impossibilité  à  ce  que,  de 
trois  côtés  a,  6,  c,  partant  d'un  même  angle  (^fig*  10),  aucun  ne 
soit  =  S.  En  effet,  si  tous  trois  sont  >  8,  on  aura  /,  g^  rf,  Ar-^l  8, 
et,  par  suite,  m,  ^,  /i  ]>  8  ;  or  il  ne  peut  y  avoir,  dans  un  pentagone, 
trois  côtés  successifs  ^  8  :  on  vérifierait  de  même  qu'on  ne  peut 
avoir  à  la  fois  a,  6  et  c<^  8.  Supposons  a  <  8,  6  et  c  <  8. 

On  ne  peut  admettre  que  g  el  k  soient  tous  deux  ^8,  car /et  d 
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sont  <C  S,  et  l'on  aurait  encore  m,  e,  n  >  5.  On  ne  peut  admettre 
non  plus  que  g  et  A*  soient  ^o,  car  alors  on  aurait  /  et  A  -<  o,  i  et 
y  >  S,  /?  et  q  <C^j  et  le  pentagone  construit  sur  le  côté  r  aurait  ce 
côté  et  les  deux  adjacents  >8.  Ainsi^  des  deux  côtés  g,  kj  l'un, 
par  exemple  le  premier,  doit  être  >>  8,  l'autre  <  5. 

On  ne  peut  supposer  /<3,  car  alors  y  >  Âr,  de  même  que  i;  A, 
/?,  q^  l  étant  <i  3,  le  pentagone  construit  sur  r  serait  encore  im- 
possible. 

Donc  /  >>  0,  donc  puisque  d  eV  A*  <  8,  n  et  5  >  et  f  -<  8  ;  puis, 
comme  5  et  /,  /i  et  ^,  sont  >>  8,  on  voit  que  le  pentagone  adjacent 
à  t  aurait  ce  côté  et  les  deux  adjacents  <  S,  ce  qui  est  impossible. 

On  vérifierait  de  même  que  l'on  ne  peut  supposer  que,  des  trois 
côtés  a,  6,  c,  l'un  soit  >•  8  et  les  deux  autres  <  S.  Donc  il  faut 
que  l'un  au  moins  soit  =  8.  Mais  il  est  impossible  qu'il  n'y  en  ait 
qu'un  seul  a.  En  eflet,  si  6  et  c  sont  tous  deux  >>  8,  ou  tous  deux 
<  8,  on  verra  qu'aucun  des  côtés  A",  6,  d  partant  d'un  même  angle 
n'est  =8,  ce  qui  est  impossible.  Supposons  donc  b<^  et  c  <  8. 
On  aura  A*  <!  et  />►  8  :  donc  il  faut  que  5=8,  donc  rf>>S,  aucun 
des  côtés  6,  rf,  A*  n'est  =  8. 

Il  est  impossible  également  que  deux  seulement  des  trois  côtés 
rt,  è,  c  soit  =  8,  par  exemple  b  et  c,  car,  si  a  >  S  ou  <  8,  on  au- 
rait que  /  et  y  sont  tous  deux  <;  ou  >►  8,  et  des  trois  côtés  a,  «',  j\ 
aucun  ne  serait  =  8.  Donc  enfin  tous  les  côtés  de  tous  les  penta- 
gones doivent  être  égaux  à  3. 

Il  nous  reste  à  examiner  toutes  les  dispositions  par  lesquelles  on 
peut  partager  la  surface  de  la  sphère  en  triangles,  quadrilatères 
pentagones,  el  nous  supposerons  toujours,  cela  va  sans  dire,  que  les 
angles  sont  de  i'40'\  ISous  aurons  surtout,  pour  chaque  disposi- 
tion, à  mesurer  les  côtés  de  longueurs  diverses  qui  entrent  dans  les 
divers  polvgones. 

5.  Dispositions  où  entrent  des  triangles.  —  Nommons  a  le 
côté  d'un  triangle  équilatéral;  les  angles  étant  connus,  on  en  dé- 
duit 

C05rt  =  —        y  a  =  I09°28  20. 

l'n  triangle  ne  peut  être  adjacent  à  un  pentagone.  Si  deux 
triangles  sont  adjactMits,  on  ne  peut  placer  qu'un  triangle  sur  les 
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deux  côtés  a  qui  forment  un  angle  rentrant,  chacun  dépassant  le  côté 
supplémentaire  de  l'autre  et,  cela  fait,  il  ne  reste  que  la  place  d'un 
triangle. 

Si,  au  contraire,  sur  chaque  côté  d'un  triangle,  se  trouve  un  qua- 
drilatère, le  premier  côté  de  celui-ci  étant  a,  le  second  a!  sera  le 
côté  supplémentaire,  et  les  côtés  opposés  a  des  trois  quadrilatères 
formeront  encore  un  triangle.  De  là  résulte  que  : 

La  première  disposition  ne  contient  d'autres  côtés  que  a  :  elle  se 
compose  de  quatre  triangles; 

La  seconde  disposition  contient  «et  ci  ^  elle  se  compose  de  deux 
triangles  séparés  par  trois  quadrilatères  égaux.  On  a  d'ailleurs 

I    ,  I  I 

tang-a  tanff-a=  -> 

-a  =  54*4i'io', 

'a'=  i9*'28'2o', 
2 

a' =38'' 56' 40'. 

6.  Dispositions  où  n^entre  aucun  triangle,  mais  bien  un 
carré.  —  La  diagonale  AC  d'un  carré  ABCD  {^fig^  m)  est  =  a, 

Fig.  II. 


parce  qu'elle  forme  un  triangle  équilatéral  avec  AD  et  CD  pro- 
longés. En  nommant  h  le  côté  d'un  carré,  nous  avons  trouvé 

tang»-ô  =  ->         C09Ô  = ->         6  =  180— a  =  7o°3i'4o'. 

Si  deux  carrés  sont  adjacents,  on  ne  peut  placer  qu'un  carré  sur 
l'un  des  angles  rentrants  ainsi  formés  et  il  en  est  de  même  des 
suivants;  il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  résulte  que  la  troisième  dispo- 
sition, où  n'entre  que  l'arc  è,  est  formée  de  six  carrés. 


i8o 
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Si  à  un  carre  aucun  autre  n^est  adjacent,  il  faudra  que  ce  soit 
quatre  pentagones  (//^.  12)  et  cela  de  façon  que  l'arc  A  =  B,  el 
i'jzrzV;  ainsi  les  pentagones  CE,  CD  sont  égaux  par  Venverse- 
ment.  Si  à  ces  quatre  pentagones  aucun  carré  n'est  adjacent,  alors 
quatre  autres  se  placent  dans  les  angles  rentrants  tels  que  DE, 
et,  comme  D  =  E,  chacun  de  ceux-là  est  symétrique.  Ils  ne  laissent 
d'ailleurs  plus  de  place  que  pour  un  quadrilatère  qui  ne  peut  élrc^ 
qu'un  carré,  et,  puisqu'ils  sont  symétriques,  les  arcs  partant  des 

Fig.  12. 


angles  du  carré  sont  égaux  :  les  quatre  nouveaux  pentagones  sont 
donc  égaux,  d'où  résulte  que  les  anciens  doivent  l'être  aussi.  Donc: 
l^a  quatrième  disposition  se  compose  de  deux  figures  égales  à  la 
précédente,  formée  d'un  carré  adjacent  à  quatre  pentagones  svmé- 
Iriques  et  égaux  entre  eux.  Elle  en  contient,  outre  le  côté  6,  deui 
autres  //  ol  b'i  mais  il  est  prtMerable  de  chercher  directement  les 

Pic.  i3. 


vV^lés  I'  el  V  vi'un  jvenlJi^one  <^mélrique  par  rapport  à  ranirl*  C 
V  nV-  <^^^  ^"t  \^Mï>truil  sur  un  c\>lê  queloonque  x:  eB>wi«P.  ^" 
MipjHVxAMi  X       r.  Mv>u<  jiurv>ci>  |H>ur  ft  el  6'  kf^  \^lefirs  de  v^t^: 
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or  nous  aurons 

COSAOC-+- cosB  cosOGB       4cosAOC  — i  .  ^^ 

cos^  =  .    „    .    ,,rri = ^ y  AFO  =  90», 

*^  sinHsinOCB  3 

cosAOF  =— cosOAFcosAFO 

H-  sin  OAF  sin  AFO  cos  AF  =  -  v^3  cos  -  ar, 

2  '2 

1  —  cos  y 
cotOB  sinj'  =  cot  BGO  sin  B  H-  cos  B  cosj^  =  —  > 

tangOB  =  9.  cot  -y, 
cot  AO  sin  AF  =  cot  AFO  sin  OAF  -i-  cos  AF  cosOAF, 


tangAO  =  2tang-j:. 


Dans  le  cas  actuel, 


2        V  2 


tang-6=\/-  =tangia?, 


cosi^=y/?, 

. ,      2  v/2  —  I 

COS^  =  COSO^= y 

puis  ensuite 

iangOB  =  2  cot  *  b\        tangAO  =  /!!,        z  =  6"=  BO  — AO; 

i^»'=2G°i3'3o% 

2 

BO  =  76°  o'  5o^ 

0A  =  54°44'io*, 

ù"  =  9.1'' 25' io\ 

Il  nous  reste  à  examiner  la  disposition  où,  après  avoir  placé  un 
pentagone  sur  chaque  coté  d*un  carré  ABCD,  ceux-là  ne  se  trou- 
veraient pas  adjacents  uniquement  à  des  pentagones,  c'est-à-dire 
que  Tun  des  angles  rentrants  tels  que  FEH  {^/Ig*  i4)se  trouverait 
occupé  par  un  quadrilatère,  lequel  d'ailleurs  ne  pourrait  être  qu'un 
carré  puisque  EF  =  EH.  Dans  ce  cas,  le  pentagone  OBE  serait 
par  suite  symétrique  et,  dans  les  angles  OFG,  OCD,  on  ne  pour- 
rait placer  que  deux  autres  pentagones  égaux  au  précédent;  de 
même,  autour  du  point  O'  devraient  se  grouper  trois  autres  penla- 
gones  aussi  égaux  aux  précédents,  et  ces  six-là  ne  laisseraient  plus 
Bull,  des  Sciences  mathcm.,  a"  série,  t.  XV.  (Juillet  1891.)  i  "> 
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(le  place  que  pour  un  troisième  carré.  Delà  on  conclura  aisémenl 
que  la  cinquième  disposition  est  formée  en  menant,  par  deux  poinln 
O,  O'  diamétralement  opposés,  trois  demi-grands  cercles  faisant 
entre  eux  des  angles  de  120°.  Le  grand  cercle  dont  O,  O'  sont  les 
pôles  coupera  ceux-là   en  trois  points   qu'on  prendra   pour  les 

Fig.  14. 


centres  des  trois  carrés,  en  plaçant  les  diagonales  de  ceux-ci  sur 
les  cercles.  Les  parties  restantes  de  ces  derniers,  jointes  aux  côtés 
des  carrés,  formeront  six  pentagones  égaux  et  symétriques.  Cette 
disposition  renferme  les  côtés  b,  c\  d' \  mais  il  est  clair  que 
Se/ 4-  3  diagonales  du  carré  =  36o,  ac^'H-  i  diagonale  =  iSo*',  el, 
comme  la  diagonale  =  a,  on  aura 


r=igto'* — a,         r  —  90" a\ 


r''=35"i5'5o% 
c'=  io''3r4o'. 

7.   Dispositions  où  n  entrent  ni  triangles  ni  carrés,  —  Cou 
mcnçons  par  celle  que  nous  avons  déjà  étudiée  : 

La  sixième  disposition  se  compose  de  douze  pentagones  régi 

liers.  Elle  ne  contient  que  le  côté  d  du  pentagone  régulier.  E— -  n 

nommant  O  le  centre  du  pentagone  {fig,  i5),  AB  le  côté,  Csc^^n 

milieu,  on  a 

AG0=9o% 

cosAOC-hcosOACcosOGA        cos36"  1    , 

sin  OAC  sin  OLA  cos  So"  ?. 
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Il  ne  nous  reste  d'autres  dispositions  à  examiner  que  celles  où 
entrent  des  quadrilatères  à  côtés  inégaux  tel  que  ABCD  {^fig-  16); 
nous  savons  qu'il  n'est  pas  possible  de  construire  un  pentagone 
sur  chaque  côté  :  il  n'est  pas  possible  non  plus  de  placer  un  qua- 


Fig.  i5. 


drilatère  sur  le  petit  côté  AB,  parce  que  le  côté  adjacent  au  point  A, 
étant  égal  à  AD,  ou  supérieur  au  complémentaire  de  AD,  on  ne 
pourrait  construire  sur  ces  deux-là  ni  quadrilatère  ni  pentagone. 
Il  faut  donc  qu'un  quadrilatère  soit  adjacent  au  premier  le  long  de 
l'un  des  grands  côtés  tels  que  AD. 


Fiff.  i(i. 


Examinons  d'abord  le  cas  où  la  figure  ainsi  formée  ne  serait  pas 
entourée  de  toutes  parts  de  pentagones,  c'est-à-dire,  serait  encore 
adjacente  à  un  troisième  quadrilatère,  ce  qui  ne  pourrait  avoir  lieu 
que  suivant  un  des  grands  côtés,  tel  que  BC.  Alors  un  seul  penta- 
gone devrait  avoir  pour  côtés  les  arcs  égaux  FA,  AB,  BE  et,  par 
suite,  ce  ne  pourrait  être  qu'un  pentagone  régulier;  le  côté  qui  suit 
AF  étant  encore  égal,  on  ne  pourrait  placer  sur  FG  qu'un  qua- 
drilatère, et  ensuite  il  ne  resterait  de  place  que  pour  un  cin- 
quième. Ainsi  ; 

La  septième  disposition  est  formée  d'un  pentagone  régulier,  de 
côtérf,  sur  chaque  côté  duquel  on  a  construit  un  quadrilatère;  les 
côtés  opposés  de  ceux-ci  forment  un  second  pentagone.  Celte  dis- 
position, outre  le  côté  rf,  contient  son  côté  complémenlaire  et ,  On 
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a  donc 

coi'd'=  2lanc-rf,  /colirf'=  9'»88'3o'638, 

'2.  -2  -JL  ^ 

-  d  =  20*54'2o',  -  d'  =  5a«37'2o',  ^  =  io5«  i4'4o'. 

2  2 

Enfin  il  nous  rcslc  à  examiner  le  cas  où  la  figure  CDEF,  formée 
de  deux  quadrilatères  (Jtg.  17)  serait  de  toutes  parts  adjacente  à 

Fig.  17. 


des  pentagones;  dans  ce  cas  le  pentagone  AGH  est  symétrique 
parce  que  AD  =  AE,  le  pentagone  construit  sur  CBF  lui  est  égal; 
donc  CK  =1  GD  =  EH  ;  donc  les  pentagones  AGH,  ICD  ont  deux 
cotés  non  adjacents  égaux;  donc  le  côté  compris  no  peut  être  diffé- 
rent; il  faut  donc  que  GH  =  CD,  et,  par  suite,  IG  =  1K=:AD; 
ainsi  la  (jucstion  est  ramenée  à  trouver  une  ligne  CD  =  e  (Jig.  18) 

lig.  iS. 


V 

O 


telle  qu*cn  construisant  sur  celle-ci  un  pentagone  s^inélrique,  le 
côté  opposé  GI  se  trouve  élre  le  complémentaire  de  CD.  Mais,  ce 
résultat  obtenu,  le  pentagone  construit  sur  AD  cl  AE  aura  bien  le 
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côté  GH  =  CD,  puis  sur  GI  et  GH  on  ne  pourra  placer  qu^un  qua- 
drilatère égal  aux  deux  premiers  et  il  ne  restera  la  place  que  d'un 
second  autre  égal.  Ainsi  : 

La  huitième  disposition  sera  formée  de  deux  figures  composées 
chacune  de  deux  quadrilatères  CDEF  et  de  deux  pentagones  LEF, 
ICD  ;  elle  contient  trois  côtés  e,  e',  e'',  en  posant  GI  =:  e',  GD  =  e". 

Par  la  formule  du  n**  6,  on  aura,  en  posant  ^'icos-e  =:  x^ 


,         IX  —  I 

cose  =  r — 


d'où 

.1,         1  —  X  „I  3—37* 

tang»  -  e  = ,  tang*  -  c  = —  > 

°   a  \-\-x  ^7,  x^ 


el,  par  suite,  pour  que  e  et  e' soient  des  côtés  complémentaires,  il 
faut  que 

\i-Ha7/\     x^     )  ~  V 
ou 

-c* —  3a7-—  4^-*-  8  =  o. 

Le  premier  membre  étant  >►  o  pour^r  =  i  et  <  o  pour^r  =  y/3, 
on  voit  qu'il  y  a  une  racine  réelle  négative,   une  autre  positive 

>>y/3,  qui  toutes  deux  doivent  être  rejetées,  et  une  comprise 

entre  i  et  y/3  ;  en  posant  i  —  x  =^  z^  on  aura 

z*  —  7^  —  2  =  o, 

dans  laquelle  on  doit  chercher  seulement  la  plus  petite  (  numérique- 
ment) des  deux  racines  négatives.  Celles-ci  se  trouvent  en  posant 

5  z=  2  /n  cos  ^  »  et  disposant  de  m  et  cp  de  manière  à  identifier  le  ré- 
sultat avec  l'équation 


d'où  résulte 


4  cos'  5  (p  —  3  cos  r  Cp  —  COSCp  =  O, 


/^ 


w=4/l.,         coscp=— ; 


I 


en  prenant  pour  '^  l'angle  aigu  donné  par  cette  équation,  on  aura 
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pour  les  trois  racines 


z  =  im  cos  -> 


z  =  2m  cos    120° -H  --  b 


(„o-+  I) 


(-- 1) 


z  =  2m  cos    120" —  ^  ]j 


et  c'est  la  dernière  que  nous  devrons  choisir;  comme 


il  en  résulte 


1  X  I  —  z 

cos  -  e  =  -—  =  — -r- 

2  v/3  v^3 


sin(3o-|) 


'jim  smi  io" —  n-  I  4-  I 
cos  -  e  =  —  _ 


Ensuite  on  aura 


cot  -  e  =  2,  tang-  e, 


puis 

e'=OG~OD, 

langOG  =  2C0t  -e'  =  4  tang  -e,         tangOD  =  2  tang-c, 


OU 


On  trouve 


OD  =  9o«~  '  e'. 


OG  =  74"25'5o% 

on  =  60"  52' 20', 

e'=:  i3"33'3o\ 

c  =  83" 48'  o\ 

<>''=58"i5'2o'. 


8.  Réduction   des  huit  dispositions  à  trois  seulement^ 
Nous  transcrivons  ci-dcssous  le  Tableau  des  côtés  qui  entrent  d^o* 
les  huit  dispositions,  puis  celui  de  leurs  valeurs  numériques,  p*^|^ 
celui  de  leurs  suppléments,  rangés  par  ordre  de  grandeur  et  de^^' 
gnés  par  les  lettres  majuscules  correspondantes. 

Première  disposition...     a  Cinquième  disposition. .     b^  c,  ^ 

Deuxième  »  ... 

Troisième  »  ... 

Oualricme  > 


rt,  a' 

Sixième 

» 

..     d 

h 

Septième 

>i 

..     dj 

/>,  //,// 

Huitième 

)» 

..       ..^':^ 
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a  = 

I09*28'ao^ 

c- 

aGo^'^S'ao', 

a'- 

38'»56'4o% 

E'- 

i66'»26'3o% 

b^- 

7o*»3r4o\ 

B"- 

1 58°  34' '20', 

b'r- 

5a°27'  "'» 

C- 

i44Mrio% 

b'^ 

2i°25'4o', 

A'r. 

i4i"  3'2o', 

c'^ 

io»3i'4o% 

D- 

i38*ii'îio', 

c"^ 

35°i5'5o', 

B- 

I27''33'  o\ 

ci- 

4i"48'4o% 

E'=:r 

12^44' 4o% 

el':^. 

io5°i4'4o', 

B- 

io9°'i8'2o', 

e  .  - 

83" 4 8'  o% 

E  = 

96»  12'    0% 

e'^ 

58°i5'ao% 

Dr. 

74M5'2o', 

e  = 

i3*33'3o% 

A- 

70"  3 1 '40'. 
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Remarquons  maintenant  que  les  polygones  formant  les  diverses 
faces  d'une  cavité  ne  peuvent  avoir  d'autres  angles  plans  que  l'un 
des  précédents  «,  a\  etc.;  quelle  que  soit  la  manière  dont  ils  sont 
distribués  dans  un  même  polygone,  il  faut  que  la  somme  des  angles 
extérieurs  ou  la  somme  d'un  certain  nombre  des  suppléments  C, 
E'',  etc.,  soit  36o°;  or,  si  l'on  essaye  d'ajouter  un  ou  deux  angles  G 
avec  un  ou  plusieurs  des  suivants,  on  verra  que  cela  est  toujours 
impossible,  d'où  l'on  conclura  qu'aucun  angle  solide  ne  peut  con- 
tenir l'angle  C,  ou  que  la  cinquième  disposition  est  impossible,  et 
que,  par  suite,  l'angle  Cqui  n'entre  que  dans  celle-là  ne  peut  se  ren- 
contrer; en  excluant  donc  C  et  QJ'  de  la  série  des  douze  supplé- 
ments, nous  verrons  de  même  qu'on  ne  peut  faire  36o"  en  asso- 
ciant un  ou  deux  angles  E"  avec  d'autres  et,  par  suite,  que  E,  E', 
E''  et  la  huitième  disposition  doivent  être  exclus;  on  fera  la  même 
vérification  pour  B",  d'où  résulte  l'exclusion  de  B"et  B',  puis  pour 
D,  d'où  résulte  celle  de  D  et  D';  de  sorte  que,  en  définitive,  les  trois 
premières  dispositions  se  trouvent  seules  possibles;  ou  bien  il  ne 
peut  y  avoir  d'antres  angles  solides  que  ceux  qui  sont  formés  de 
trois  angles  a,  ou  de  quatre  angles  6,  ou  de  deux  a  et  a'  opposés. 
Quant  aux  faces,  elles  ne  pourront  être  qu'un  triangle  formé  d'un 
angle  a!  et  de  deux  angles  6,  ou  un  parallélogramme  ou  un  tra- 
pèze formé  de  deux  angles  a  et  de  deux  angles  b, 

9.  Description  du  solide  déterminé  par  les  conditions  précé- 
dentes, —  Parmi  les  faces  appartenant  à  une  même  cavité  se  trou- 
vera nécessairement  un  parallélogramme.  En  effet,  s'il  s'y  trouve 
un  triangle  DAF  {fls^-  19V  à  celui-ci  un  autre  est  contigu  par  le 
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sommet  A,  et  dans  la  face  BAC  adjacente  Tangle  A  =  a,  el 
B  =  C  =  b\  elle  est  donc  bien  un  parallélogramme.  S'il s'^  trouve 
un  trapèze  AF,  alors,  dans  la  face  adjacente  suivant  AH,  aucun  des 
angles  A,  H  ne  peut  être  =  a',  parce  que  l'autre  devrait  être  =  b 

Fig.   19. 


et,  en  même  temps,  serait  adjacente  à  un  angle  =:  ûf,  ce  qui  est 
impossible;  par  suite,  ces  deux  angles  sont  =  a,  et  la   nouvelle 
face  est  un  trapèze;  par  suite  BAC  est  encore  un  parallélogramme. 
Nous  voyons,  de  plus,  que,  dans  deux  faces  trapèzes  ou  triangles 
ainsi  placées,  les  côtés  opposés  DF,  GE  sont  parallèles;  c'est  évi- 
dent pour  le  trapèze,  et,  pour  les  triangles,  cela  résulte  de  ce  que 
l'intersection  de  leurs  deux  plans  fait  des  angles  égaux  avec  AD 
et  AF  et,  par  suite,  est  parallèle  à  DF;  elle  l'est  de  même  à  GE. 
Soit  maintenant  BH  une  face  parallélogramme,  où  Tangle  A  =  é 
{fig*  20);  trois  autres  se  réunissent  en  ce  point,  mais  celles  qui 

Fig.  ao. 


sont  contigucsà  AB,  AH  ne  peuvent  être  toutes  deux  des  triangles 
ou  des  trapèzes,  car,  pour  la  première  par  exemple,  comme  B  =  ^î 
on  aurait,  ou  C  :=  a'  et,  par  suite,  D  =  ft  (en  supposant  dans  ce  cas 
le  point  L  coïncidant  avec  C),  ou  C  =  a,  et,  la  face  devant  être  un 
trapèze,  il  faudrait  encore  que  D  =:=  6  :  donc  on  aurait  F  =  i,  et  on 
trouverait  de  même  G  -^  6;  la  face  GF  aurait  ainsi  trois  angles  6, 
ce  qui  est  impossible.  Il  existe  donc  au  moins  deux  faces  parallé- 
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iogrammes  adjacentes  telles  que  AOC,  BOG  i^fig-  21),  et  il  est 
clair  que,  dans  la  troisième  face  AOB,  l'angle  O  =  ^r,  et  les  deux 
adjacents  =  b\  ainsi  il  existe  au  moins  trois  faces  parallélogrammes 
assemblées  en  un  même  trièdre  O  formé  de  trois  angles  a.  Avant 


Fi  g.   21. 


d'aller  plus  loin,  cherchons  les  angles  a,  j3,  que  forment  soit  les 
arêtes  soit  les  faces  avec  le  plan  ABC,  qui  joint  trois  points  des 
arêtes  situés  à  une  même  distance  de  O.  Prenons,  par  exemple, 
cette  distance  =  1.  Nous  aurons 


BG'  =  OB*-hOG^-aOB.OGcosa=  ?,         Od'  =  OB*— BD"=  \\ 

puis,  dans  la  projection  de  ces  diverses  lignes  sur  le  plan  ABC 
puis  pour  celui  de  la  figure,  nous  aurons 


I  ^^  ;.t;' 


OB  =  cosa,        ODr=i/:-— cosp,        OD=fOB,        BG   =  30B  , 


d'où 


OB=l/-=cosa,         cosB  =  i/4?  tanga  = 


Revenons  maintenant  à  la  description  du  solide,  et  plaçons  les 
trois  parallélogrammes  OAB,  OAC,  OBC,  de  façon  que  l'inter- 
section commune  des  plans  bissecteurs  des  dièdres  OA,  OB,  OC 
soit  verticale,  le  point  O  étant  censé  au-dessus,  et  regardant  le 
plan  de  la  figure  comme  horizontal. 

Nommons  x^y^  z  les  longueurs  des  projections  des  trois  arêtes, 
il  est  clair  que  celles  des  trois  faces  ont  pour  contour  un  hexagone  : 
donc  les  côtés  opposés  sont  égaux  et  ont  pour  valeur  x,  y^  z 
tandis  que  tous  les  angles  sont  de  120". 

Soit  que  les  faces  contigucs  suivant  AD,  BD  (//^.  22)  soient 
des  trapèzes,  ou  des  triangles,  ou  des  parallélogrammes,  nous  sa- 
vons que  les  arêtes  partant  de  A,  B,  et  opposées  à  OA,  OB,  sont 
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parallèles;  d*ailleurs,  à  cause  de  la  forme  s^^rnélrique  des  angles  so- 
lides A,  B,  ces  arêtes  doivent  être  contenues  dans  les  plans  bissec- 
teurs des  dièdres  OA,  OB;  donc  elles  sont  parallèles  à  l'intersec- 
tion de  ces  plans,  ou  verticales;  ainsi  les  plans  des  deux  nouvelles 
faces  sont  verticaux,  et  Ton  en  peut  dire  autant  des  six  faces  adja- 
centes aux  trois  que  représente  la  figure;  les  arêtes  partant  de  six 


points  A,  B,  C;  D,  E,  F  sont  donc  toutes  verlicales;  désignons 
par  les  mêmes  lettres  accentuées  leurs  extrémités  inférieures.  Si  la 
face  AA'D  est  un  triangle  ou  un  trapèze,  nous  savons  qu'il  en  est 
de  même  de  B  B'D,  les  angles  adjacents  à  BB'  étant  =  b  ;  donc  il  en 
sera  de  même  de  BB'E,  etc.,  et  par  suite  des  six  faces,  puis,  les 
angles  solides  A'  et  A  étant  de  même  espèce  que  B'  et  B, 
la  face  A'D'B'  ne  pourra  être  qu'un  parallélogramme;  et  en  nom- 
mant O'  son  angle  opposé,  l'arête  A'O'  étant  comprise  dans  le 
plan  bissecteur  du  dièdre  AA',  lequel  est  vertical,  se  projettera 
surAO;  B'O'sur  BO,  et  par  suite  O' sur  O;  en  raisonnant  de 
même  pour  les  autres  faces,  on  voit  que  ce  sont  trois  parallélo- 
grammes avant  même  projection  que  les  trois  faces  supérieures  et 
qui  ferment  la  cavité.  Nous  n'avons  pas  besoin  de  discerner  le  cas 
où  se  trouvent  des  triangles  ou  des  trapèzes;  nous  pouvons  sup- 
poser que  ces  derniers  existent  seuls,  et  si  la  face  ADA',  par 
exemple,  est  un  triangle,  ou  que  D'  coïncide  avec  D,  nous  pouvons 
regarder  ce  cas  comme  rentrant  dans  le  précédent,  la  longueur 
fie  DD'  étant  infiniment  petite. 
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Supposons  maintenant  que  la  face  AÂ'D  soit  un  parallélo- 
gramme, alors  les  angles  A  et  A'  sont  de  nature  opposée  :  donc  il 
en  est  de  même  de  D  et  D',  etc.,  et  les  six  faces  sont  parallélo- 
grammes. Au  point  A'  une  troisième  seulement  leur  est  adjacente, 
et,  en  nommant  CV  son  angle  opposé  à  A',  on  verra  de  même  que 
O'D',  O'F'se  projettent  sur  la  figure,  suivant  les  bissectrices  des 
angles  D  et  F,  de  sorte  que  O'DAF  est  un  parallélogramme,  et, 
CyD  étant  égal  et  parallèle  à  BE,  on  en  conclut  que  O'E  le  sera 
à  BD,  ou  sera  =  x^  et  bissectrice  de  l'angle  E,  les  faces  nouvelles 
sont  ainsi  trois  parallélogrammes  dont  la  projection  a  le  même 
contour  apparent  que  les  trois  supérieures;  mais  les  arêtes  OA,  etc. , 
sont  remplacées  par  les  bissectrices  des  angles  l3,  E,  F.  Nous  di- 
sons que  le  solide  que  nous  venons  de  décrire  est  de  première 
espèce,  et  celui  où  entrent  des  trapèzes  de  la  seconde  espèce. 
Dans  tous  les  cas,  nommons  h  la  différence  de  hauteur  des 
points  O,  O'.   L'abaissement   du   point  A  au-dessous  de  O  est 

jc  tang).,  ou  — jzy  ceux  de  B,  D  sont  de  même  -   ,->  — 7^;    puis, 

si  le  solide  est  de  première  espèce,  la  hauteur  de  A'  au-dessus  de  O' 
est  de  même  ^         >  et  par  suite  l'arête  AA'=  h ^— — »  ou 

2/2  2V2 

bien,  en  posant  x  -\-y  -\-  z  =p^  toutes  les  arêtes  verticales   sont 

2V^2 

Si  le  solide  est  de  seconde  espèce,  les  différences  de  niveau  de 
O  et  A,  O'  et  A'  sont  les  mêmes,  comme  aussi  celles  de  O  et  D, 
O'  et  D';  d'où  l'on  déduit  aisément,  pour  la  longueur  des  arêtes 
longues  telles  que  AA', 

n — >     n — >      n  —  -—  > 

V2  /2  V2 

et  pour  celles  des  arêtes  courtes  telles  que  DD', 

h -r-  >     h  —  •^    ._     ,     h 


v/2  V^2  ^'A 

Il  est  évident  que,  si  l'on  donne  quatre  lignes  quelconques  x,  y^ 
Zj  A,  on  peut  sur  ces  quatre  lignes  construire  la  figure  précédente, 
et  par  suite  le  solide,  soit  qu'on  le  veuille  de  première  ou  de  se- 
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ronde  espèce,  pourvu  que  les  valeurs  précédenles  des  arêtes  ne 
soient  pas  négatives. 

Cherchons  maintenant  le  volume  V  et  la  surface  S  du  solide. 
Pour  cela  comparons-le  à  un  prisme  hexagonal  ayant  même  pro- 
jeclion,  mais  prolongé  jusqu'aux  plans  horizontaux  menés  par 
O,  O'.  Pour  le  volume  nous  devrons  retrapcher  du  prisme,  en 
premier  lieu,  la  portion  projetée  surOAJDB,  et  qui  a  pour  mesure 
cette  projection  xy  sur  120°  multipliée  par  l'abaissement  du 
point  I,  centre  de  la  face,  au-dessous  du  point  O,  c'est-à-dire  par 

~-  ou  - — rzr  ce  qui  donne 

4  /'^  4  /a 

{pxy  —  xyz)\/'î^ 


8/ 


'2 


en  ajoutant  les  solides  placés  sur  les  deux  autres  faces,  et  posant 
xy  -+-  xz  -hyz  =  q,  nous  aurons  en  tout 

(pg  —  3xyz))/^ 
8v/'2 

Le  volume  à  retrancher  à  la  partie  inférieure  étant  le  même, 
nous  aurons  en  tout 

y^  hçs/l    ^    {pq  —  Zxyz)\/l 

Quant  à  la  surface,  nous  devons  retrancher  d'abord  de  la  sur- 
face convexe  du  prisme,  ou  iph^  les  deux  tmpèzes  compris  entre 
les  arêtes  BD,  CF  et  le  plan  supérieur,  c'est-à-dire  le  produit  de 

-X  par  la  somme  des  abaissements  des  points  B,  D,  C,  F,  au- 
dessous  du  point  O,  ou  par 

y       ^  -^  y       ^       x  -\'  z  n 

-^-+--—^-+--—4-——      ou       -^. 

1^1  'ISJ'X  -y.yJ'X  2v/2  V'2 

En  y  joignant  les  quatre  autres  trapèzes  supérieurs,  nous  au- 
rons  en  tout — --,  et  les  six  trapèzes  à  retrancher  en   bas  ont  la 

même  somme;  quant  aux  faces  non  verticales,  la  projection  des 

trois  supérieures  étant  ?  -,  leur  surface  est  -^—r.  ou  — ^;  les  trois 
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inférieures  ont  la  môme  surface,  d'où  résulte 

10.  Détermination  complète  de  la  forme  du  solide.  —  La 
cavité  dont  nous  venons  de  trouver  la  forme  ne  peut  être  isolée, 
d'autres  lui  sont  adjacentes  de  toutes  parts.  Si  elle  est  de  seconde 
espèce,  il  est  aisé  de  voir  que  le  milieu  des  six  arêtes  verticales  et 
celui  de  00'  sont  dans  un  même  plan  horizontal.  Une  autre  ca- 
vité contiguë  à  la  première  suivant  un  trapèze  aura  aussi  six 
arélcs  verticales,  et  pour  celle-là  le  milieu  de  00'  sera  à  la  même 
hauteur  que  pour  la  première.  En  raisonnant  de  même  pour  les  ca- 
vités suivantes,  on  voit  qu'une  cavité  de  seconde  espèce  ne  peut 
que  faire  partie  d'une  couche  ou  assise  horizontale,  qui  se  projet- 
terait en  un  assemblage  d'hexagones  remplissant  complètement  le 
contour  extérieur  de  l'assemblage,  et  sur  chacun  desquels  est 
placée  une  seule  cavité.  De  plus,  le  milieu  de  toutes  celles-ci  serait 
au  même  niveau. 

De  là  résulte  que,  dans  un  assemblage  de  cavités,  considéré 
comme  indéfini,  il  ne  peut  se  trouver  nulle  part  deux  trapèzes  tels 
que  les  bases  parallèles  des  premières  et  celles  des  secondes  soient 
non  parallèles  entre  elles;  car,  pour  les  deux  assises  auxquelles  ces 
faces  appartiendraient,  le  plan  que  nous  avons  considéré  comme  ho- 
rizontal ne  serait  pas  le  même;  ces  deux  plans  se  couperaient,  et  il 
devrait  arriver  pour  les  cavités  communes  à  ces  deux  assises,  que 
des  faces  parallélogrammes  seraient  adjacentes  à  des  trapèzes  des 
cavités  voisines.  Ainsi  donc,  dans  l'assemblage  total,  ou  bien  il  ne 
se  trouvera  que  des  cavités  de  première  espèce,  ou  bien,  s'il  s'en 
trouve  de  la  seconde,  celles-ci  formeront  des  assises  parallèles, 
soit  qu'elles  soient  contiguës  ou  séparées  par  des  cavités  de  pre- 
mière espèce. 

Dans  tous  les  cas,  il  est  clair  que  des  solides  tels  que  nous  les 
avons  décrits  peuvent  être  aisément  assemblés  ainsi;  mais  il  est 
clair  que,  pour  un  solide  isolé,  il  y  a  certains  rapports  de  gran- 
deur entre  les  lignes  x^  y,  z^  h  dont  il  dépend,  et  qui  rendent  la 
surface  minima  pour  un  même  volume.  Il  est  clair  aussi  que,  si 
nous  arrivons  pour  ce  minimum  à  une  forme  déterminée,  et  telle 
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qu'on  puisse  assembler  une  iniinîté  de  solides  semblables,  cetU 
forme  devra  être  celle  de  nos  cavités. 

Nous  allons  voir  d'abord  que,  si  x,  y^  z  sonl  diiïiérenls,  on  pçur     ^ 
toujours  modifier  la  forme  du  solide,  de  manière  qu'ils  aient  un^» 
même  valeur  r  et  que  la  surface  soit  diminuée;  en  effet,  choisis  ,^ 
sons  cette  valeur  r  de  manière  que  la  quantité  ^  reste  la  même,  d 
sorte  que  q  =  Sr^  ;  donc  nommons  p'  ce  que  devient  /?,  de  sori 
que/>'=  3r;  on  aura 

en  effet 

/?* — p'^  =  pi — qr^ 

=  /?* —  3q  =  (Jr-hy  ■+■  z)^ —  3{Tjr'^xz  -hyz) 


'ffé 


>o. 

De  plus,  la  somme  des  quantités  xy,  xz^yz^  n'ayant  pas  cha    ^  ^ 

tandis  qu'elles  sont  devenues  égales,  leur  produit  x^^* -s*  et,        par 
suite,  xyz  n'a  pu  qu'augmenter. 

Enfin  choisissons  le  solide  nouveau  de  même  espèce  que  L   ^an 
cien,  et  prenons  sa  hauteur  h'  telle  que  l'on  ait 

'iy2  1^2. 

Ce  nt)uveau  solide  sera  toujours  possible,  car,  s'il  est  de  preiniére 
espèce,  il  suffit  pour  cela  que  l'on  ait  A' >      ,-'  ct>  comme  on  a  dpjà 

h  >  -^>  cette  condition  est  bien  satisfaite;  s'il  est  de  seconde 

espèce,   ses  arêtes  verticales   n'ont  que  deux  valeurs  h' r;  et 

// — ry/a.  Il  suffit  donc  que  Ton  ait  /i'>>ry  2;  or,  en  désignant 
par  z  la  plus  petite  des  lignes  x,  y^  z,  on  a 

3Z      <iX    -t-y    H-    Zy 

ou 

-<^»         ^-+-r  =/>  —  ->  "3-; 

puis  nous  savons  que  //  >  -  ,  '->  donc 

■>.\^'>-  -^S^f         3v/>         j\'x        O/-^        G/2 
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ou 

/i —  >  — p     ou      h  ^  ry'i. 

Maintenant  nous  avons  trouvé 

V  = 


\        is/'ij    ^         4v'-i 

(*-,-75)  ' 


V/2 

et  puisque,  par  la  substitution  du  second  solide  au  premier,  q  et 
h ^-=.  restent  les  mêmes,  tandis  que  p  diminue  et  que  xyz  aug- 


2V^2 

mente,  il  est  clair  que  S  diminue  et  V  augmente;  puis,  en  faisant 
décroître  dans  le  même  rapport  toutes  les  dimensions  du  solide 
jusqu^à  ce  que  le  volume  soit  redevenu  le  même,  la  surface  sera 
encore  diminuée. 

Supposant  maintenant  x  =  y  z=z  z  :=  r,  nous  aurons 


X^hl}(hr^-lL\         s  =  C.hr. 


'•    V  v/' 


Faisons  maintenant  varier  r  et  h  de  manière  que  le  volume  ne 
change  pas  ou  que  hr^ —  =:  k^  k  étant  une  constante,  et  sup- 

V^2 

posant  toutefois  h  >  ry/2  ou  — ■=  pour  que  le  solide  soit  possible, 

2  y 'A 

nous  aurons 

Ainsi  S  esl  minimum  lorsque 

v/2 

d'où 

h  _  k\^i-h  r^  _    3 

et  cette  valeur  satisfait  bien  à  la  condition 

,-        3r 

'>.  y*. 
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ainsi  le  solide,  soil   de  première,  soit  de  seconde  espèce  est  pos — 
sibic. 

En  donnanl  à  la  figure  la  même  disposition  que  précédemment^. 

la  vraie  lon^jrueur  d'une  arête  partant  d'un  sommet  est =  — j^r 

^  '  cosa        2v^2~ 

c'est  aussi  la  longueur  d'une  arête  verticale  pourla  première  espèce 

ainsi  toutes  les  faces  de  celles-ci  sont  des  losanges.  L'abaissement 

des  extrémités  des  trois  arêtes  partant  de  ce  sommet  au-desso 

de  O  est  — p»  celui  des  points  diamétralement  opposés  à  O  da 
les  trois  faces  parallélogrammes  est  —  ou  5  A,  d'où  l'on  conclu 


aisément  le  tracé  des  projections  horizontale  et  verticale  du  soli< 
dans  la  position  précédente. 

Examinons  spécialement  la  première  espèce,  dont  les  faces  so^  m 
douze  losanges  égaux.  Si   nous    considérons   en   particulier    Ses 
longues  diagonales  des  quatre  faces  qui  se  réunissent  en  un  mé  m^e 
point  O,  elles  forment  une  pyramide  régulière  dont  la  base  ABCIIJD 
est  elle-même  formée  de  quatre  diagonales  et  est  par  suite      un 
carré;  la  même  pyramide  se  répétant  au-dessous  de  la  figure,  a^us 
voyons  que  les  douze  grandes  diagonales  forment  les  douze  arêtes 
d'un  tétraèdre  régulier.  On  voit,  dans  la  même  figure,  que  les  dia- 
gonales courtes  des  quatre  mêmes  faces  forment  aussi  un  carr^,  ei 
par  suite  les  trois  diagonales  qui  se  réunissent  en  un  même  point 
sont  à  angle  droit,  d'où  l'on  conclut  aisément  que  les  douze  dia- 
gonales courtes  des  faces  sont  les  douze  arêtes  d'un  cube.  Le  so- 
lide est  donc  formé  d'un  cube  sur  chaijue  face  duquel,  comme  base, 
on  aurait  placé  une  jnraniide  régulière  ayant  les  plans  des  faces 
ù   |.V'  avec  la  base,  de  sorte  que  deux  faces  trianj^ulaires  de  ces pv- 
raniicles,  qui  sont  contiguës  à  une  niènic  arêle  du  cube,  sont  dans 
un  nièuK»  plan  et  se  réunissent  pour  former  un  losange. 
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GILBERT  (Ph.)-  —  Cours  de  Mécanique  analytique.  Partie  ôléraenlaire. 
3*  édition,  i  voL  in-8°;  ix-526  p.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils;  Bruxelles, 
Société  belge  de  librairie;  1891. 

Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  troisième  édition  du  Cours 
de  Mécanique  de  M.  Ph.  Gilbert;  Fauteur  y  a  apporté  maintes 
améliorations  de  détail  et  y  a  introduit  des  développements  assez 
considérables,  qui,  primitivement,  devaient  trouver  place  dans  un 
second  volume;  sans  doute,  on  peut  regretter  que  l'auteur  n€ 
prévoie  a  pas  le  moment  où  il  lui  sera  permis  de  rédiger  ce  volume 
complémentaire  »;  mais  Texcuse  de  M.  Gilbert  (s'il  en  avait 
besoin)  se  trouverait  assurément  dans  le  soin  même  qu'il  apporte 
à  ses  publications,  et  d'ailleurs  la  grande  importance  des  matières 
qu'il  a  cru  devoir  faire  entrer  dans  cette  nouvelle  édition  justifie 
entièrement  leur  introduction  dans  un  Cours  élémentaire. 

L'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe 
a  été  développée  dans  le  sens  des  recherches  de  M.  Darboux 
(Noies  de  la  Mécanique  de  Despejrous).  L'auteur  y  a  décrit  le 
mécanisme  qu'a  fait  construire  M.  G.  Kœnigs  pour  réaliser  ce 
mouvement.  Signalons  aussi  le  soin  avec  lequel  a  été  étudié  le 
gyroscope  de  Foucault. 

Le  Chapitre  sur  les  équations  générales  de  la  Mécanique  a  été 
complété  par  l'introduction  des  théorèmes  fondamentaux  de 
Jacobî,  d'Hamilton  et  de  Poisson. 

Dans  l'exposition  de  l'Hydrodynamique,  M.  Gilbert  a  fait  entrer 
les  propositions  essentielles  relatives  au  mouvement  des  vortex. 

Enfin  les  dernières  pages  du  Livre  sont  consacrées  à  la  théorie 
de  l'attraction  et  du  potentiel,  soit  que  la  masse  attirante  soit 
contenue  dans  un  volume,  soit  qu'elle  soit  distribuée  sur  une 
surface.  Cette  étude  est  dirigée  dans  le  sens  de  la  Physique  mathé- 
matique; on  y  remarquera,  en  particulier,  la  façon  dont  sont  traités 
les  relations  entre  le  potentiel  d'une  masse  à  trois  dimensions  et 
le  potentiel  d'une  couche  superficielle,  et  les  théorèmes  de  Gauss 
sur  la  répartition  de  la  matière  attirante  sur  une  surface,  d'après 
Bull,  des  Sciences  mathem.,  2*  série,  t.  XV.  (Août  1891.)  16 
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dus  condilioni»  im|iosées  à  son  p<itentîel.  L'élude  de  l'allraction 
d*un  ellipsoïde  «ur  un  point  est  faite  d'après  la  mélbode  de 
Gaus<<». 


ÈuiLE  MATHIEU.  —  Théokie  de  l'Élasticité  des  gobps  «oubess  2*"  Partie. 
I  vol.  ui'4*:  iv-184  p.  Paris,  Gauthier- Villars  et  fils:  1890. 

Il  V  a  quelques  mois,  nous  avons  rendu  compte,  dans  le  BuUeûit 
des  Sciences  mathématiques^  de  la  première  Partie  du  TraîiP 
d'élasticité  de  M.  É.  Mathieu;  nous  souhaitions,  en  lerminaol  ce 
compte  rendu,  que  la  seconde  Partie  ne  se  fît  pas  trop  longtemps 
attendre;  nos  souhaits  ont  été  réalisés;  il  nous  est  donné  aajoar- 
d^hui  de  résumer  les  principaux  résultats  contenus  dans  ce  second 
Volume  qui,  bien  plus  que  le  premier,  porte  la  trace  des  recberdies 
personnelles  de  Fauteur. 

Le  premier  Chapitre  est  intitulé  ondes  sonores  et  vibraiioms 
des  tiges.  L'auteur  y  expose  d'abord  les  intégrations  d'équaiioDS 
aux  dérivées  partielles  d^oii  se  déduit  l'expression  de  la  vitesse  da 
son  dans  les  dilTérents  milieux. 

On  sait  que  les  diverses  variables  (potentiel  des  vitesses,  com- 
posantes de  la  vitesse,  dilatation  cubique)  que  Ton  a  à  considérer 
dans  Tétudc  des  petits  mouvcmcnls  des  fluides  vérifient  une  même 
équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  la  forme 

« 

D'Alcrabcrl,  puis  Lagrange  avaient  déjà  montré  comment  on 
pouvait  intégrer  cette  équation  dans  le  cas  où  "f  dépend  seulement 
d'une  coordonnée,  c'esl-à-dire  dans  le  cas  où  le  son  se  propage  par 
ondes  planes;  Eubrr  avait  ensuite  montré  comment  à  ce  cas  se 
ramenait  celui  où  le  son  se  propage  par  ondes  sphériques;  mais 
«î'cst  un  des  beaux  litres  de  gloire  de  Poisson  d'avoir  trouvé  fin- 
tégrale  générale  de  cette  équation  et  d'en  avoir  déduit  les  lois  de 
la  propagation  du  son  dans  un  milieu  indéiini. 

Les  trois  composantes  de  la  vitesse  dans  un  corps  solide  isotrope 
sont  déterminées  par  trois  équations  aux  dérivées  partielles  simul- 
lanccs  du  second  ordre;  s'appuyant  sur  Tintc^^ralion  f;énérale  de 
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réqualion  des  petits  mouvements  clans  les  fluides,  Poisson  est 
parvenu  à  intégrer  d'une  manière  générale  l'équation  des  petits 
mouvements  des  corps  isotropes.  De  celte  intégration,  il  a  déduit 
une  conséquence  capitale  :  tout  petit  mouvement  qui  se  propage 
dans  un  solide  isotrope  se  décompose  en  deux  autres  :  l'un  n'entraîne 
ni  contraction  ni  dilatation  du  milieu;  l'autre  n'est  accompagné 
d'aucun  mouvement  tourbillonnaire;  ces  deux  mouvements  se 
propagent  avec  des  vitesses  différentes. 

Ce  partage  d'un  petit  mouvement  en  deux  autres  se  propageant 
avec  des  vitesses  différentes,  Poisson  l'a  mis  en  évidence  dans  les 
cordes,  dans  les  membranes,  dans  les  corps  élastiques;  c'est  l'une 
des  lois  les  plus  importantes  de  la  Mécanique  physique  et  l'une 
des  plus  grandes  découvertes  de  l'illustre  géomètre  qui  a  fait  faire 
tant  de  progrès  à  cette  branche  de  la  science;  cependant  la  plupart 
des  Traités  de  Physique  semblent  l'ignorer  et  parlent  de  la  vitesse 
du  son  dans  les  solides  comme  s'il  n'y  en  avait  qu'une. 

C'est  par  l'exposé  de  ces  théories  que  débute  le  livre  de  M.  É. 
Mathieu. 

Le  premier  Chapitre  continue  par  une  étude  très  approfondie 
des  diverses  espèces  de  mouvements  vibratoires  d'une  tige  droite 
et  d'une  plaque  plane.  On  remarquera  particulièrement,  dans  cette 
dernière  partie  du  Chapitre,  l'étude  delà  propagation  des  diverses 
espèces  de  mouvements  vibratoires  dans  une  tige  et  dans  une 
plaque;  puis  la  discussion,  d'une  part  par  la  méthode  de  Poisson, 
d'autre  part,  par  la  méthode  de  G.  Kirchhoff,  du  mouvement 
vibratoire  d'une  tige  cylindrique  à  section  circulaire. 

Au  Chapitre  suivant,  M.  E.  Mathieu  expose  Véquilibre  rf'e- 
(asticité  et  le  mouvement  vibratoire  d' une  lame  courbe.  L'é- 
quilibre d'élasticité  de  la  lame  est,  après  l't'quilibre  des  fils,  le 
premier  problème  d'élasticité  qui  ait  été  mis  en  équation.  C'est 
Jean  Bernoulli  qui  a,  le  premier,  posé  les  conditions  de  cet  équilibre. 
Depuis,  un  grand  nombre  de  géomètres  se  sont  occupés  de  ce 
même  problème,  et  M.  E.  Mathieu  l'a  traité  avec  de  grands  déve- 
loppements, dans  un  Mémoire  inséré  au  Ll®  Cahier  du  Journal  de 
V Ecole  Polytechnique, 

M.  E.  Mathieu  en  reprend  l'exposé  très  détaillé  dans  le  Livre 
dont  nous  rendons  compte.  Il  applique  les  principes  posés  au 
problème  intéressant  de  la  déformation  d'une  voûte  cylindrique 
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*zu  rneUil  chargée  de  la  même  manière  tout  le  Iod^  d'ane 
génératrice,    mai^  d'une  manière    \arîable   d'ane    çriHfratiîce  à 
l'autre. 

En  1882,  dans  le  Mémoire  inséré  an  LP  Cahier  da  Journal  de 
V Ecole  Polytechnique j  dont  nous  avons  déjà  fail  meDtioo. 
M.  E.  MatFiieu  a  donné  une  théorie  complète  du  mou^emeni  ri- 
hraloire  de%  cloclie$,  c'est-à-dire  des  lames  de  réToIalion  dont 
l'épaisseur  varie  d'une  manière  quelconque  le  long  d'an  méffîdieD: 
la  formule  de  ce  méridien  est  elle-même  quelconque.  L*exposé  de 
ce  beau  problème  fait  l'objet  du  l\'  Chapitre  du  Livre  de  M.  E. 
Mathieu. 

Il  serait  difficile  de  résumer  ici  ce  Chapitre:  bomons-nous  à 
indiquer  quelques-uns  des  princi|>aux  résultats  qui  j  sont  ob- 
tenus. 

Le  mouvement  de  chacun  des  points  d*une  cloche  qui  vibre  se 
décompose,  dans  tous  les  cas  possibles,  en  un  déplacement 
normal  à  la  surface  de  la  cloche  el  en  un  déplacement  tangentiel. 

On  peut  toujours  s'arranger  pour  que  le  mouvement  de  chaque 
point  de  la  cloche  ait  lieu  dans  le  plan  tangent  à  la  cloche;  c'est 
ce  qui  arrive  lorsqu'on  met  la  cloche  en  branle  en  en  frottant  le 
bord,  comme  on  le  fait  si  aisément  sur  un  verre  à  pied  en  cristal. 
Dans  ce  cas,  chacun  des  points  de  la  cloche  se  meut  sur  le  paral- 
lèle qui  passe  par  ce  point.  Ce  mouvement,  M.  E.  Mathieu  l'étudié 
d^ine  manière  complète. 

Feut-on  faire  vibrer  une  cloche  d'une  manière  différente,  et, 
cependant,  de  telle  sorte  que  le  mouvement  de  chaque  point  ait 
encore  lieu  dans  le  plan  tangent  à  la  cloche?  Cela  ne  se  peul, 
comme  le  montre  M.  E.  Mathieu,  que  pour  une  cloche  sphérique 
ayant  en  lout  point  la  même  épaisseur.  Le  mouvement  le  plus 
général  d'une  semblable  cloche  est  étudié  jusqu'à  ses  derniers 
détails  dans  le  Chapitre  que  nous  analysons. 

Le  dernier  Chapitre  de  l'Ouvrage  est  consacré  à  Véqitilibre 
d^Hasticité  d^ un  prisme  rcclangle. 

Lamé,  qui  n'aimait  pas  les  solutions  approchées  dont  on  se  con- 
tente dans  beaucoup  d'applications  de  la  théorie  de  l'élasticité, 
recherchait  curieusement  les  cas  où  Ton  sait  intégrer  d'une  ma- 
nière entièrement  rigoureuse  les  équations  de  rélaslicilé.  Ces  cas 
ne  sont  pas  très  nombreux;  ils  l'élaient encore  moins  du  temps  de 
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Lamé,  alors  que  de  Saint-Venant  n^avait  pas  donné  son  admirable 
méthode  pour  intégrer  les  problèmes  relatifs  à  la  flexion  et  à  la 
torsion  des  prismes. 

Lamé*aurait  désiré  que  l'on  pût  donner  la  solution  rigoureuse 
du  problème  de  Pélasticité  dans  un  cas  moins  particulier  que 
ceux  que  Ton  avait  traités  jusque-là.  Le  problème  qui  le  préoc- 
cupait était  l'équilibre  d'élasticité  d'un  parallélépipède  rectangle 
soumis,  sur  ses  six  faces,  à  des  pressions  quelconques. 

Mais  c'est  en  vain  qu'il  chercha  longtemps  à  résoudre  ce  pro- 
blème; en  vain  également  que,  de  1846  à  i858,  il  le  fit  proposer 
comme  sujet  de  prix  à  l'Académie  des  Sciences. 

En  1881,  dans  le  XLIX*  Cahier  du  Journal  de  V Ecole  Poly- 
technique, M.  E.  Mathieu  aborda  à  son  tour  ce  problème  et,  sans 
en  obtenir  la  solution  générale,  il  parvint  cependant  à  le  résoudre 
dans  un  cas  particulier  assez  étendu.  Il  a  encore  généralisé  cette 
solution  dans  le  Livre  dont  nous  rendons  compte,  en  sorte  que  le 
dernier  Chapitre  de  ce  Livre  est  consacré  à  l'intégration  des  équa- 
tions de  l'élasticité  dans  le  cas  particulier  suivant  : 

«  Un  prisme  |droit  à  base  rectangulaire  a  ses  deux  bases  ap- 
puyées contre  deux  murs  parallèles  et  fixes;  des  pressions  nor- 
males données  sont  exercées  sur  les  quatre  faces  latérales  de  ce 
prisme.  De  plus,  les  pressions  sont  les  mêmes  sur  une  même  face, 
tout  le  long  d'une  ligne  parallèle  aux  arêtes  latérales.   » 

Tel  est  le  beau  problème  dont  M.  E.  Mathieu  a  donné  la  solu- 
tion complète,  poussée  jusqu'aux  valeurs  numériques. 

En  résumé,  les  deux  parties  du  Livre  de  M.  É.  Mathieu  for- 
ment le  Traité  d'élasticité  le  plus  largement  conçu  que  l'on  pos- 
sède jusqu'ici.  Par  la  netteté  du  plan,  par  l'uniformité  et  la  géné- 
ralité des  méthodes,  il  nous  semble  surpasser  de  beaucoup  le 
Traité  de  Clebsch,  dont  il  conserve  d'ailleurs  toutes  les  qualités. 
Ajoutons  que  l'impression  si  claire  que  MM.  Gauthier-Villars  lui 
ont  consacrée  n'est  pas  sans  quelque  importance  dans  un  Livre  où 
se  manipulent  des  formules  aussi  compliquées.  Ces  deux  Volumes 
ne  forment  certes  pas  la  moins  remarquable  des  parties  dans 
l'œuvre  considérable  entreprise  par  M.  E.  Mathieu. 

Pourquoi  faut-il  que  cette  œuvre,  entreprise  et  continuée  avec 
tant  d'activité,  demeure  inachevée!  La  théorie  de  l'élasticité  des 
corps  solides  appelait,   comme  suile  naturelle,   une  Théorie  de 
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V élasticité  de  Véther^  où  fût  exposée  l'enchaînement  des  lois  de 
l'Optique,  conformément  aux  principes  posés  par  Fresnel,  et 
développés  avec  une  unité  et  une  harmonie  admirables  par  F.-E. 
Neumann,  Mac  Cullagh,  Green,  Lamé  et  G.  Rirchhoff.  Au  moment 
où  M.  É.  Mathieu  commençait  la  rédaction  de  ce  Traité,  la  mort 
est  venu  le  ravir  et  il  a  eu  la  douleur  d'abandonner  son  Livre  trop 
peu  avancé  pour  qu'il  soit  possible  de  le  publier. 

Tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la  Physique  mathématique  regret- 
teront vivement  que  le  savant  professeur  de  la  Faculté  de  Nancy 
n'ait  pas  assez  vécu  pour  achever  son  œuvre.  Mais,  toute  décou- 
ronnée qu'elle  est,  cette  œuvre  suffit  à  rendre  témoignage  de  l'ac- 
tivité intellectuelle  et  de  l'habileté  analytique  de  son  auteur;  elle 
suffira  aussi  à  ramener  l'attention  des  mathématiciens  et  des 
physiciens  sur  cet  ensemble  de  théories  si  belles,  et  pourtant  si 
délaissées,  où  leurs  recherches  se  rencontrent  et  s'unissent. 

P.    DuHEM. 


MÉLANGES. 

LES  AUTOGRAPHES  DE  DESCARTES  A  LA  BIBLIOTHÈQUE  NATIONALE; 

Par   m.    Paul  TANNKin. 


TROISIEME   ARTICLE. 

La  Lettre  inédite  de  novembre  1629  à  Mersenne. 

La  plus  ancienne  Lettre  inédile  de  Descartes  à  Mersenne,  que 
renferme  le  Ms.  fr.  n.  a.  5 160  de  la  Nationale  (f**  48),  est  particu- 
lièrement intéressante  au  point  de  vue  scientifique. 

La  date  en  est  facile  à  déterminer  à  huit  jours  près,  car  il  est 
aisé  de  reconnaître  que  celle  à  laquelle,  ainsi  que  nous  le  verrons, 
se  réfère  Descartes  comme  écrite  un  mois  auparavant  est  la  pre- 
mière connue  de  lui  à  Mersenne,  savoir  celle  du  8  octobre  1629 
(Clerselier,  11,    112;  Cousin,  VI,  p.  53).  Noire  lettre  inédite  est 
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donc  soit  du  5,  soit  du  12  novembre  (lundi  étant  le  jour  du  cour- 
rier d'Amsterdam  pour  la  France). 

Rappelons  qu'au  commencement  de  juillet  1629,  Gassendi  avait 
communiqué  à  deux  amis  de  Descartes  à  Amsterdam,  Waessenaer 
et  Reneri,  une  description  du  phénomène  de  la  parhélie  d'après 
une  observation  faite  près  de  Rome  à  Frascati;  il  y  joignit  l'expli- 
cation qu'il  donnait  de  ce  phénomène.  Reneri  demanda  aussitôt 
à  Descartes,  alors  à  Franeker,  qu'elle  serait  sa  théorie  à  ce  sujet. 
Rentré  à  Amsterdam,  Descartes,  dans  une  Lettre  perdue,  pria 
Mersenne  de  lui  adresser,  à  titre  de  contrôle,  une  description  de 
la  parhélie  que  le  Minime  possédait  de  son  côté.  En  lui  accusant 
réception  de  cette  description,  le  8  octobre,  il  lui  annonce  qu'il 
avait  l'intention  de  développer  ses  idées  dans  un  petit  Traité,  dont 
le  cadre,  tel  qu'il  l'expose,  correspond  à  celui  de  l'Essai  sur  les 
Météores^  qu'il  publia  en  lôS^  avec  le  Discours  de  la  Méthode^ 
la  Dioptriqiie  et  la  Géométrie,  11  songeait  déjà  à  l'impression 
qu'il  voulait  faire  faire  à  Paris.  Dans  la  Lettre  de  novembre,  le 
programme  auquel  il  devait  fmalement  revenir  est  abandonné 
pour  un  autre  plus  vaste;  Descartes  vient  de  concevoir  le  plan  de 
ce  fameux  Traité  du  monde,  que  la  condamnation  de  Galilée  lui 
fit  délaisser  et  peut-être  môme  détruire  en  partie. 

Voici  en  effet  le  début  de  la  Lettre  (*)  : 

Monsieur  et  Révérend  Père, 

<(  Je  suis  bien  marri  de  la  peine  que  je  vous  ai  donnée  de  m'en- 
vojer  ce  phénomène,  car  il  est  tout  semblable  à  celui  que  j'avois 
vu;  je  ne  laisse  pas  de  vous  en  avoir  très-grande  obligation  et 
encore  plus  de  l'offre  que  vous  me  faîtes  de  faire  imprimer  ce 
petit  Traité  que  j'ai  dessein  d'écrire.  Mais  je  vous  dirai  qu'il  ne 
sera  pas  prêt  de  plus  d'un  an,  car,  depuis  le  temps  que  je  vous 
avois  écrit  il  j  a  un  mois,  je  n'ai  rien  fait  du  tout  qu'en  tracer 
l'argument  et,  au  lieu  d'expliquer  un  phénomène  seulement,  je 
me  suis  résolu  d'expliquer  tous  les  phénomènes  de  la  nature, 


(')  J'adopte,  pour  la  plus  grande  commodité  du  lecteur,  l'orlhographc  du  der- 
nier siècle.  Au  reste,  le  texte  complet  des  autographes  inédits  sera  publié  celte 
année  avec  l'orthographe  de  Descaries,  dans  VArchiv  fur  Geschichte  der  Pliilo- 
tophic  (Berlin,  Rcimer). 
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c'est-à-dire  toute  ta  Phjsi<]ue,  et  le  dessein  ([ue  j'ai  me  contente 
plus  qu'aucun  autre  que  j'aie  jamais  eu,  car  je  peose  avoir  trouvé 
un  moyeu  pour  exposer  toutes  mes  pensées,  eu  sorte  qu'elles 
satisferont  à  quelques-uns  et  que  les  autres  n'auront  pas  occasion 
d'y  contredire,  n 

Ce  qui  suit  se  rapporte  au  passage  ci-après,  quelque  peu  ob- 
scur, de  la  lettre  du  8  octobre. 

i(  De  diviser  les  cercles  en  2-)  et  29,  cela  se  peut  mécanique- 
ment, mais  non  point  géométriquement.  H  est  vrai  qu'il  se  peut  en 
27  par  le  moyen  d'un  cylindre,  encore  que  peu  de  gens  en  puissent 
trouver  le  moyen,  mais  non  pas  en  29,  et  si  l'on  m'en  veut  envoyer 
la  démonstration,  j'ose  vous  promettre  de  faire  voir  que  cela  n'est 
pas  exact.    » 

La  lettre  de  novembre  prouve  que,  par  cette  division  géomé- 
trique du  cercle  en  37  au  moyen  d'un  cylindre.  Descartes  entend 
une  trisection  répétée  dans  laquelle  interviendrait  une  section 
cylindrique,  c'est-à-dire  une  ellipse. 

«  L'invention  de  M.  Gaudey  (')  est  très  bonne  et  très  exacte 
en  pratique  :  toutefois,  alïn  que  vous  ne  pensiez  pas  que  je  me 
fusse  mépris  de  vous  mander  que  cela  ne  pouvoit  être  géométrique, 
je  vous  dirai  que  ce  n'est  pas  le  cylindre  qui  est  cause  de  l'effet 
comme  vous  m'aviez  fait  entendre,  et  qu'il  n'y  fait  pas  plus  que 
le  cercle  ou  la  ligne  droite,  maïs  que  le  tout  dépend  de  la  ligne 
hélice  que  vous  ne  m'aviez  point  nommée  et  qui  n'est  pas  pins  une 
ligne  reçue  en  Géomélrie  que  celle  qu'on  appelle  qiiadralricem, 
pource  qu'elle  sert  à  quarrer  le  cercle  et  même  à  diviser  l'angle 
en  toutes  sortes  de  parties  égales,  aussi  bien  que  celle-ci,  et  à 
beaucoup  d'autres  usages  que  vous  pourrez  voir  dans  les  Éléments 
d'Euclide  commentés  par  Clavius.  Car,  encore  qu'on  puisse 
trouver  une  infinité  de  points  par  où  passent  l'hélice  cl  la  qua- 
dralrice,  toutefois  on  ne  peut  trouver  géométriquement  aucun  des 


(II,  97i  ù  Klerscane,  du 
ayant  quelque  raiiporl  a 
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points  qui  sont  nécessaires  pour  les  effets  désirés  tant  de  Tune  que 
de  l'autre,  et  on  ne  les  peut  tracer  toutes  entières  que  par  la  ren- 
contre de  deux  mouvements  qui  ne  dépendent  point  l'un  de  l'autre, 
ou  bien  l'hélice,  par  le  moyen  d'un  filet,  car,  tournant  un  filet  de 
Liais  autour  du  cylindre,  il  décrit  justement  cette  ligne-là;  mais 
on  peut,  avec  le  même  filet,  quarrer  le  cercle,  si  bien  que  cela  ne 
nous  donne  rien  de  nouveau  en  Géométrie.  Je  ne  laisse  pas  d'esti- 
mer bien  fort  l'invention  de  M.  Gaudej  et  ne  crois  pas  qu'il  s'en 
puisse  trouver  de  meilleure  pour  le  même  efiet.  » 

La  suite  de  notre  lettre  inédite  est  beaucoup  plus  importante 
<jue  ce  qui  précède  pour  l'histoire  des  idées  de  Descartes  en  Méca- 
joique. 

Mersenne  avait  demandé  à  Descaries  quelle  relation  existait 
entre  la  longueur  d'un  pendule  et  la  durée  de  ses  oscillations. 
Descartes  répondit  le  8  octobre,  en  supposant  un  mouvement  dans 
Je  vide. 

«  Si  la  corde  est  longue  d'un  pied  et  qu'il  faille  au  poids  un 

jnoment  pour  passer  de  G  jusqu'à  B  (du  point  le  plus  élevé  au 

plus  bas),  la  corde  étant  longue  de  2    pieds,  il  lui  faudra  ^  de 

«doment  seulement;  si  la  corde  est  de  4  pieds,  -^  de  moment;  si 

Je  8  pieds,  |4;  si  de  16  pieds,  ^;  et  ainsi  à  l'infini.   » 

Dans  sa  Lettre  postérieure  du  18  décembre  16^.9  (Glerselier, 
m,  io5),  Descartes  suppose,  pour  la  chute  des  corps,  une  relation 
Uout  à  fait  analogue  entre  les  temps  et  l'espace  parcouru. 

tt  D'où  il  suit  certainement  que,  si  vous  laissiez  tomber  une 
S)0ule  dans  un  espace  tout  à  fait  vide  de  5o  pieds  de  haut,  de 
quelque  matière  qu'elle  puisse  être,  elle  emploierait  justement 
^rois  fois  autant  de  temps  à  descendre  les  23  premiers  pieds  que 
Mes  25  derniers.  Mais,  dans  l'air,  c'est  tout  autre  chose.   » 

Le  raisonnement  qui  précède,  se  référant  de  fait  à  celui  de 
^otre  lettre  inédite  de  novembre,  est  d'ailleurs  trop  succinct  pour 
Qvoir  attiré  l'attention.  La  plupart  des  historiens  de  Descartes  ont 
Jonc  simplement  vu,  dans  ces  passages,  des  énoncés  qu'ils  ont 
confondus  avec  celui  des  lois  de  Galilée,  quoiqu'ils  en  diffèrent 
essentiellement;  ils  y  étaient,  à  vrai  dire,  comme  autorisés  par 
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Descartes  lul-mùmc  qui,  le  i/{  août  i634  (Clerselier,  II,  ^j), 
écrivait  à  Mersenne  au  sujet  des  Massimi  Sistemi  de  Galilée, 
imprimés  en  i632  : 

«  Je  veux  pourtant  bien  avouer  que  j'ai  rencontré  en  son  livre 
quelques-unes  de  mes  pensées,  comme,  entre  autres,  deux  que  je 
crois  vous  avoir  écrites  ;  à  savoir  que  Tespace  que  parcourent  le& 
corps  pesants  qui  descendent,  sont  Fun  à  l'autre  comme  les  quarré^ 
du  temps  qu'ils  emploient  à  descendre  ;  comme  si  une  balle  emploie 
3  moments  à  descendre  depuis  A  jusques  à  B,  qu'elle  n'en  em- 
ploiera qu'un  à  continuer  de  B  jusques  à  C,  ce  que  je  disois  avec 
beaucoup  de  restriction;  car,  en  effet,  il  n'est  jamais  entièrement 
vrai,  comme  il  pense  le  démontrer.  La  seconde  est  que  les  tours  el 
retours  d'une  même  corde  se  font  tous  à  peu  près  en  pareil  temps, 
encore  qu'ils  puissent  être  beaucoup  plus  grands  les  uns  que  les 
autres.   » 

Descartes  avait  évidemment  lu  bien  superficiellement  le  Dia- 
logue de  Galilée  pour  identifier  la  relation  établie  par  l'illustre 
Pisan  avec  celle  que  lui-même  proposait  à  Mersenne  cinq  ans 
auparavant  (*).  Celte  dernière  suppose  en  effet  que,  si  l'espace  <? 
est  une  fonction  f  au  temps  t^  on  a  constamment, 

/(40  =  îi/(30. 
Si  l'on  détermine/(^)  par  cette  condition,  on  arrive  à  la  relation 

L'exposant  de  t  est  environ  'x^^i 

Celle  inadvertance  assez  singulière  ne  peut  s'expliquer  que  par:v  .#^  ^.^j 
celle  circonstance  que,  dès    i634,  Descartes  avait  abandonné  Is  #"       /^ 
considération  des  mouvements  dans  le  vide,  qui  lui  avait  serv^ -:mT\i 
autrefois  de  point  de  départ.  Désormais  il  croyait  que,  dans  levitlCl^  mJc 
absolu,   il   n'y   aurait  pas   de    pesanteur;   les   raisonnements  cL^      ^|^, 
Galilée  lui    semblaient  donc    d'autant  plus  manquer   de  fond  -K_/^. 
ment   qu'il  en  avait   fait  autrefois  de  plus  ou  moins   analoguo^    ^g 


•^3 


(')  D'après  Galilée,  pour  deux  lemps  égaux  consécutifs,  les  espaces  parcofc,»/'^^ 
sont  dans  le  rapport  de  i  à  3;  d'après  l'énoncé  de  Descartes,  pour  deux  cs|>  i*ccs- 
égaux  |)arc()urus  conséculivciiienl,  les  temps  sont  dans  le  rapport  de  3  à  i. 
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maintenaDl  sans  valeur  à  ses  yeux.  La  loi  de  Galilée  ne  lui  parut 
dès  lors  jamais  contenir  une  vérité  théorique,  mais  seulement  une 
approximation  empirique,  acceptable  tant  que  la  vitesse  restait 
modérée,  singulièrement  fausse  pour  les  grandes  vitesses.  C'est  à 
ce  point  de  vue  qu'il  se  place  dans  le  reste  de  sa  correspondance 
postérieure,  notamment  dans  l'examen  des  Discorsi  de  i638 
[II,  91),  où  il  répète  d'ailleurs,  toujours  à  tort,  que  l'opinion  de 
Galilée  a  été  la  sienne  autrefois. 

«  Il  suppose  que  la  vitesse  des  poids  qui  descendent  s'aug- 
mente toujours  également,  ce  que  j'ai  cru  autrefois  comme  lui, 
mais  je  crois  maintenant  savoir  par  démonstration  qu'il  n'est  pas 
vrai.  » 

Descartes  ne  semble  pas,  au  reste,  depuis  i634,  avoir  cherché 
à  exprimer  mathématiquement  la  loi  de  la  chute  des  corps.  La 
résistance  du  milieu,  qu'il  lui  aurait  fallu  faire  intervenir,  com- 
pliquait évidemment  trop  le  problème  et  il  manquait  de  données 
suffisantes  pour  l'aborder. 

La  lettre  inédite  de  novembre  1629  nous  donne,  au  contraire, 
une  tentative  pour  résoudre  a  priori  la  question  de  la  loi  de  la 
chute  des  graves  dans  le  vide. 

Si,  comme  nous  le  savons  déjà,  cette  tentative  aboutit  à  un 
résultat  erroné,  elle  en  est  d'autant  plus  intéressante  à  examiner 
que  Descartes,  comme  il  l'affirme,  avait  admis  le  point  de  départ 
théorique  de  Galilée,  sans  aucunement  connaître  les  travaux  de  ce 
dernier. 

Remarquons  en  effet  qu'en  1629  ni  Mersenne  ni  Descartes 
n'en  avaient  le  moindre  soupçon.  Il  n'y  a  aucun  motif  pour  révo- 
quer en  doute  ce  que  dit  Descartes  en  i638  (Clerselier,  II,  91), 
qu'il  n'a  jamais  vu  Galilée,  qu'il  n'a  eu  aucune  communication 
ivec  lui.  Quant  à  Mersenne,  il  est  aisé  de  voir  qu'en  1629,  s'il 
jiscute  avec  Descartes  d'autres  opinions  en  Mécanique,  ce  sont 
celles  d'Isaac  Beeckman,  qui  paraît  avoir  soulevé,  avec  le  Minime, 
les  questions  sur  lesquelles  fut  consulté  notre  grand  philosophe; 
or  ces  opinions  étaient  en  partie  empruntées  à  Descartes  et  en 
tout  cas  essentiellement  différentes  de  celles  de  Galilée. 

Enfin  il   est  certain  que  la  tenlalivc  de  Descartes  pour  déter- 
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miner  a  priori  la  loi  de  la  chiiie  des  corps  doit  élre  très  aalérieure 

aux  inlerrogations  de  Mersenne  ('). 

Voj'ons  donc  comment  il  s'exprime  dans  la  lettre  inédite  : 

II  Pour  ce  que  vous  me  demandez,  sur  quel  fondement  j'ai  pris 
le  calcul  du  temps  que  le  poids  emploie  à  descendre,  élantatlachéà 
une  corde  de  2,  4>  8  et  16  pieds,  encore  que  je  le  doive  mclti-e  en 
ma  Phjsiqne,  je  ne  venx  pas  vous  faire  attendre  jusques-Ià  et  je 
tâcherai  de  l'espliquer. 

u  PremitTemenl,  je  suppose  que  le  mouvement  qui  est  une  fois 
imprimé  en  quelque  corps  y  demeure  perpétuellement,  s'il  n'en 
cstdté  par  quelque  autre  cause,  c'est-à-dire  que  (')ce  qui,  dans  le 
vide,  a  une  fois  commencé  à  se  mouvoir,  continue  à  se  mouvoir 
toujours  avec  une  égale  vitesse.  » 

Nous  voyons  là  énoncer  d'une  façon  très  nette  le  principe  de 
l'inertie,  auquel  Descaries  est  au  reste  demeuré  fidèle  toute  sa  vie. 

Il  Supposez  donc  qu'un  poids,  étant  eu  A(yï^.  i)soil  poussé  pars» 


ravité  versC;  je  dis  quu  si,  aussitôt  qu'il  a  commencé  à  se  mouvoir, 
a  gravité  l'abandonnail,  il  n'en  conlinueroit  ])as  moins  son  même 


(')  LelCiet  de  Descartes  (CIcrs 
p.  483).  -  Il  (Bcerkman)  suppose 


I  18  diieembrc  i6a<i, 


irouvc  lu  remarque  dci  ce  icnips 


ril'dactinD  anicrîcurc.  Je  iriidui«  puur  1»  cummodilé  du  lecteur. 
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mouvement  jusqiies  à  ce  qu'il  parvienne  en  C.  Mais  alors  il  ne 
descendroit  ni  plus  lentement  ni  plus  rapidement  de  Â  à  B  que  de 
B  à  C.  Or,  comme  il  n'en  est  pas  ainsi,  mais  qu'il  a  une  gravité 
qui  le  pousse  en  bas  et  qui  à  chaque  moment  ajoute  de  nouvelles 
forces  à  celle  qu'il  a  pour  descendre,  il  en  résulte  qu'il  parcourra 
beaucoup  plus  vite  l'espace  BC  que  l'espace  AB  ;  en  effet,  dans  le 
second  parcours,  il  retient  tout  l'élan  avec  lequel  il  se  mouvoit 
dans  l'espace  AB  et  de  plus  il  en  reçoit  un  nouveau  par  la  gravité 
qui  le  pousse  à  chaque  moment  de  nouveau. 

»  Quant  à  la  proportion  suivant  laquelle  augmente  cette  vitesse, 
on  la  peut  montrer  dans  le  triangle  ABCDE,  dont  la  première 
ligne  marque  la  force  de  la  vitesse  imprimée  au  premier  moment; 
la  seconde  ligne,  la  force  imprimée  au  second  moment;  la  troi- 
sième, celle  donnée  au  troisième  et  ainsi  de  suite. 

»  De  là  résulte  le  triangle  ACD  qui  représente  l'augmentation 

de  la  vitesse  du   mouvement  dans  la  descente  du  poids  depuis  A 

jiisques  à  C,  et  ABE  qui  représente  l'augmentation  de  la  vitesse 

dans  la  première  moitié  de  l'espace  parcouru  par  le  poids,  et  le 

trapèze  BCDE  qui  représente  l'augmentation  de  la  vitesse  dans 

la  seconde  moitié  de  l'espace  parcouru  par  le  poids,  savoir  BC. 

Or  le  trapèze  BCDE  est  évidemment  trois  fois  plus  grand  que  le 

triangle  ABE,  donc  le  poids  descendra  trois  fois  plus  vile  de  B  à  C 

<|ue  de  A  à  B;  c'est-à-dire  que,  s'il  descend  en  trois  moments 

Ue    A  à  B,  il  n'en  emploiera  qu'un  seul  pour  descendre  de  B 

H     C. 

»  Ainsi  en  quatre  moments,  il  fera  deux  fois  plus  de  chemin  qu'en 
t-^ois;  et  par  conséquent  en  douze  moments,  deux  fois  plus  qu'en 
•>euf;  et  en  seize  moments,  quatre  fois  plus  qu'en  neuf  et  ainsi  de 

»  Maintenant,  ce  qui  a  été  démontré  pour  la  descente  du  poids 
^'h  ligne  droite  s'applique  au  mouvement  du  poids  suspendu  à  une 
^orde;  en  effet,  dans  son  mouvement,  en  tant  qu'à  la  force  par 
'^^quelle  il  se  meut,  il  ne  faut  pas  considérer  l'arc  GH  ijig-  2) 
^  Clivant  laquelle  il  se  meut,  mais  bien  le  sinus  (  verse)  KH  en  raison 
auquel  il  descend;  c'est  donc  la  même  chose  que  s'il  descendait 
^n  ligne  droite  de  K  à  H,  au  moins  pour  ce  qui  concerne  le  mou- 
'Vemeni  dépendant  de  la  gravité.  Mais,  si  vous  considérez  Tem- 
l^échement  de  l'air,   il  est  autre  et  beaucoup  plus  fort  dans  le 
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mouvement  oblique  de  G  à  H  que  dans  le  direct  de  K  à  H  (*). 
»  Or  pour  cet  empêchement  de  l'air,  duquel  vous  me  demandez 
la  justesse,  je  tiens  qu'il  est  impossible  d'y  répondre  et  sub  scien- 
liant  non  cadit  (*),  car,  s'il  est  chaud,  s'il  est  froid,  s'il  est  sec, 
s'il  est  humide,  s'il  est  clair,  s'il  est  nébuleux  et  mille  autres 
circonstances  peuvent  changer  l'empêchement  de  l'air  et,  outre 
cela,  si  le  poids  est  de  plomb,  de  fer  ou  de  bois,  s'il  est  rond,  s'il 
est  quarré  ou  d'autre  flgure,  et  mille  autres  choses  peuvent  changer 
cette  proportion  ce  qui  se  peut  dire  généralement  de  toutes  les 
questions  où  vous  parlez  de  l'empêchcmebtde  l'air.  » 

Fig.  2. 


Si  Ton  considère  l'ensemble  du  passage  ci-dessus,  il  est  aisé  de 
voir  que  Descartes  a  touché  à  la  solution  du  problème  qu'il  s'était 
posé;  il  est  moins  facile  de  reconnaître  par  suite  de  quelle  erreur 
il  l'a  manquée,  mais  on  peut  dire  que,  de  même  qu'à  partir  de 
i634,  ses  conceptions  sur  la  Physique  lui  ont  fait  à  tort  abandonner 
dans  celte  question  une  des  règles  de  sa  méthode,  la  division  des 
difficultés,  et  par  suite  la  considération  des  mouvements  dans  le 
vide,  de  même  dans  la  démonstration  ci-dessus,  qui  doit  remonter, 
d'après  ses  dires,  avant  1619,  il  n'a  pas  observé  son  autre  règle 
encore  plus  importante,  de  n'accepter  que  des  notions  parfaite- 
ment claires  et  dislincles. 

Le  paralogisme  commis  est  d'autant  plus  intéressant  à  constater 
qu'il  vient  d'un  homme  qui,  sans  parler  de  ses  traits  de  génie 
|)Ostérieurs,  sait  déjà  ramener  le  problème  du  pendule  à  celui  de 
la  chute  des  graves,  et  qui,    en  même  temps  est  en  possession. 


(')  Le  reste  du  texte  est  en  français  dans  l'original. 
(')  11  n'e?l  pas  objet  de  science. 
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bien   avant   toute   publication   de   Cavalieri,    du   principe   de  la 
méthode  des  indivisibles. 

Cette  dernière  circonstance  est  particulièrement  remarquable, 
précisément  parce  que  Descartes  n'a  rien  publié  dans  cet  ordre 
d'idées;  mais  on  ne  peut  plus  douter  que  le  principe  en  question 
ne  lui  ait  singulièrement  été  utile  pour  la  solution  de  nombreux 
problèmes  mathématiques  traités  dans  sa  correspondance. 

Il  est  vrai  que,  dans  le  cas  particulier  dont  il  s'agit  ici,  le  principe 
est  appliqué  d'une  façon  qui  dénote  une  connaissance  insuffisante 
des  conditions  de  son  emploi.  D'après  les  prémisses  de  Descartes 
(et  ainsi  qu'il  le  reconnaît  nettement  dans  la  lettre  suivante, 
Clerselicr,  II,  io5,  p.  482),  la  vitesse  (ce  qu'il  appelle  vis  céleri- 
talis)  doit  varier  proportionnellement  au  temps.  Or,  d'une  part 
il  prend,  dans  la  construction,  l'espace,  non  le  temps  comme 
variable;  de  l'autre,  il  prend  le  résultat  de  la  sommation  des 
vitesses  pour  une  vitesse  {augmenlum  ceieritalis).  Cette  dernière 
ne  peut  dès  lors  suivre  la  loi  de  proportionnalité  et  elle  ne  repré- 
sente d'ailleurs  aucune  notion  mathématique  claire  et  distincte. 
La  suite  du  raisonnement  ne  représente  dès  lors  aucune  conclusion 
logique. 

Je  crois  inutile  d'insister  davantage  sur  cette  question,  malgré 
tout  l'intérêt  qu'elle  oflVe.  J'arrive  à  la  fin  de  la  lettre  inédite 
après  avoir  rappelé  que,  dans  sa  lettre  du  8  octobre,  Descartes 
admettait  que  les  oscillations  d'un  pendule  dans  le  vide  seraient 
t.oujours  d'égale  amplitude.  «  Mais  »,  disait-il,  <c  ce  qui  fait  cesser 
le  mouvement  d'une  corde  de  luth  que  l'on  a  pincée  est  tout 
il  fait  différent  de  ce  qui  fait  cesser  celui  d'une  corde  qui  est  pendue 
cîn  un  plancher,  en  sorte  que  j'estime  qu'une  corde  de  luth  pourroit 
j)eut-étre  cesser  plus  tôt  de  se  mouvoir  dans  le  vide  que  dans 
X'air.   » 

La  fin  de  la  lettre  inédite  développe  les  idées  de  Descaries  à 
^e  sujet  : 

«  Pour  les  tours  et  retours  d'une  corde  tirée  d'un  pouce  hors 

^e  la  ligne  droite,  je  dis  qu'z/j  vacuo  (dans  le  vide)  ils  diminuent 

^n  proportion  géométrique,  c'est-à-dire  si  CD  (Jig»  3)  est  4  la 

première  fois,  et  au  rolour  r>,,  au  troisième  il  ne  sera  qu'un.  S'il 

^st  9  la  première  fois  et  C)  au  second  coup,  il  sera  4  »"  troisième 
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et  ainsi  de  suile.  Or,  en  suite  de  cela,  la  vitesse  de  son  mouvemenl 
diminuera  toujours  à  même  proportion,  si  bien  qu'il  lui  faudra 
autant  de  temps  pour  chacune  des  dernières  allées  et  venues  que 
pour  les  premières  (*).  Je  dis  in  vacuo,  mais  m  aère,  je  crois 
qu'elles  seront  un  peu  plus  tardives  à  la  fin  qu^au  commencement, 
pource  que,  le  mouvement  ayant  moins  de  force,  il  ne  surmonte 
pas  l'empêchement  de  l'air  si  aisément.  Toutefois  de  ceci  je  ne 
suis  pas  assuré  et  peut-être  aussi  que  l'air  au  contraire  lui  aide  à 


la  fin,  pource  que  le  mouvement  est  circulaire.  Mais  vous  le 
pouvez  expérimenter  avec  l'oreille  en  examinant  si  le  son  d'une 
corde  ainsi  tirée  est  plus  aigu  ou  plus  grave  à  la  fin  qu'au  com- 
mencement ;  car,  s'il  est  plus  grave,  c'est  à  dire  que  l'air  la  retarde; 
s'il  est  plus  aigu,  c'est  que  l'air  la  fait  mouvoir  plus  vile. 

»  Et  ensuite  les  questions  que  vous  me  proposez,  combien  une 
corde  doit  être  plus  longue  et  de  quel  poids  elle  doit  être  tendue, 
afin  que  ces  tours  et  retours  soient  deux » 

L'original  s'arrête  ici,  en  bas  de  la  page,  le  feuillet  suivant 
faisant  défaut.  La  suite  de  la  correspondance  connue  ne  nous 
apprend  pas  si  Descaries  avait  ou  non  cherché  à  résoudre  la  der- 
nière question  posée  par  son  correspondant.  [A  siiwre,) 


SOPHIE  DE  KOWALEVSKI  ('); 
Par  m-  E.  de  KEHBEDZ. 


Parmi  les  vrais  deuils  qui  viennent  de  frapper  le  monde  scien- 
liiique,  la  mort  de  M'"*  Sophie  de  Kowalevski,  née  Corvin-Kj"" 
kowski,  professeur  d'Analyse  supérieure  à  l'Université  de  Stock- 


(*)  On  voil  que  Descartcs  admet  risochronisme  des  oscillations. 
(•)  extrait  du  tome  V  (1891)  des  Bendiconti  del  Circolo  matematico  di P<^' 
irrnio. 
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holm,  décédée  le  lo  février  dernier,  occupe  certainement  l'une 
des  premières  places.  A  peine  âg;ée  de  3^  ans,  dans  la  plénitude 
de  son  développement  intellectuel,  arrivée  à  l'entière  maîtrise  de 
ses  facultés,  Sophie  de  Kowalevski  n'avait  guère  eu,  dans  sa  trop 
brève  carrière,  que  le  temps  de  donner  la  mesure  de  sa  valeur. 
Les  œuvres  qu'elle  laisse,  quoique  très  peu  nombreuses,  suffisent 
pour  lui  assurer  une  place  marr[uante  parmi  les  plus  éminenls 
analystes  de  notre  époqiie.  Ce  qu'elle  a  produit  laisse  entrevoir  ce 
qu'elle  aurait  pu  donner,  et  ne  peut  qu'augmenter  le  regret  dou- 
loureux de  tous  ceux  qui,  désireux  du  progrès  de  la  Science,  jugent 
avec  impartialité  et  voient  clairement  la  lacune  si  grande  que  cette 
mort  inattendue  vient  de  créer.  D'ailLurs,  il  serait  inutile  d'insister 
sur  les  mérites  de  Sophie  de  Kowalevski,  sur  ses  connaissances  et 
ses  facultés  exceptionnelles,  si  Lien  connus  dans  le  monde  savant, 
et  qui,  déjà  en  1888,  recevaient  de  la  part  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris  la  sanction  d'un  témoignage  éclatant. 

Ajant  concouru  pour  le  prix  Bordin  sur  la  question  suivante  : 
Perfectionner  en  un  point  important  la  théorie  du  mouve- 
ment (Tun  corps  solide,  Sophie  de  Kowalevski  l'emportait  par 
son  Mémoire  sur  un  cas  particulier  du  problème  de  la  ro- 
tation dUin  corps  pesant  autour  d^un point  Jixe^  où  Cintégra- 
tion  s* effectue  à  Vaide  de  fonctions  ultraelliptiques  du  temps. 
Et,  dans  la  séance  publique  annuelle  du  lundi  2^  décembre  1888, 
le  Président  de  l'Académie,  M.  Janssen,  en  proclamant  les  vain- 
queurs des  prix  décernés,  s'exprimait  en  ces  termes  : 

«  Messieurs,  parmi  les  couronnes  que  nous  allons  donner,  il  en 
est  une  des  plus  belles  et  des  plus  difficiles  à  obtenir  qui  sera 
posée  sur  un  front  féminin. 

»  M"*  de  Kowalevski  a  remporté  cette  année  le  prix  Bordin  (  '  ). 
Nos  Confrères  de  la  section  de  Géométrie,  après  examen  du  Mé- 
moire présenté  au  concours,  ont  reconnu  dans  ce  travail,  non 
seulement  la  preuve  d'un  savoir  étendu  et  profond,  mais  encore 
la  marque  d'un  grand  esprit  d'invention. 

»  M"*'  de  Kowalevski  est  professeur  à  l'Université  de  Stockholm, 


(*)  Non  pas  le  Grand  Prix  des  Sciences  niathéinaliques,  comme  il  a  été  im- 
primét  par  erreur,  dans  les  Comptes  rendus^  t.  GVII  (:î*  semestre  1888),  p.  io3(j. 

Butt.  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  l.  XV.  (Août  1891.)  17 
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où  elle  forme  de  savants  élèves.  Elle  descend  du  roî  de  Hongrief 
Mathias  Corvin,  qui  non  seulement  fut  un  grand  guerrier,  mais 
qui  fut  encore  un  protecteur  éclairé  des  Sciences,  des  Lettres  el  des 
Arts. 

»  Ce  sont  évidemment  ces  dernières  qualités  dont  M"*  de  Ko- 
walevskî  a  tenu  à  hériter  de  son  illustre  ancêtre,  et  nous  l'en  féli- 
citons. )> 

Voici  encore  le  rapport  de  la  Commission  du  prix  Bordin  pour 
l'année  1888  (Commissaires:  MM.  Maurice  Lévy,  Phillips,  Resal, 
Sarrau,  Darboux  rapporteur),  dont  les  conclusions  furent  adoptées 
par  l'Académie  : 

«  L'Académie  avait  proposé  pour  sujet  du  prix  Bordin  à  dé- 
cerner en  1888  la  question  suivante  : 

»  Perfectionner  en  un  point  important  la  théorie  du  mouve- 
ment d^un  corps  solide, 

»  A  l'unanimité,  la  Commission  décerne  le  prix  au  Mémoire 
inscrit  sous  le  n"  2  et  portant  la  devise  :  Dis  ce  que  tu  sais,  fais 
ce  que  dois,  advienne  que  pourra.  Ce  remarquable  travail  con- 
tient la  découverte  d'un  cas  nouveau,  dans  lequel  on  peut  intégrer 
les  équations  diflférentielles  du  mouvement  d'un  corps  pesant,  fixé 
par  un  de  ses  points.  L'auteur  ne  s'est  pas  contenté  d'ajouter  ainsi 
un  résultat  du  plus  haut  intérêt  à  ceux  qui  nous  ont  été  transmis 
sur  ce  sujet  par  Euler  et  par  Lagrange  :  il  a  fait  de  la  découverte 
que  nous  lui  devons  une  étude  approfondie  dans  laquelle  sont  em- 
ployées toutes  les  ressources  de  la  théorie  moderne  des  fonctions. 
Les  propriétés  des  fonctions  B  à  deux  variables  indépendantes 
permettent  de  donner  la  solution  complète  sous  la  forme  la  plus 
précise  et  la  plus  élégante  ;  el  Ton  a  ainsi  un  nouvel  et  mémorable 
exemple  d\in  problème  de  Mécanique  dans  lequel  interviennent 
ces  fonctions  transcendantes,  dont  les  applications  avaient  été 
bornées  jusqu'ici  à  l'Analyse  pure  ou  à  la  Géométrie. 

n  La  Commission  émet  le  vœu  que  le  Mémoire  couronné  soit  im- 
primé dans  le  Recueil  des  Mémoires  des  Suivants  étrangers  (*).  » 


(')  Comptes  rendus,  t.  CVII,  p.  1042.  Sur  ce  Mémoire  voir  aussi  :  Picard, 
lievue  annuelle  d'Analyse  {Bévue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées* 
!'•  année,  n"  2?,  3o  novembre  1890,  el  les  /iendiconti,  t.  V,  1891,  p.  80-90),  §  II. 
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11  serait  téméraire  d'entreprendre,  dès  à  présent,  une  notice 
complète  des  travaux  mathématiques  de  Sophie  de  Kowalevski.  Ses 
futurs  biographes  n'hésiteront  pas  à  ranger  cette  femme,  vraiment 
supérieure,  à  côté  de  ses  illustres  devancières,  telles  que  la  marquise 
du  Châlclet  ('),  l\r*«  Agnesi  {^)  et  M'»«  Sophie  Germain  (3),  dont 
s'honorent  les  Sciences  mathématiques.  En  attendant,  qu'il  nous 
soit  permis  de  venir  payer  notre  tribut  de  regrets  et  d^admiration 
à  la  mémoire  de  Sophie  de  Kowalevski  en  empruntante  une  courte 
notice  nécrologique  de  l'un  de  nos  plus  illustres  géomètres  contem- 
porains, M.  L.  Kronecker,  professeur  à  l'Université  de  Berlin,  ces 
quelques  mots,  écrits  dix  jours  après  la  mort  de  la  savante  mathé- 
maticienne russe  : 

«  Sophie  de  Kowalevski  (d'après  ses  dernières  cartes  de  visite 
Sonja  Kovalevski)  réunissait,  à  un  talent  hors  ligne  pour  les  spé- 
culations mathématiques  générales  et  les  connaissances  techniques, 
nécessaires  pour  les  recherches  spéciales,  une  persévérance  infati- 


(*)  Emilie  Le  Tonnelier  de  Brcleuil,  marquise  du  Chàlelet,  née  à  Paris  en  1706» 
morte  en  ladite  ville  en  1749*  Elle  fut  liée  avec  les  hommes  les  plus  distingués 
de  son  temps,  principalement  avec  Clairaut,  qui  l'eut  pour  disciple,  avec  Saint- 
Lambert  et  avec  Voltaire  qui  l'appelle  dans  ses  vers  la  docte  Uranie.  On  lui  doit  des 
Institutions  de  Pfiysiquey  dscc  une  Analyse  de  la  philosophie  de  Leibnitz  {\'j\o)f 
une  traduction  des  Principes  de  Newton,  publiée  par  Clairaut  (1756),  avec  son 
éloge  par  Voltaire. 

(')  Maria  Gaelana  Agnesi,  née  à  Milan  le  16  mars  1718,  morte  en  ladite  ville 
le  9  mars  1799.  Son  père,  professeur  de  Mathématiques  à  Milan,  l'initia  de  bonne 
heure  à  Tétudc  des  Sciences  exactes.  Elle  y  réussit  si  bien  qu'en  17.50  le  pape 
Benoit  \IV  l'autorisa  à  remplacer  son  père  dans  son  cours  public.  Elle  a  publié 
;n  latin  des  Institutions  analytiques,  qui  ont  été  traduites  par  d'Anthelmy,  sous 
les  yeux  de  Bossut,  cl  imprimées,  avec  des  notes  de  ce  dernier^  sous  ce  litrs  : 
Traités  élémentaires  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral  (1775). 

(')  Marie-Sophie  Germain,  née  à  Paris  le  1"  avril  1776^  morte  en  ladite  ville  le- 
17  juin  i83i.  Elle  avait  développé  ses  heureuses  dispositions  pour  les  Mathi^ma- 
tiques  par  l'étude  des  Ouvrages  de  Lagrange,  de  Legcndre,  de  Uauss,  de  Fouriei^- 
;t  dans  ses  entretiens  avec  ces  grands  géomètres.  Bien  qu'elle  ne  connût  pas  pesr- 
»onnellemcnt  Gauss,  elle  correspondait  avec  lui,  sous  le  pseudonynrM:  de  Le  Blanc^ 
incien  élève  de  l'École  I*olytcchnique.  Dans  la  séance  du  8  janvier  1816,  l'Aca- 
lémie  des  Sciences  de  Paris  lui  décerna  un  grand  prix  sur  une  des  questions  de 
Physique  mathématique  les  plus  nouvelles  et  les  plus  ardues  :  la  théorie  des  sur- 
aces  élastiques  (Commissaires  :  Poisson,  Lapiace,  Legcndre,  Poinsot,  Biol). 
U"*  Sophie  Germain  fut  plus  profondément  mathématicienne  que  la  marquise  du 
^^hâtelet  et  que  M""  Agnesi,  et  elle  avait  l'esprit  philosophique  de  celle  dernière. 
\  Voir  CiiAsi.Ks,  liapport  sur  les  progrès  de  la  Géométrie.  Paris,  1870.) 
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des  ouvrages  littéraires,  publiés  récemment,  oùrillustre  mathéma- 
ticienne se  révèle  comme  écrivain  de  premier  ordre. 

D'ailleurs  ses  capacités  littéraires  étaient  si  marquées,  dès  son 
enfance,  que  son  professeur  J.  Malévitsch  rêvait  pour  elle  la  gloire 
littéraire.  Ce  n'est  que  vers  la  quatorzième  année  que  sa  vocation 
pour  les  Sciences  mathématiques  se  décida  définitivement.  Elle  put 
la  satisfaire  et  obtint  de  ses  parents  l'autorisation  de  venir  étudier 
à  Sainl-Pélersbourg.  Elle  y  fit  la  connaissance  du  jeune  paléon- 
tologue de  Kovvalevski,  qu'elle  épousait,  à  peine  âgée  de  i5  ans, 
en  1868,  et  partait  avec  lui,  l'année  suivante  1869,  pour  continuer 
ses  études  à  l'étranger.  Elle  suivit  d'abord,  en  1869-1 8*^0,  les 
cours  de  l'Université  de  Heidelberg,  revint  en  Russie,  puis  retourna 
à  l'étranger  en  18-1,  à  Berlin  cette  fois.  Ici  trouvant  T Université 
fermée  aux  femmes,  elle  étudia  les  Mathématiques  sous  la  direction 
de  M.  Weierstrass,  dont  elle  reçut,  pendant  quatre  années  consé- 
cutives, de  18^1  à  1874^  des  leçons  privées. 

Au  bout  de  cette  période,  en  18741  âgée  de  'ix  ans,  sans 
examen  oral  et  sur  seule  présentation  de  thèse  écrite,  Sophie  de 
Rowalevski  obtenait  le  grade  de  docteur  en  philosophie  et  de  maître 
es  arts  à  l'Université  de  Gœttingue  (*).  Depuis  lors  Sophie  de 
Kowalevski  continua  chez  elle  ses  recherches  mathématiques,  et 
ce  n*est  qu'après,  la  mort  de  son  mari,  qui  se  suicida  en  i883  à  la 
suite  de  grands  revers  de  fortune,  qu'elle  accepta,  à  l'Université 
de  Stockholm,  la  chaire  de  Mathématiques  supérieures  (spéciale- 
ment créée  pour  elle  par  les  soins  de  M.  Mittag-Leffler,  qui  obtint 
du  gouvernement  suédois  les  fonds  nécessaires),  à  laquelle  elle  fut 
appelée  en  juin  1884,  à  la  condition  qu'elle  ferait  son  cours  en 
allemand  la  première  année,  en  suédois  les  années  suivantes.  Elle 
le  fit,  avec  beaucoup  de  succès,  jusqu'au  6  février  dernier,  quand, 
ayant  repris  son  cours  après  les  vacances  de  Noël,  elle  tombait 
malade  le  soir  même  et  succombait,  au  bout  de  quatre  jours,  le 
10  février  1891,  à  une  attaque  de  pleurésie  foudroyante. 

Depuis  i885,  Sophie  de  Kovvalevski  faisait  partie  du  comité  de 


(  •)  Depuis  la  fondation  d«  l'Université  de  Gœttingue  (  Georgia  augusta)^  par  le 
roi  George  II  de  Hanovre  en  1787,  ce  titre  n'a  été  conféré  qu'à  deux  femmes, 
dont  la  première  fut  la  fille  de  l'historien  Schloczcr,  lu  savante  Dorothée  Schloezer, 
et  la  seconde  est  Sophie  de  Kowalevski. 
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rédaction  des  Acta  mathematica  de  M.  Mlttag-Leffler.  Dernière- 
ment elle  avait  été  nommée  membre  correspondant  de  TAcadémie 
impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Liste  des  travaux  de  Sophie  de  Kowalevski  (*)• 

TRAVAUX    MATUÉMATIQITES. 

I.  Zur  Théorie  der  partieilen  DifTerentialgleichungen 

(Inaugural-Dissertation,   1874) iS^S 

Journal  fiir  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
t.  LWX,  p.  I  (33  pages). 

II.  Ueberdie  Réduction  einer  bestimmten  Klasse  Abel'- 
scher  Intégrale  3""  Ranges  auf  elliptische  Inté- 
grale       1884 

Acta  mathematica,  t.  IV,  p.  SgS  (23  pages). 

III.  Om  Ijusets  fortplantning  uti  elt  kristalliniskt  mé- 

dium       1884 

Ofversigt  af  svenska  vetenskapsakademiens  fôrhandlingar, 

t.  XLI,  p.  119  (3  pages). 

IV.  Sur  la  propagation  de  la  lumière  dans   un  milieu 

cristallisé 1884 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 
de  Paris,  t.  XCVIII,  p.  356  {2  pages). 

V.   Ueber  die  Brechung  des  Lichles  in  cristallinischcn 

Milteln  (2) i885 

Acta  mathematica,  t.  XI,  p.  2.\ç)  (56  pages). 

VI.  Zusiilze  und  Bemerkungen  zu  Laplace's  Unlersuchung 

liber  die  Gestall  der  Saturnsringe i885 

Astronomische  Nachrichten^  t.  CXI,  p.  37  (13  pages). 

(*)  Les  années  indiquées  sont  celles  de  la  publication. 

(')  Les  pages  354-279  do  ce  travail  contiennent  un  Mcnîoirc  inédit  de  M.  Weier- 
strass  :  Eine  Integrationsmethode  fiir  lineare partielle  Differentialgleichungen. 
Les  résultats  contenus  dans  le  Mémoire  V  ont  été  signalés  préalablement  dans 
les  Notes  III  et  IV  {voir  Knkstuom,  Table  des  matières  des  tomes  I-X des  Act'i 
mathematica  ). 
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Sur  le  problème   de  la  rolalion   d'un   corps  solide 

autour  d'un  point  fixe  (*) «889 

Acta  mathematica,  t.  Xlï,  p.  177  (56  pages). 

Sur  une  propriété  du  système  d'équations  différen- 
tielles qui  définit  la  rotation  d'un  corps  solide  au- 
tour d'un  point  fixe  (2) '890 

Acta  mathematica,  t.  XIV,  p.  81  (i3  pages). 

Sur  un  théorème  de  M.  Bruns 1890 

Notes  et  Mém/yires  présentés  à  la  conférence  de  Mathéma- 
tiques de  V Université  de  Stockholm^  t.  I.  —  Acta  mathe- 
matica, t.  XV. 

Mémoire  sur  un  cas  particulier  du  problème  de  la  ro- 
tation d'un  corps  pesant  autour  d'un  point  fixe, 
où  l'intégration  s'effeclue  à  l'aide  de  fonctions  ultra- 
elliptiques du  temps  (^) '890 

Recueil  des  Savants  étrangers,  t.  XXX,  p.  i  (66  pages). 
TRAVAUX    LITTÉRAIRES. 

Réminiscences  sur  George  Elliot  (en  russe) i885 

Rouskaia  Mysl  (Pensée  russe),  juillet  i885. 

VaeVictis 1889 

Nouvelle  publiée  en  suédois  dans  le  journal  Jul  Almanach,  1889. 

Souvenirs  d'enfance  (en  russe)  (*) '890 

Vestnik  Evropy  (Messager  de  l'Europe),  liv.  7  et  8,  1890. 


e  Mémoire  est  un  résumé  du  Mémoire  X. 

es  Mémoires  VII  et  Vllt  ont  été  récompensés  d'une  somme  de  i5oo  cou- 

(2ii5'')  par  l'Académie  des  Sciences  de  Stockholm. 

'émoire  auquel  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  dans  sa  séance  solennelle 

écembre  1888,  a  décerné  le  prix  Bordin,  élevé  de  3ooo''  à  5ooo''  en  raison  du 

tout  à  fait  extraordinaire  rendu  à  la  Physique  mathématique  par  l'œuvre 

lie  de  Kowalevski. 

st  une  œuvre  d'une  grande  portée  esthétique,  et  mériterait,  grâce  à  la  pro- 

*de  l'analyse  psychologique,  la  fraîcheur  du  coloris,  la  vérité  des  descrip- 

l'être  rangée  à  côté  de  «  L'enfance  •  et  de  «  L'adolescence  •  de  S.  Tolstoï. 

moires,  qui  s'arrêtent  à  la  quinzième  année,  date  du  mariage  de  Sophie  de 


»o  fUHUIËItB  l'AItTIE. 

IV.  Sjslrarna  Uajevsky  (Sœurs  Rajevsky) iS^o 

Lc9  mimes  souvenir»  d'enrance  publiés  sous  Torme  de  roman, 
en  volume  séparé,  en  suédois  et  en  danois. 

V.   La  famille  des  VoronUoiTs 1890 

Roman  écrit  en  suédois  sous  le  pseudonyme  de  Tanja  liajevsky, 
doot  les  premiers  chapitres  seulement  ont  paru  dans  les 
derniers  numéros  du  journal  suédois  JVordùk  Tidtkrift. 

VI.  Lutlepuur  le  bonheur 1890 

Sous  ce  lilre,  deux  drames,  basés  sur  deux  données  diUércntcs, 
écrits  en  collaboration  avec  M"  A.  C.  Lefner. 


Kowalevski,  doivent  être  continués  maintenant  par  son  amie  M»  A.  C.  LefBc 
(mariée  i  M.  P.del  Pczzo.  duc  deCajanello,  professeur  de  Géométrie  supéricorc 
A  l'Université  de  Napics)  qui  en  a  accepté  le  picui  héritage. 

Nous  y  trouvons  une  anecdote  assez  caractéristique  sur  l'enfance  de  Sophie  de 
Kowalevski  qui  mérite  d'élre  rapportée  : 

Elle  avait  alors  dix  ans  et  demeurait  dans  la  maison  de  campagne  de  ion  péie. 
La  maison  eut  besoin  d'être  réparée,  et  l'on  fit  venir  de  Saint-Pétersbourg  des 
papiers  de  tenture.  Mais  il  se  trouva  qu'il  n'y  en  rut  point  pour  la  chambre  des 
enfants,  dont  les  murs  furent  recouverts  avec  le  cours  lithographie  d'Osirogtadskt 
sur  l'Analyse  mathématique,  cours  qui  provenait  des  années  d'étude  de  son  père; 
et  la  petite  Sophie,  qui  dévorait  toutes  les  feuilles  imprimées  qui  lui  tombaieat 
sous  la  main,  au  grand  désespoir  de  sa  gouvernante  anglaise,  passait  son  temps  1 
lire  ces  dissertations  mathématiques,  mêlées  d'incompréhensibles  liiéroglyphes.  •  Il 
est  assez  étrange,  dit-elle  dans  ses  Mémoires,  que,  lorsque  à  seize  ans  je  commençais 
l'étude  du  Calcul  dîlTcrentiel,  mon  professeur  fui  étonné  de  la  rapidité  avec  Is- 

qu'il  me  disait.  La  continuelle  lecture  des  papiers  collés  sur  les  murs  avait  cer- 
tainement laissé  des  traces  inconscientes  dans  mon  c<^pril  d'enfant,  s 

Patermc,  Ji  avril  1891. 
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APOLLONU  PEHG-/EI  qvje  gr.ece  exstant  cum  comme ntariis  antiquis.  ~ 
Edidit  kt  l\tine  interprktatus  est  L-L.  ilEIBERG,  Dr.  Phil. —  Vol.  L 
Leipzig,  Teubnor,  1891.  xii-4^i  P-  in- 16. 

Le  savant  danois,  qui  nous  a  déjà  donné  des  éditions  critiques 
d'Archimède  et  d^Euclide,  a  entrepris  maintenant  celle  d'Apollo- 
nius. Elle  doit  comprendre  deux  Volumes  :  le  premier,  qui  vient 
de  paraître,  renferme  les  trois  premiers  Livres  des  Coniques;  le 
second  contiendra  le  quatrième  Livre,  les  fragments  grecs  des 
autres  Ouvrages  d'Apollonius,  les  lemmes  de  Pappus  et  les  com- 
mentaires d^Eutocius.  Quant  aux  écrits  qui  ne  nous  ont  été  con- 
servés que  par  les  Arabes,  notamment  les  Livres  V,  VI,  VII  des 
Coniques,  M.  Heiberg  a  décliné  la  tâche  de  s'en  occuper,  mais  il 
nous  fait  espérer  qu'elle  sera  remplie  à  bref  délai  par  un  arabisant 
suffisamment  compétent. 

L'œuvre  d'Apollonius,  qui  est  le  seul  traité  qui  nous  reste  des 
Grecs  sur  les  sections  coniques,  n'a  pas  été  connue  en  Occident 
avant  la  traduction  latine  des  quatre  premiers  Livres  publiée,  en 
ijS^,  par  un  noble  vénitien,  J.-B.  Memmi.  Cette  traduction, 
pleine  d'erreurs  grossières,  fut  bientôt  effacée  par  celle  de  Com- 
mandin  (Bologne,  i566),  qui  servit  aux  géomètres  du  xvii*  siècle. 
Les  trois  Livres  V  à  VII  ne  furent  révélés  qu'en  1661  (édition  de 
Florence)  par  une  traduction  latine,  accompagnée  d'un  commen- 
taire de  Borelli  et  faite  par  Abraham  Ecchellensis  sur  la  version 
arabe  d'Aboul-Fatli  d'Ispahan. 

Une  seconde  traduction,  d'ailleurs  presque  inutilisable,  parut 
huit  ans  après  (Kiel,  i()(3(j)  par  les  soins  de  Ravius,  qui  la  fit  sur 
une  autre  version  arabe  d'Abd-el-Melek  de  Chiraz. 

Quant  au  texte  grec  des  quatre  premiers  Livres,  il  n'avait  été 
publié,  avant  la  présente  édition,  qu'en  1710  (Oxford)  j)ar  llallev; 
ce  dernier  ne  fit  d'ailleurs  que  terminer  sous  ce  rapport  un 
travail  déjà  commencé  par  Gregory  et  il  se  contenta  de  corriger  la 
version  de  Commandin  au  lieu  de  la  refondre.  Mais,  pour  les 
Livres  V  à  VII,  après  avoir,  dit-on,  appris  l'arabe  dans  ce  but,  il 
travailla  sur  une  version  plus  ancienne  et  plus  complète,  celle  de 

Bull,  des  Sciences  niatliem.,  2'  série,  l.  W.  (Septembre  1891.)  18 
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Thabilh-ben-Corra.  Il  tenta  enfin,  d'après  les  lemmes  de  Pappus, 
une  restitution  du  Livre  VIII,  qui  est  complètement  perdu. 

Cette  édition  d'Halley  est  aujourd'hui  devenue  très  difficile  à  se 
procurer,  et,  à  cet  égard,  celle  de  M.  Heiberg  mérite  encore 
plus  un  favorable  accueil  de  la  part  des  mathématiciens  que  son 
Archimède  ou  son  Euclide,  d'autant  que,  pour  ces  derniers,  il 
existe  des  traductions  en  langue  moderne,  tandis  qu'elles  font 
défaut  pour  Apollonius. 

M.  Heiberg  a  établi  son  texte  sur  un  manuscrit  du  Vatican, 
gr.  206  du  xii®  ou  du  xiii*  siècle.  Les  recherches  qu'il  a  faites  lui 
ont  permis  de  démontrer  que  les  autres  manuscrits  connus  n'ont 
de  valeur  qu'autant  qu'ils  se  rapprochent  de  ce  tjpe,  et  il  sudGtde 
comparer  les  premières  pages  de  son  texte  avec  celui  de  Hallej 
pour  reconnaître  combien  ce  dernier  était  défectueux. 

Mais,  au  lieu  de  m'arrêter  sur  ce  point,  je  crois  plus  intéressant 
pour  le  lecteur  de  donner  ici  une  traduction  de  la  courte  préface 
mise  par  Apollonius  en  tête  du  Livre  I  des  Coniques  et  d'y  ajouter 
quelques  observations  sur  l'histoire  de  celte  théorie  dans  l'anti- 
quité. 

«   Apollonius  a  Eudème(*),   salut. 

))  Si  ta  santé  est  bonne  et  si  tout  le  reste  va  comme  tu  le  dé- 
sires, je  te  félicite;  quant  à  nous,  nous  allons  passablement.  Je 
t'ai  vu,  pendant  le  temps  que  j'ai  passé  à  Pergame  avec  toi,  1res 
désireux  de  prendre  connaissance  de  nos  travaux  sur  les  coniques; 
je  t'envoie  donc  le  premier  Livre  après  l'avoir  corrigé;  les  autres 
suivront,  lorsque  nous  en  serons  satisfaits;  lu  n'as  pas,  je  pense, 
dû  oublier  ce  que  je  t'avais  dit  :  que  j'ai  fait  ce  traité  sur  la  de- 
mande du  géomètre  Naucrale  (^),  A  l'époque  où  il  était  venu  à 
Alexandrie  et  partageait  nos  occupations;  qu'ayant  rédigé  en  tout 
huit  Livres,  nous  lui  en  avons  aussitôt  donné  communication, 
mais  qu'étant  pressés  parce  qu'il  était  sur  le  point  de  s'embar- 


(«)  Personnage  d'ailleurs  inconnu,  que  le  roi  Allalc  devait  s'être  attaché,  à 
l'imitation  de  ce  que  faisaient  les  Ptolémées  pour  les  savants  du  Musée  d'Alexan- 
drie. 

(')  C'est  ce  géomètre  dont  les  Arabes,  par  un  anaciironisme  singulier,  ont  fait 
le  père  d'ICuclide  et  qu'ils  ont  considéré  comme  le  Tyrien  dont  parle  Hvpsiclès 
dans  la  préface  du  Livre  XIV  des  Éléments. 
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quer,  nous  n'avons  pu  les  perfectionner,  qu'au  contraire  nous 
avions  écrit  tout  ce  qui  se  présentait  à  notre  esprit,  avec  l'intention 
de  revenir  dessus  plus  tard.  Nous  publions  donc  ces  Livres,  main- 
tenant que  nous  avons  le  temps,  au  fur  et  à  mesure  de  leur  cor- 
rection. Mais,  comme  il  se  trouve  que  plusieurs  de  ceux  qui  sont 
3n  relations  avec  nous  ont  eu  également  communication  du  pre- 
mier et  du  second  Livre  avant  qu'ils  eussent  été  retouchés,  ne 
t'étonne  pas  si  tu  les  rencontres  avec  d'autres  rédactions. 

»  De  ces  huit  Livres,  les  quatre  premiers  suivent  une  marche 
élémentaire;  le  premier  renferme  la  génération  des  trois  sections 
et  des  opposées  (*),  ainsi  que  leurs  propriétés  capitales,  le  tout 
exposé  plus  amplement  et  avec  plus  de  généralité  que  dans  les 
autres  traités  sur  la  matière.  Le  second  Livre  concerne  les  dia- 
mètres et  les  axes  des  sections,  les  as^-mptotes  et  d'autres  ques- 
tions d'un  usage  général  ou  indispensable  pour  les  limitations  (^); 
tu  sauras  par  le  premier  Livre  quelles  sont  les  lignes  que  j'appelle 
diamètres  et  celles  que  j'appelle  axes  (').  Le  troisième  contient 
un  grand  nombre  de  théorèmes  singuliers  qui  servent  soit  pour  la 
synthèse  des  lieux  solides  (*),  soit  pour  les  limitations;  la  plupart 
et  les  plus  beaux  sont  nouveaux;  en  les  recherchant,  nous  avions 
conscience  qu'Euclide  n'avait  pas  effectué  la  synthèse  du  lieu  à 
trois  et  quatre  lignes,  mais  seulement  celle  au  hasard  d'une  partie 
de  ce  lieu,  et  cela  d'une  façon  assez  malheureuse;  c'est  qu'il  n'était 
pas  possible  de  faire  la  synthèse  complète,  sans  ce  que  nous  avons 
trouvé  de  nouveau.  Le  quatrième  Livre  détermine  en  combien  de 
manières  les  sections  coniques  peuvent  se  rencontrer  entre  elles  et 
avec  une  circonférence  de  cercle  et  résout,  en  outre,  d'autres 
questions,  dont  aucune  n'a  été  traitée  par  ceux  qui  nous  ont  pré- 
cédés, en  combien  de  points  une  section  conique  ou  une  circonfé- 
rence de  cercle  rencontre  des  sections  opposées. 


(*)  Apollonius  considère  encore  comme  des  sections  dislincles  (qu'il  appelle 
apposées)  les  deux  branches  d'une  même  hyperbole;  mais  cVst  à  lui  surloul 
que  l'on  doit  de  les  avoir  considérées  pour  généraliser  sans  exception  les  théo- 
rèmes sur  les  coniques. 

(')  Détermination  des  conditions  sous  lesquelles  un  problème  est  possible. 

(>)  Les  définitions  du  premier  Livre  étaient  nouvelles  en  tant  qu'elles  intro- 
duisaient la  notion  de  diamètres  et  d'axes  relatifs  à  des  sections  opposées. 

(♦)  Lieux  géométriques  du  second  degré. 


m4  première  partie. 

»  I^s  derniers  Livres  appartiennent  à  des  théories  plus  recher- 
chées; Tun  traite,  en  effet,  avec  développement  des  minima  et 
maxima,  Tautre  de  Tégalité  et  de  la  similitude  des  sections  co- 
niques, le  suivant  de  théorèmes  de  limitations,  le  dernier,  enfm, 
de  problèmes  déterminés  sur  les  coniques.  Au  reste,  quand  tous 
seront  publiés,  il  sera  loisible  à  ceux  qui  les  étudieront  de  les 
apprécier  selon  ce  qu'ils  en  jugeront.  Salut.  » 

La  mention  d'Euclide  et  du  lieu  à  trois  et  quatre  droites,  qui 
est  faite  dans  cette  préface,  soulève  des  questions  qui  ont  été  en 
grande  partie  élucidées  par  Zeuthen  {Die  Lehre  von  den  Ke- 
gelsclinitten  im  Altertum;  Kopenhagen,  Rost  und  Sohn,  1886), 
mais  que  Ton  ne  peut  encore  considérer  comme  complètement 
résolues. 

Je  rappelle  tout  d^abord  qu'avant  Apollonius  il  existait,  sur 
les  coniques,  deux  Ouvrages  considérables  :  l'un,  en  cinq  Livres, 
des  Lieux  solides,  composé  par  Aristée  l'ancien,  était  le  premier 
en  date  et  il  resta  classique  pendant  toute  Tanliquité;  Tautre  en 
quatre  Livres,  des  Coniques,  dû  à  Euclide,  qui  comprenait  les 
éléments  de  la  théorie,  disparut  au  contraire  devant  les  quatre 
premiers  Livres  d'Apollonius,  conçus  sans  doute  suivant  le  méroe 
plan,  mais  présentant  une  supériorité  incontestable. 

Aristée  doit  avoir,  en  général,  procédé  analjtiquement;  néan- 
moins, son  Ouvrage  faisait  sans  aucun  doute  connaître  un  certain 
nombre  de  propriétés  des  coniques  qu'Euclide  et  Apollonius,  les 
considérant  comme  complètement  traitées,  ne  reprirent  pas  dans 
leur  exposition.  Je  citerai,  comme  exemple  notable,  la  propriété 
du  fojer  de  la  parabole,  dont  /Vpollonius  ne  fait  aucune  mention. 
Aristée  avait  sans  aucun  doute  recherché  le  lieu  des  points  à 
égale  dislance  d'une  droite  et  d'un  point  fixes  et,  l'ayant  déterminé 
comme  une  parabole,  il  avait  probablement  aussi  démontré  que, 
pour  toute  courbe  de  ce  genre,  il  y  avait  une  droite  et  un  point 
tels  que  chaque  point  de  la  parabole  en  fût  également  distant. 

S'il  eût  traité  de  la  sorte  complètement  tous  les  problèmes 
qu'il  avait  abordés,  l'œuvre  d'Euclidc  eût  été  évidemment  inutile; 
mais  il  n'en  était  pas  ainsi  et,  en  général,  la  synthèse  restait  à 
faire.  Les  lacunes  de  la  méthode  analytique  étaient,  entre  autres, 
particulièrement  apparentes  pour  le  lieu  à  quatre  droites,  qu'on 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  laS 

peut  définir  comme  représenté  par  l'équation 

AB  — XCD  =  o, 

où  X  représente  une  constante  et  où  Ton  suppose  que 

A  =  o,        B  =  o,        C  =  o,        D  =  o 

sont  les  équations  de  quatre  droites  données.  Les  anciens  énon- 
çaient le  problème  en  disant  que  le  rectangle  des  distances  du 
lieu  à  deux  des  droites  données  devait  être  dans  un  rapport  con- 
stant avec  celui  de  ses  distances  aux  deux  autres  droites. 

Or  Apollonius,  qui  reproche  à  Euclide  de  ne  pas  avoir  fait  la 
synthèse  complète  du  lieu  à  quatre  droites,  ne  l'a  lui-même  nulle- 
ment abordée  dans  ses  Coniques,  Il  a  même  donné  si  peu  d'indi- 
cations à  ce  sujet,  qu'au  xvii®  siècle,  le  problème,  dont  l'énoncé 
n'était  connu  que  par  Pappus^  parut  tellement  ardu  qu'en  le 
résolvant  analjtiquement  dans  sa  Géométrie  y  Descartes  put  se 
vanter  d'avoir  commencé  là  où  Apollonius  s'était  arrêté. 

L'étude  du  Livre  HI  des  Coniques  permet  toutefois  de  recon- 
naître que,  d'une  part,  la  lacune  comblée  par  Apollonius  dans  les 
connaissances   antérieures    résultait   de   ce  qu'avant  lui   chaque 
branche  isolée  d'hyperbole  était  considérée  comme  une  section 
•complète;  que,  d'un  autre  côté,  il  est  facile  de  déduire  immédia- 
tement de  ses  propositions  la  solution  du  lieu  à  trois  droites  (cas 
où  deux  droites  données,  soit  A  et  B,  soit  C  et  D,  coïncident)  et 
de  fait  cette  solution,  telle  que  l'indique  M.  Zeuthen  est  identique 
avec  celle  de  Fermât  ( *)  récemment  retrouvée  et  qui,  conçue  tout 
•à  fait  dans  le  goût  ancien,  est  évidemment  le  fruit  des  méditations 
<lu  grand  géomètre  sur  les  Coniques  d'Apollonius. 

M.  Zeuthen  a  montré,  d'autre  part,  qu'il  est  relativement  facile 
<ie  ramener  le  lieu  à  quatre  droites  au  cas  où  le  quadrilatère 
inscrit  ABCD  est  un  trapèze;  il  rattache  cette  réduction  au  seul 
porisme  d'Euclide  dont  Pappus  nous  ait  conservé  l'énoncé  complet, 
«t  il  admet  qu'elle  pouvait  déjà  avoir  été  opérée  par  Aristée.  Il  a 
rfait  voir  enfin  que,  dans  les  divers  cas  que  présente  le  lieu  aux 
quatre  côtés  d'un  trapèze,  la  solution  complète  peut  également  se 


(')  Œuvres  de  Fermât.  Paris,  Gaulhier-Villars,  1891,  p.  87  et  suiv. 
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déduire,  plus  ou  moins  directement,  de  lemmes  renfermés  dans  le 
Livre  III  d'Apollonius. 

Il  n^en  reste  pas  moins  surprenant,  même  en  admettant  qu'Âpol- 
lonius  ait  tenu  à  nMntroduire  dans  son  exposition  systématique 
des  propriétés  des  coniques  aucune  recherche  propre  à  faciliter 
la  détermination  directe  d'un  lieu,  qu'il  se  soit  également  abstenu 
de  démontrer  qu*en  général,  pour  toute  conique  et  tout  quadri- 
latère inscrit,  il  existe  un  rapport  constant  entre  les  rectangles  des 
distances  d'un  point  de  la  courbe  aux  côtés  opposés  du  quadri- 
latère. Cette  abstention  paraîtra  d'autant  plus  singulière  que  ce 
théorème  était  certainement  au  moins  supposé  vrai  dès  avant 
Apollonius,  quoique,  sans  doute,  la  détermination  du  rapport  pût 
être  renvoyée,  comme  il  résulterait  des  remarques  de  M.  Zeuthen, 
aux  théories  dépendant  des  Porismes  d'Euclide. 

En  tout  cas,  je  ne  puis  mieux  faire  que  de  recommander,  en 
général,  l'Ouvrage  précité  de  M.  Zeuthen,  à  tous  les  mathéma- 
ticiens qui  peuvent  désirer  profiter  de  l'édition  procurée  par 
M.  Heiberg  pour  se  familiariser  avec  les  méthodes  d'Apollonius. 
La  traduction  latine  que  renferme  cette  édition  et  dans  laquelle 
sont  adoptées  des  notations  suffisamment  modernes  est  d'une 
lecture  relativement  aisée  ;  mais,  pour  discerner  l'ordre  des  idées 
et  en  retrouver  la  suite,  un  guide  est  nécessaire,  et  il  n'en  est 
point  de  meilleur  que  M.  Zeuthen.  Paul  Tannery. 


RESAL.  —  Exposition  de  la  théorie  des  surfaces,  i  vol.  in-8*,  xiii-i7!  p. 

Paris,  Gauthier- Villars  et  fils,  1891. 

Ce  petit  Livre  contient  le  développement  des  leçons  sur  la 
Théorie  des  surfaces  que  l'auteur  a  été  amené  à  faire  en  enseignant 
la  Mécanique;  il  complète  ainsi,  de  ce  côté,  ce  que  le  lecteur  a  pu 
déjà  trouver  tant  dans  le  Traité  de  Cinématique  pure  que  dans 
le  Traité  de  Mécanique  générale  de  M.  Resal.  Il  comprend  dix 
Chapitres  et  quatre  Notes. 

Les  deux  premiers  Chapitres  se  rapportent  aux  propositions  fon- 
damentales de  la  théorie  des  courbes  gauches  et  des  surfaces  : 
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formules  de  Serrel-Frenet,  tliéorème  de  Meiisnier,  étude  des 
rayons  de  courbure  principaux,  etc.;  un  paragraphe  est  consacré 
à  l'étude  des  faisceaux  de  droites  et,  en  particulier,  au  théorème 
de  Malus.  Dans  les  Chapitres  III  et  IV,  M.  Resal  s'occupe  des 
courbures  et  des  lignes  asymptotiques;  on  y  trouvera,  outre  l'étude 
d'un  certain  nombre  de  surfaces  simples  (hélicoïde  gauche,  sur- 
faces de  révolution,  surface  canal,  surface  moulure,  etc.),  l'examen 
du  nombre  de  lignes  de  courbure  qui  passent  par  un  ombilic  et 
des  formules  qui  donnent  l'expression  de  la  courbure  d'une  ligne 
dé  courbure  et  d'une  ligne  asymptotique.  Le  Chapitre  suivant  est 
consacré  aux  lignes  de  plus  grande  pente.  Dans  le  Chapitre  VI,  re- 
latif aux  lignes  géodésiques,  M  Resal  a  introduit  d'importants 
extraits  des  Mémoires  classiques  de  M.  O.  Bonnet  (courbure  géo- 
désique  des  trajectoires  orthogonales,  équation  des  lignes  géodé- 
siques en  coordonnées  curvilignes,  expression  en  coordonnées 
quelconques  de  la  courbure  géodésique  d'une  ligne,  etc.).  Dans  le 
Chapitre  VII,  l'auteur  établit  d'une  façon  très  simple  les  formules 
qui  se  rapportent  à  la  torsion  et  à  la  différentielle  de  la  courbure 
d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  ;  il  étudie,  en  particulier,  la  torsion 
des  lignes  asymptotiques.  Deux  Chapitres  sont  ensuite  consacrés 
à  la  déformation  des  surfaces  et  à  l'étude  des  surfaces  applicables. 
£nfîn,  dans  le  dernier  Chapitre,  on  trouvera  l'élude  du  système 
de  variables  employées  par  M.  Bonnet  dans  la  théorie  des  surfaces, 
avec  l'application  aux  lignes  de  courbure,  lignes  asymptotiques, 
lignes  géodésiques,  etc.,  et  principalement  à  la  détermination  des 
surfaces  minima. 
Les  Notes  sont  consacrées  aux  sujets  suivants  : 
I.  Sur  la  courbure  et  la  torsion  de  la  coordonnée  d'une  surface 
de  révolution.  II.  Impossibilité  de  trouver  sur  une  surface  deux 
séries  de  lignes  géodésiques  qui  se  coupent  à  angle  droit.  III.  Sur 
quelques  propriétés,  dues  à  M.  Bonnet,  des  trajectoires  ortho- 
gonales et  des  lignes  géodésiques.  IV.  Sur  l'intégration,  par  la 
méthode  de  Legendre,  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  minima.  J.  T. 
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LES  AUTOGRAPHES  DE  DESCARTES  A  LA  BIBLIOTHÈQUE  NATIONALE; 

Par   m.   Paul  TANNERY. 


QUATRIEME   ARTICLE. 


H. 

La  lettre  du  4  mars  1641. 

En  suivant  l'ordre  des  dales,  la  seconde  pièce  du  MS.  fr.  n.  a. 
5160  de  la  Nationale  qui  contienne  de  Tinëdit  est  la  lettre  auto- 
graphe de  Descartes  à  Mersenne  du  4  mars  i64i. 

La  plus  grande  partie  de  cette  lettre  constitue  une  réponse  à 
une  épître  latine  adressée  par  Hobbes  à  Mersenne,  le  7  février  1641 
(Clerselicr,  III,  3i),  et  contenant  des  objections  contre  la  théorie 
cartésienne  de  la  réfraction.  Cette  partie  a  été  imprimée  dans  les 
lettres  de  Descartes  (Clcrselier,  III,  35);  mais  l'original  contient 
en  plus  une  dizaine  de  lignes  au  début  et  prés  de  quatre  pages  à 
la  lin  qui  doivent  être  substituées  au  dernier  alinéa  de  quatre 
lignes  donné  par  Clerselier. 

Il  convient  de  plus  d'observer  que  le  début  français  de  la  lettre 
imprimée  est  profondément  modifié  dans  l'original  et  que  celui- 
ci  ne  contient  pas  la  version  (p.  161  à  164  de  Clerselier)  de  la  ré- 
futation en  latin  de  l'épîlre  de  Hobbes.  Mais  je  commencerai  mon 
extrait  à  l'endroit  où  Descartes  cesse  de  parler  du  philosophe 
anglais  : 

«  Quoique  M.  de  Roberval  ne  soit  pas  de  ceux  qui  me  favo- 
risent, la  vérité  veut  pourtant  que  je  tienne  son  parti  en  ce  qu'il 
dit  d'un  grand  arc  :  à  savoir  que,  si  la  flèche  va  aussi  vite  lors- 
qu'elle commence  à  en  partir  que  lorsqu'elle  commence  à  partir 
d'un  moindre,  elle  ira  plus  loin.  Mais  notez  que  je  dis  lorsqu'elle 
commence  à  partir,  car  la  corde  du  grand  arc,  poussant  plus 
longtemps  cette  flèche  que  celle  du  petit,  fera  qu'elle  ira  plus  vile 
avant  qu'elle  la  quitte,  si  elle  a  été  aussi  vile  au  commencement. 
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et  ensuite  qu'elle  ira  plus  loin.  Mais,  si  on  suppose  que  la  flèche  va 
également  vite  au  moment  qu'elle  s'éloigne  de  la  corde  du  grand 
arc  que  du  petit,  elle  ne  pourra  aucunement  aller  plus  loin;  et 
ainsi  vous  avez  eu,  je  crois,  tous  raison,  mais  il  a  considéré  le 
moment  auquel  la  flèche  commence  d'être  poussée,  et  non  celui 
auquel  elle  achève  d'être  poussée.  Mais  je  ne  vois  point  pourquoi 
il  conclut  de  cela  que  quod  semel  motum  est  sponte  postea 
cessai  moveri,  etsi  non  impediatur  (•). 

)>  Il  est  certain  que  la  chute  d'un  fort  grand  poids  aura  bien 
plus  de  force,  pour  faire  entrer  un  pieu  en  terre,  que  le  mouve- 
ment cent  fois  plus  vite  d'un  poids  qui  n'aurait  que  la  centième 
partie  de  la  pesanteur  du  premier,  à  cause  qu'elle  agira  beaucoup 
plus  longtemps  (2).  » 

Suit  un  passage  curieux  sur  l'opinion  de  Descartes  relative  à 
Fermât  : 

«  Je  voudrois  bien  que  vous  n'eussiez  point  envoyé  de  copie  de 
ma  Métaphysique  (')  à  M.  Fermât  et,  si  vous  ne  l'avez  encore 
fait,  je  vous  prie  de  vous  en  excuser  sur  ce  que  je  vous  ai  prié 
très  expressément  de  n'en  envoyer  aucune  copie  hors  de  Paris, 
et  même  à  Paris  de  n'en  mettre  la  copie  entre  les  mains  de  per- 
sonne qui  ne  vous  promette  de  la  rendre,  comme  en  efiet  je 
vous  en  prie,  afin  de  me  retenir  la  liberté  d'y  changer  ou  ajouter 
tout  ce  que  je  jugerai  à  propos  pendant  qu'elle  ne  sera  point  im- 
primée. Et,  entre  nous,  je  liens  M.  Fermât  pour  l'un  des  moins 
capables  d'y  faire  de  bonnes  objections;  je  crois  qu'il  sait  des 
Mathématiques,  mais,  en  Philosophie,  j'ai  toujours  remarqué  qu'il 
raisonnoit  mal.  Et  enfin,  je  vous  ai  envoyé  cet  écrit  pour  en  avoir 
le  jugement  de  Messieurs  de  la  Sorbonne,  et  non  pour  m'arrêter 
à  disputer  contre  tous  les  petits  esprits  qui  se  voudront  mêler  de 
me  faire  des  objections.  Toutefois,  si   quelque  fier-à-bras  s'en 


(*)  «  Ce  qui  a  été  une  fois  mis  en  mouvement  cesse  ensuite  de  soi-même  de 
se  mouvoir,  quand  même  il  ne  subirait  aucun  empêchement  ».  Hoberval  aurait 
donc  nié  le  principe  de  l'inertie,  admis  par  Descaries. 

(')  La  question  parait  mal  posée;  en  tout  cas,  il  est  évident  que  les  lois  qui 
régissent  le  ciioc  des  corps  n'étaient  pas  encore  soupçonnées. 

(')  11  s'agit  des  Méditations^  que  Descaries  faisait  alors  imprimer  à  Paris  par 
les  soins  de  Mersenne. 
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veul  mêler,  à  la  lionne  heure;  je  ne  refuserai  pas  de  lai  répondre, 
si  Ton  juge  que  ce  qu*il  proposera  vaille  la  peine  d'êlre  imprime. 
Pour  ceux  qui  ont  fait  les  premières  ('),  ils  m^ont  obligé  el,  s'il 
leur  plaît  de  répartir  à  mes  réponses,  je  dupliquerai  aussi  fort  vo- 
lontiers....  » 

La  lettre  continue  en  parlant  des  objections  d'Amauld  et  de 
corrections  à  faire  subir  au  texte  des  Méditations. 

La  (in  concerne  les  essais  de  Florimond  de  Beaune  pour  tailler 
des  verres  de  lunette  suivant  les  idées  de  Descartes. 

«  Je  fus  si  pressé  de  vous  répondre  lorsque  j'ai  reçu  votre  pa- 
quet, il  j  a  quinze  jours  ('),  que  j'oubliai  tout  à  fait  la  lettre  de 
M.  de  Beaune  que  vous  m'aviez  envoyée.  Je  vous  prie  de  l'assurer 
que  je  suis  extrêmement  son  serviteur,  et  que  je  suis  bien  glorieux 
du  témoignage  qu'il  rend  de  ma  Géométrie,  car  je  crois  qu'il  est 
en  cela  plus  croyable  lui  seul,  vu  la  preuve  qu'il  en  donne  par 
la  solution  de  toute  sorte  de  problèmes,  que  ne  seroit  un  million 
de  tels  que  ceux  qui  l'ont  blâmée,  vu  qu'aucun  d'eux  n'y  a  rien 
entendu. 

»  Pour  les  lunettes,  je  m'étonne  de  la  difficulté  qu'il  trouve 
pour  le  côté  plat,  car  je  crois  que,  si  le  convexe  étoit  aussi  exacte- 
ment taillé  que  la  superficie  plate  de  tous  les  miroirs,  nous  aurions 
des  lunettes  très  excellentes;  le  tourneur  qui  avoit  commencé 
ici  (')  à  y  travailler  n'en  est  pas  venu  à  cela  près,  car  il  n'a  pu 
tailler  aucun  verre  qui  ne  parût  à  l'œil  plus  épais  d'un  côté  que 
d'autre,  ou  qui  n'eût  deux  centres  et  une  infinité  de  cercles,  et 
loulefois,  il  en  a  fait  qui,  tous  troubles  et  mal  taillés  en  cette 
sorte,  faisoient  autant  que  les  lunettes  ordinaires.  Si  je  fusse  allé 
(»n  France,  nous  eussions  peut-être  fait  ensemble  quelque  chose, 


(*)  DescarU's  faisail  imprimer,  en  même  temps  que  les  \féditations ,  six  séries 
irohjcrtiniis  fiiiles  sur  le  manuscrit,  et  ses  réponses.  Les  premières  objections 
lont  (lu  belge  Gâteras  (de  Gaters),  alors  prêtre  catholique  à  Alcmaer.  Celles 
d'Arriauld  Hoiit  les  quatrièmes. 

(')  Ceci  inonlre  que  la  lettre  Clerselier,  II,  53  =  Cousin  VIII,  p.  t\^iy  doit  être  's^-m 
i\H\^'f.  rlu  i8  février  16^1  et  non  du  28,  comme  l'a  supposé  l'annotateur  anonyme  ^^  ^~ï 
/!«  rf;»ertiplaire  de  l'Institut. 

/•)  Comparer  la   Lettre  de   Descartes  à  Ferrier  (Clerselier,  III,  102;  Cousin^r»    în 
VJ,  p    '1'»).        Ce^  essais  doivent  avoir  été  faits   chez.  Pollot,   ami  de  Descarles- 
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xiaîs  il  est  impossible  par  lettres,  à  cause  que  les  petites  difficultés 
ie  se  peuvent  écrire  (*).... 

111. 
Les  trois  questions  d'avril  1643. 

Les  questions  de  Dynamique  du  genre  de  celles  qui  avaient 
amené  entre  Roberval  et  Mersenne  la  discussion  sur  laquelle  Des- 
cartes fut  consulté  en  i64i,  ainsi  que  nous  Tavons  vu,  conti- 
nuèrent à  s'agiter  à  Paris.  Le  MS.  fr.  n.  a.  5160  de  la  Nationale 
nous  fournit  à  cet  égard  un  curieux  témoignage  dans  la  pièce  sui- 
vante, qui  n'est  malheureusement  qu'une  copie  où  n'ont  pas  été 
indiqués  les  noms  des  deux  signataires  de  l'original  : 

<t  Après  avoir  considéré  que  nous  ne  pouvons  tomber  d'accord 
des  trois  difficultés  suivantes,  quelque  considération  que  nous 
ayons  pu  apporter,  et  après  avoir  gagé  et  convenu  de  bonne  foi 
que  nous  nous  tiendrions  à  ce  qu'en  diroit  M.  Descartes,  nous  les 
avons  ici  mises  intelligiblement  comme  il  suit  : 

»  Savoir  si  deux  missiles  égaux  en  toutes  choses,  c'est-à-dire 
en  matière,  grandeur  et  figure,  parlant  de  môme  vitesse  dans  un 
même  air,  par  une  même  ligne,  doivent  nécessairement  aller  aussi 
loin  l'un  que  l'autre.  Sur  quoi  l'un  soutient  qu'il  se  peut  faire  que 
l^un  aille  plus  loin,  comme  il  prétend,  lorsque  l'impression  qu'on 
lui  a  donnée  a  été  plus  longtemps  à  s'imprimer,  et  qu'il  arrive 
qu'un  grand  arc,  pour  avoir  été  bandé  plus  loin,  quoiqu'avec 
moins  de  force,  envoie  la  flèche  beaucoup  plus  loin  qu'un  arc 
plus  petit  qui  se  bande  néanmoins  avec  beaucoup  plus  de  force. 

»  L'autre,  qu'il  est  impossible  que  deux  vitesses  égales,  de 
quelque  part  et  par  quelque  impression  qu'elles  se  puissent  engen- 
drer dans  un  même  ou  égal  missile,  allant  par  le  même  air  et  par 
la  même  ligne,  c'est-à-dire  à  même  élévation  sur  le  plan  horizontal. 
Fassent  des  effets  différents,  c'est-à-dire  que  Tune  des  flèches 
aille  plus  loin  que  l'autre. 

»  La  seconde,  à  savoir  s'il  est  nécessaire  que  le  corps  qui  im- 
prime un  mouvement  à  un  autre  corps  se  meuve  aussi  vite  que 
celui  auquel  il  imprime  ce  mouvement.  Par  exemple,  soient  les 

(*)  Descarteâ  rcpéU  à  peu  prés  ici  ce  qu'il  avait  déjà  écrit  à  Mcrsenoe  en  jan- 
vier i64i  (Clcrselier,  II,  52). 
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Elles  ont,  au  contraire,  été  envoyées  à  Mersenne  en  même  temps 
€que  la  lettre  inédite  suivante  du  ^6  avril  i643  : 

«  Mon  Révérend  Père, 

»  Je  vous  remercie  de  ce  que  vous  avez  encore  fait  Texpérience 
Je  peser  une  lame  de  cuivre  à  mon  occasion.  Puisqu'elle  ne  se 
trouve  point  plus  légère  chaude  que  froide,  et  qu'une  poire  de 
cuivre  se  trouve  plus  légère,  c'est  une  marque  très  assurée  que 
cela  vient  de  Tair  enfermé  dans  la  poire,  lequel  est  pesant  en  dépit 
des  péripatéticiens  (  *  ). 

»  Vous  trouverez  ma  réponse  à  ce  que  vous  demandez  des  arcs 
de  bois  et  d'acier  dans  le  papier  de  la  gageure,  où,  si  je  ne  me  suis 
pas  assez  expliqué,  je  répéterai  encore  ici  les  deux  raisons  que  j'y 
ai  mises. 

»  L'une,  que  la  flèche  du  grand  arc  étant  plus  grande  et  plus 
légère  à  proportion,  elle  ne  descend  pas  si  vile. 

»  L'autre,  que,  si  on  seservoit  d'une  flèche  aussi  légère  en  Tare 
d'acier  qu'en  celui  de  bois,  la  grande  force  dont  celle  flèche  seroit 
frappée  feroit  que  le  bout  proche  de  la  corde  iroit  plus  vile  que 
l'autre  auquel  l'air  fait  de  la  résislance. 

»  Soit  l'arc  AB  {/ig»  3),  je  dis  que  la  corde  pousse  le  bout  de 


rig.  3. 


G 


la  flèche  D  avec  tant  de  vitesse  que  l'air  qui  est  autour  de  F  fait  de 
la  résistance  et  empêche  que  ce  bout  F  ne  s'avance  si  promptemeni 
vers  G;  de  façon  que,  si  cette  flèche  est  de  bois  léger  et  poreux. 


(•)  Comparer  Lettres  de  Descartes,  CIcrsclicr,  II,  109»  p.  SiS  dernier  alinéa, 
du  7  décembre  1643,  el  p.  Si^,  premier  alinéa,  où  commence  une  lettre  du  2  fé- 
Tricr  1643. 
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elle  se  raccourcit  et,  incoDlÎDent  après  qu'elle  n*e>l  plus  loochée 
de  la  corde,  elle  se  rallonge  vers  D,  ce  qui  lui  ôle  beaucoup  de  sa 
vitesse.  Mais  une  qui  est  de  bois  plus  dur  et  plus  solide,  sort  véri- 
tablement plus  vite  de  Tare  d*acier  que  ne  fait  Tautre  de  Tare  de 
bois,  et  elle  a  aussi  beaucoup  plus  de  force  à  une  médiocre  distance, 
mais  elle  ne  va  pas  plus  loin,  à  cause  qu'étant  plus  pesante,  elle  a 
plus  d^inclination  à  descendre. 

»  Quand  une  flèche  monte  en  Tair,  elle  va  plus  vite  au  commen- 
cement qu^à  la  fin,  et,  au  contraire,  en  descendant  elle  va  plus 
vite  à  la  (in  qu'au  commencement  ;  mais  cette  proportion  n*est  pas 
égale,  car  en  montant  la  vitesse  diminue  toujours  de  même  façon, 
et  en  descendant  son  augmentation  est  plus  grande  au  commence- 
ment qu'à  la  (in. 

n    Par  exemple,  une  flèche  qui  monte  de  A  vers  C  {Jiff*  4)  ^** 


e\lr()mcniont  vite  (l'A  jiisqiies  à  Bel  bcaucoii|)  plus  Iciilemenl  de  B 
jiiS(|iies  à  il]  mais,  en  descendant  deCjuscjues  à  D,  elle  augmente 
quasi  sa  vitesse  en  raison  double  des  temps  (*),  mais  depuis  D 
jusques  à  E,  elle  Taugmente  beaucoup  moins,  d'où  il  suit  que,  si 
la  flèche  monte  fort  haut,  comme  dVV  vers  C,  elle  doit  employer 
beaucoup  moins  de  temps  à  monter  qu'à  descendre.  Mais,  si  elle 
monte  moins,  comme  de  B,  je  ne  doute  point  qu'elle  n'emploie 
toujours  un  peu  moins  de  temps  à  monter,  mais  la  diff<érence  ne 
sera  pas  si  grande. 

»  Je  n'ai  rien  trouvé  de  ce  que  vous  me  mandez  du  flux  et  du 


(»)  Ces l-à -dire,  suivaul  la  loi  de  (Galilée,  reconnue  ici  comme  approximative- 
ment vraie. 
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reflux,  tiré  des  écrits  de  TAnglois  (*),  qui  soit  à  mon  usage,  sinon 
qu'il  dit  que  habente  Lunâ  latitudinem  borealem,  citius  im- 
plentur  tempora  quam  habente  australem  (^).  Ce  que  j'avois 
jugé  devoir  être  vrai  il  y  a  longtemps,  mais  je  n'avois  point  su 
qu'on  en  eût  fait  aucune  expérience. 

»  Pour  la  plus  grande  force  d'une  épée,  je  ne  doute  point 
qu'elle  ne  fût  au  centre  de  gravité,  si,  en  donnant  le  coup,  on  la 
laissoit  aller  de  la  main,  et  au  contraire  qu'elle  ne  fût  tout  au  bout 
de  l'épée,  si  on  la  tenoit  parfaitement  ferme,  car  ce  bout  est  mû 
plus  vile  que  le  reste.  Mais,  pour  ce  qu'on  ne  la  tient  jamais  ex- 
trêmement ferme  et  aussi  qu'on  ne  la  laisse  pas  aller  tout  à  fait, 
cette  plus  grande  force  est  entre  le  centre  de  gravité  et  le  bout  de 
l'épée,  et  approche  plus  on  moins  de  l'un  que  de  l'autre  selon  que 
celui  qui  s'en  sert  a  la  main  plus  ou  moins  ferme. 

»  Je  ne  sais  pas  ce  que  me  demande  M.  de  Vitry-la- Ville  tou- 
chant les  grandeurs  inexplicables,  car  il  est  certain  que  toutes 
celles  qui  sont  comprises  dans  les  équations  s'expliquent  par 
quelques  signes,  puisque  l'équation  même  qui  les  contient  est  une 
façon  de  les  exprimer.  Mais,  outre  celles-là,  il  y  en  a  une  infinité 
d'autres  qui  ne  peuvent  pas  même  être  comprises  en  aucune  équa- 
tion, et,  entre  celles  qui  sont  comprises  dans  les  équations,  il  y 
en  a  qui  ne  peuvent  être  expliquées  par  les  sii;ncs  /  ou  /G  (c'est- 
à-dire  racine  quarrée  ou  racine  cubique)  hors  de  Téqualion. 
Comme  si  j'ai  un  cube  égal  à  trois  racines  plus  trois,  je  ne  saurois 
exprimer  la  valeur  de  cette  racine  par  les  signes  de  racine  quarrée 
ou  cubique,  et  toutefois  elle  n'est  pas  plus  incommensurable  que 
celles  qui  s'y  expliquent. 

»  11  y  a  10  ou  12  jours  que  le  Cicéron  pour  M.  Hardy  est  parti 
par  mer,  et  je  vous  l'ai  adressé  sans  lettre,  à  cause  que  je  n'avois 
pas  alors  loisir  d'écrire.  Vous  l'aurez  peut-être  avant  celle-ci. 

»  Je  suis 

Mon  Révérend  Père 

Votre  très  humble  et  très  obéissant 

serviteur. 
Du  2o  avril  i643.  Descartes. 


(')  llobbcs? 

(')  Lorsque  la  Lune  a  une    latilude  boréale,  le  moment  arrive  plus  tôt  que 
lorsqu'elle  a  une  latitude  australe. 
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On  remarquera  que,  par  une  inadvertance  évidente,  Descaries 
a  mal  choisi  Téquation  quMl  prend  pour  exemple  dans  sa  réponse 
à  Vitrj-la-Ville  : 

puisque  cette  équation  appartient  au  cas  réductible  et  que  sa  ra- 
cine réelle  peut  dès  lors  s'exprimer  sous  forme  algébrique.  On 
peut  supposer  qu'il  voulait  prendre  un  exemple  comme 

x^=  3a:  H- 1. 


MÉTHODE  DIRECTE  FONDÉE  SUR  L'EMPLOI  DES  SÉRIES  POUR  PROUVER 
L'EXISTENCE  DES  RACINES  DES  ÉQUATIONS  ENTIÈRES  A  UNE  INCONNUE 
PAR  LA  SIMPLE  EXÉCUTION  DE  LEUR  CALCUL  NUMÉRIQUE; 

Par  m.  Cii.  MKRAY, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon. 

1.  La  possibilité  de  trouver  au  moins  une  racine  à  toute  équa- 
tion entière,  par  suite,  de  décomposer  exactement  en  facteurs  li- 
néaires un  polynôme  entier  quelconque  à  une  seule  variable,  est 
un  principe  fondamental,  caracléristique  même,  de  l'Analyse  mo- 
derne, si  bien  qu'au  fond  la  conception  des  quantités  imaginaires, 
en  elle-même  si  étrange,  n'a  pas  d'autre  objet  que  d'en  assurer 
rexistence.  Depuis  qu'il  a  été  aperçu,  ce  princi|)e  semble  avoir 
rarement  cessé  de  préoccuper  les  géomètres,  car  les  démonstra- 
tions connues  sont  déjà  fort  nombreuses,  signées  souvent  des 
noms  les  plus  illustres,  et  quelques-unes  sont  des  monuments  de 
l'art  tantôt  le  plus  puissant  comme  la  seconde  de  celles  de  Gauss  (*), 
tantôt  le  plus  ingénieux  comme  celle  toute  récente  de  M.  Wa- 
lecki(2). 

Ces  démonstrations  sont  cependant  sujettes  à  des  critiques  va- 
riées, témoin  les  efforts  de  chaque  auteur  pour  sur|)asser  ses  de- 
vanciers  et  lui  même  quelquefois.  Toutes  en   pailiculier  (et  je 


(')  Demonstratio  nova  aitera,  etc.  (  Werke,  Bd.  TU). 

(')  Démonstration  d'un  tliéo renie  fondamental  de  la  théorie  des  équations 
algébriques  {Comptes  rendus,  l.  XCVI,  p.  773;  i883). 
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|jte  pas  celle  que  j'ai  proposée  en  1872  dans  mon  Nouveau 

d^ Analyse  infinitésimale)  ont  le  di^faut  commun  d'être 

.  ment  indirectes  et  de  laisser  dans  robscurilé  la  plus  pro- 

.juI  ce  qui  touche  au  calcul  eflTeclif  des  racines,  ce  côté  delà 

.1  aj'ant  été  jusqu'ici  entièrement  abandonné  au  hasard 

;cs  praticables  ou  bien,  en  leur  absence,  à  l'empirisme  des 

jos  numériques. 

n'est  plus  (me  semble-t-il  tout  au  moins)  celle  que  j'ai 

.  ucr  en  faisant  du  principe  en  question  un  simple  corollaire 

urîe  générale  des  fonctions  implicites,  assise  sur  les  déve- 

.  nts  en  séries  dans  mon  Ouvrage  cité  plus  haut  et  sim- 

ir  mes  dernières  recherches;  elle  a  cet  autre  avantage  de 

serrien  de  connu  sur  l'équation  binôme  qu'elle  embrasse 

i*s  autres.  Je  viens  même  d'apercevoir  que  la  convergence 

■.rs  à  employer  peut  être  établie  par  des  moyens  élémen- 

j'ite  dernière  circonstance  est  celle  qui  va  me  permettre 

=   séparément  cette  nouvelle  démonstration;  au  rang  où 

«'  parmi  les  propriétés  des  fonctions  déduites  successive- 

-elies  des  séries  entières,  elle  se  fait  en  peu  de  mots  sans 

int  elle  aucun  lemme  spécial;  ici  toutefois  je  dois  entrer 

■pies  considérations  préparatoires. 

série  entière  en  x^  y^  . , .  douée  de  rayons  de  conver- 
ti différents  de  o  est  une  fonction  qui,  à  l'intérieur  de 
mt  des  rayons  égaux  ou  mieux  moindres,  jouitde  toutes 
•  'tés  générales  d'un  polynôme  entier  en  x,  y,  ...  nim- 
pas  la  notion  de  son  défibré;  en  outre,  on  les  démontre 
■mes  moyens  exactement,  sauf  la  complication  ajoutée 
••ment  par  la  discussion  de  la  convergence  que  chaque 
opérer  avant  tout. 

priétés  en  question,  y  compris  les  principes  du  calcul 
\erse)  des  dérivées,  constituent  une  matière  des  plus 
ont  l'exposition  méthodique  se  trouverait  au  besoin 
Ouvrage  déjà  cité.  Je  les  supposerai  donc  connues; 
itérai  sommairement  certains  points  de  questions  plus 
sont  indispensables  à  nos  recherches. 

'ï^  U(x,y,  ...),  \{x,y,  ...).    ...   plusieurs  fonctions 
ï  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  \V.  (Septembre  1891.)  ii) 
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des  mêmes  variables  x^  y^  ...  représcn tables  parles  séries  entières 

admettant  les  mêmes  quantités  positives  R^,  R^,  . . .  pour  rayons 
de  convergence  et  ayant  leurs  termes  constants  tous  =  o,  puis 
y(tt,  v^  . . .)  une  fonction  de  a,  i^,  ...  représentable  aussi  par  une 
série  entière 


(2)  /(m,  p,  . . .)  =  (0,0,...)/ -h  u,o,...)/a-f.  to»»»-'/(; 


. . . , 


admettant  les  autres  quantités  positives  R»,  R,,,  ...  pour  rayons 
de  convergence. 

On  peut  évidemment  assigner  de  nouvelles  quantités  positives 
ra;-<Rx>  'V<R/î  •  •  •  telles  que,  pour  toutes  valeurs  de  x^y^  . . ., 
dont  les  modules  ne  les  surpassent  pas,  les  sommes  des  modules 
des  termes  des  séries  (i)  soient  inférieures  à  Ru,  R^,  .. .;  pour  de 
pareilles  valeurs  de  j?,  j',  ...  on  peut  donc  substituer  U(^,  j^,  ...), 
V(:r,  y^  . . .),  . . .  à  w,  i',  ...  dans  la  série  (2),  développer  tous  les 
termes  de  celle-ci  en  séries  entières  par  rapport  à  x^y^  ...,  ré- 
duire les  termes  semblables  de  ces  séries  partielles  et,  par  suite, 
faire  finalement  de  la  quantité  y[tl(:r,  y^  ...),  V(:r,  j^,  ...),  ...]  la 
somme  d'une  série  entière  en  ar,  j^,  . . . 


F(iF,  7,  . . .)  =  <M,-)F-+-  (i,o,...)F/p^_  (0,1,...) F^ 


•  > 


admettant  au  moins  />,  /'j,  . . .  pour  rayons  de  convergence. 

La  nouvelle  fonction  de  x^y^  . . .  engendrée  par  cette  opération 
est  une  fonction  composée  de  la  composante  (2)  et  des  fonctions 
simples  (»)  et  il  est  évident  que  ses  dérivées  de  tous  ordres  se 
forment  suivant  les  mêmes  lois  exactement  que  si  les  fonctions 
données  (i),  (2)  se  réduisaient  toutes  à  de  simples  polynômes 
entiers. 

4.  La  série  entière  en  w,/(/^),  étant  donnée,  nous  n'entendrons 
ici  par  intégration  de  V équation  différentielle 

du       .,    , 
(3,  y.  =/(«>■ 
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que  l'opération  consistant  à  trouver  quelque  série  entière  en  x 
sans  terme  constant  dont  la  dérivée  première  de  la  somme  V{a:) 
soit  égale  à  la  fonction  composée  /[U(:r)]  quelle  que  soit  or  dans 
les  limites  de  sa  convergence,  de  celle  aussi  de  la  série /[U( a:)]. 
En  admettant  provisoirement  l'existence  de  cette  intégrale,  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés  permet  immédiatement  de 
la  construire  sans  ambiguïté. 

La  substitution  de  U(a;)  à  a  dans  l'équation  (3),  faisant  effecti- 
vement de  ses  deux  membres  des  séries  entières  en  x  identique- 
ment égales,  changera  de  même  en  autant  d'identités  toutes  les 
équations  engendrées  par  la  différentiation  indéfinie  de  celle-ci, 
c'est-à-dire  celles  qui  composent  la  suite  illimitée 

du 


(4) 


dx 

|g=/-<..(ë)V/(«> 


En  y  faisant  j:  =  o  et  ayant  égard  aux  égalités  évidentes 

elles  deviennent 

J  i.gt.3.''U=-.r(o)[i.'»^Up-+-/(o)[i.2.(î>UJ, 
• "■ » 

et  leur  résolution  successive  fournil  les  unes  après  les  autres  les 
valeurs  des  coeflicienls  auparavant  inconnus  f*^U,  ^^'U,  ...  parce 
que,  pour  toute  valeur  de  ky  la  A''«'"<^  équation  a  pour  premier 
membre  le  produit  de  ^*^U  par  l'entier  non  nul  1.2... A-  et  pour  se- 
cond membre  un  polynôme  entier  à  coeflicienls  connus  en  f*^U, 
^^^U,  ...,  <*~*^U  seulement,  quantités  dont  les  calculs  précédents 
ont  fourni  les  valeurs. 

L'intégrale  cherchée  ne  peut  donc  être  que  la  somme  yj  {x)  de 
la  série  unuiiic  ainsi  conslruilc,  pou  nu  toutefais  que  celle-ci 
admette  un  rayon  de  consero^ence  différent  de  o.  Dans  ce  cas 
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d'ailleurs,  la  somme  en  question  est  effectivement  une  inté- 
grale; caries  égalités  (5)  expriraeni  précisément  que  sa  substi- 
tution à  u  dans  Téqualion  proposée  (3)  fait  de  ses  deux  membres 
des  séries  entières  en  x^  prenant  pour  j:  =  o  elles-mêmes  et  toutes 
leurs  dérivées  semblables  des  valeurs  numériques  indéfiniment 
égales. 

5.  La  discussion  de  cette  série  est  loin  d'élre  aussi  simple,  mais 
les  considérations  suivantes  nous  la  faciliteront  beaucoup. 

I.  Si,  dans  les  seconds  membres  des  équations  (5)  succédant 
à  la  première,  on  substitue  successivement  à  <*^U,  ^^^U,  ...  leurs 
expressions  fournies    par  les   équations    qui    les    précèdent,    on 

obtient 

i.^»'U=/(o), 

i.2.3.(3,u=/'(o)[/(o)p-h/(o)[/'(o)/(o)], 


autre  ensemble  d'équations  tout  à  fait  équivalent  à  celui  des 
équations  (5)  parce  que  des  substitutions  inverses  du  même  genre 
permettent  évidemment  de  repasser  à  celui-ci. 

Si  donc,   traitant  de  la   même  manière  les  équations  (/{),   on 
forme  celles-ci 

du       j. 

-^=r{in\f{ii)Y-^-f(u)fx{u)=Mu), 


les  équations 


(G) 


1.2^«'U   =/,(0), 


fourniront  tout  aussi  bien  les  valeurs  de  ^'^U,  ^*^U,  ^^-U, 
II.  Quel  que  soit  /,,  on  a 
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Cette  identité  étant  exacte  en  fait  pour  k  =  o,  il  suffît  de  con- 
stater qu'elle  l'est  pour  toute  valeur  de  k  si  elle  a  lieu  pour  les  va- 
leurs moindres  de  cet  indice. 

Les  seconds  membres  des  (A'-l-i)'*'"^et  (A: -1-2)''*'°'' équations  (4), 
les  expressions  générales  des  dérivées  d'ordres  A",  A -f- 1  de  la  même 
fonction  composée /(m)  de  u  traitée  comme  fonction  simple  indé- 
terminée de  JT,  sont  des  formes 

û[m,  m',  m",  . . .,  M^*^], 
et 

OÙ  12  est  une  composante  dépendant  de  la  nature  de  /{u)  et  de  la 
valeur  de  A",  entière  par  rapport  à  u',  u" ^  . . .,  u^^\  linéaire  et  ho- 
mogène par  rapport  à  /'(u),  /"{^)i  •••>  f^^\^)i  0^  ^o>  û,,  ..., 
U/t  désignent  ses  dérivées  premières  par  rapport  à  m,  z/',  . . .,  a^*^ 
et  où  cnGn  il  faut  partout  substituer 


du 
dx 

d*u 
dr*'      " 

dku 

c/*+ï 

r/.r*-^» 

a 

u\ 

u\ 

.,       u^'\ 

a^^-»■»^ 

respectivement. 

11  en  résulte 

/a(u)  =  ii[u,  f{u), /i{u),  ...,/^_,(m)], 

d'où,  comme  il  fallait  le  prouver, 

fk(.u)f{u)  =  i2o(M,/, . . .  ,/*-.!)/-+-  i2i(a,/, . .  .Jk-x)f'f  +  ' . . 

à  cause  des  hypothèses 

f(u)/(u)  =MU),        /1(U)/{U)  =/,(££),  .  ..,         A-,  (")/(")  =  A(W). 

6.  Dans  un  instant  nous  aurons  à  appliquer  cette  méthode  à  un 
cas  particulier  dont  la  solution  exige  la  connaissance  du  fait  sui- 
vant : 

En  appelant 
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des  constantes  quelconques  dont  le  moindre  module  ^  n  est  pas 
nul  et  /i|,  /la,  . . .,  i^q  autant  d^ entiers  positifs,  la  fonction 


(8) 


(bi—  a)"«(bï--a/*a...(b,,—  a/*7 


est  développable  en  une  série  entière  en  u  admettant  p  pour 
rayon  de  convergence. 

1.  On  a,  comme  on  sait, 

y-  =  1-+-    u  H-   a*  -f- . . . , 

I  —  u 


I 


I—    M 


^     =  i_H  *M  -+-  'a»  -4-..., 


=  I-+-  <«^a-+-  t^'a'-h.. . 


I  —  ^«^a 


séries  entières  en  'w,  "u^  . . .,  ^"^«  ayant  i  pour  rayon  de  conver- 
gence commun.  L'attribution  à  ces  n  variables  de  valeurs  quel- 
conques à  modules  <  i  rendant  convergentes  les  séries  formées 
par  les  modules  de  leurs  termes,  il  vient  par  leur  multiplication 

=  i-h  'a-+-'a-t-..  .-h  ^«'M-h..  .-f-  [k]  -+-..., 


(I— 'a)(i— 'a)...(i  — t"^a) 


où  [/c]  représente  généralement  la  somme  de  tous  les  monômes 
entiers  en  'w,  "u^  . . .,  ^"^w  ayant  en  commun  A'  pour  degré  total  et  i 
pour  coefficient,  monômes  dont  le  nombre  est 

Ai(/i  -4-  i). .  (n-^  k  —  \) 

I  •  !A  •  .  •  A 

et  celle  série  a  i ,  i ,  . . .,  i  pour  rayons  de  convergence. 
En  y  faisant  'u  =  "u  =  . . .  =  f"^w  =  w,  il  vient  encore 

i  n  /i(ai  -4- 1)    ^ 

=  iH —  an ^^ a* -I-  ... , 


(l  —  U)"^  I  1.2 

série  ayant  i  pour  rayon  de  convergence. 
En  supposanl  donc  b  non  =  o,  il  vient  enfin 
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série  dont  te  rayon  de  convergence  est  modb  et  que  l'on  obtiendrait 
sussi  en  ordonnant,  suivant  les  puissances  croissantes  de  u^  le  dé- 
veloppement de  (b  —  i/)""  formé  par  le  même  mécanisme  que  si 
—  n  exposant  du  binôme  (b  —  u)  était  positif. 

II.  Les  développements  de 

I  I  1 

(  bi  —  a)"»       (  bi  —  a  )«»  '  '     (  b*^  —  w)"^ 

construits  comme  ci-dessus  (I)  ayant  respectivement  ^i  =  modbi, 
P2=modb2,  ...,  P<y=modbç  pour  rayons  de  convergence,  ad- 
mettent tous  ^  au  même  titre  à  plus  forte  raison.  Il  suffit  donc  de 
former  leur  produit  pour  obtenir  la  fonction  (8)  développée  dans 
les  conditions  voulues. 

7.  En  prenant  la  dérivée  de  la  série  (9),  on  trouve 

produit  par  Texposant  n  du  développement  de  (b  —  w)~^''+*^  d'où 

^^^^  du  (b  — a)'»  ~  (b  — a)'»-*-»' 

formule  que  nous  notons  en  passant  pour  l'utiliser  bientôt. 

8.  Si,   G  désignant  une  constante  quelconque  de  module 
T  non  =  o,  on  pose,  pour  abréger, 

71  =  /It  -f-  Tlj  -h .  .  .  -h  /l^ 

et 

'^"^  ""  G(b,  —  a)«i(bj—  a)'»». .  .(b^—  a/'/ 

fonction  de  u  représentable  par  une  série  entière  en  u  ayant  ^ 
pour  rayon  de  convergence  (6),  Vintégration  de  Véquation 
différentielle 

(..)  g  =  f(«), 

opérée  comme  ci-dessus  (4),  (0)  conduit  à  une  série  entière 
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en  X  où,  en  posant 

(12)  R=-^ — , 

^*^U  coefficient  de  x^  satisfait  à  r inégalité  indéfinie 

(.3)  modl*>U<;pLj^; 

cette  série  admet  au  moins  R  pour  rayon  de  convergence  et  par 
suite,  pour  mod x  <  R,  5a  somme 

satisfait  effectivement  à  l'équation  (i  i). 
I.  Posons  d'abord 

?(^)=^  r(3-w)«  "^  r(p  — w)-i-^t«+»^' 

et  considérons  réquation  différentielle  entre  x  et  la  fonction  in- 
connue (O 

du) 

j;  =  ?(«-)• 

En  procédant  comme  au  n°  5  et  appliquant  les  formules  (7),  (10), 
on  trouvera  successivement 

,          '                     [— I-+-(Al-+-I)]f— l-|-2(/l-4-l)] 
0,(a>)=  9,  ((u)cp((u)=    î: ;^-— TT — ;-— -; -^ 


et  généralement 

[— I^-(/^  H-  !)][— l-h  •2(/l-4-l)]...[— 1  -+-(Â-  — 0(/l-M)] 

^^-»  (  ""  )  = rA(3_co)-i^^^^^^ 

Pour^^'Q  coefficient  de  o:^  dans  le  développement  de  l'intégrale, 
les  formules  (6)  donnent  ainsi 

1  •  2 ...  A' 

_  [  — i -h (/i-+-r)lf— 14-  'l'n -4-1  )]...[— i-^(^'  —  i)('î-^i')] I 
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et  ^*^û  est  une  quantité  réelle  positive  pour  laquelle  il  vient  facile- 


ment 


c'est-à-dire  l'inégalité  (i3)  pour  le  cas  particulier  qui  nous  occupe. 
Si  enfin  Ton  a  mod  Jir  <  R,  l'inégalité  précédente  donne 


.odt-.x*]<J:^(!n2^)*, 


terme  général  d'une  progression  géométrique  de  raison  .<  1 
partant  convergente. 

II.  La  comparaison  des  développements  de  f(w),  f  (w)>  cette 
dernière  fonction  mise  sous  la  forme 

I 

r( 3  —  a>)'».(?  —  a>)«.. .  .(3  —  w)'»i ' 

montre  immédiatement  que  les  coefficients  du  second  sont  des 
quantités  réelles  positives  surpassant  respectivement  les  modules 
de  ceux  semblablemcnt  placés  dans  le  premier,  et  la  même  obser- 
vation s'étend  d'elle-même  aux  développements  de  f^.i  (//),  ^k-i  (w) 
quel  que  soit  k.  On  a  donc  toujours 

modf^_i(o)<9>t_i(o), 
d'où 

mod  (*'  U  <  (*^  Û, 

conclusion  qui  entraîne  l'existence  de  notre  proposition  dans  toute 
sa  généralité. 

9.  Nous  considérerons  maintenant  un  polynôme  entier  en  u  de 
degré  effectif  m  >>  i ,  où  le  coefficient  de  u'"  se  réduit  à  i 

et  nous  supposerons  [cela  provisoirement,  car  nous  verrons  bientôt 
qu'il  en  est  toujours  ainsi  (11  in/,)]  sa  dérivée  première 

(U)  /'(")=  mM'«-»-h(m  — i)/?ia'»-*-h...-hi./?m-i, 

entièrement  décomposablc  en  facteurs  linéaires  par  la  formule 

(Il  bis)     /'(?<)  =  (— I )/«-!, /i(bi—  u)^i(bt^ii)''i..  .(bç—  u)''i. 
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où  les  quantités 

(i5)  bi,    b,,     ...,    bg, 

seules  racines  de  Téquation  numérique 

/'(«)=o, 

sont  toutes  inégales  et  où  l'on  a  forcément 

Cela  posé,  nous  démontrerons  d'abord  ce  qui  suit  : 

Si  Ui  est  une  valeur  particulière  de  u  choisie  arbitrairement, 
sauf  la  condition  essentielle  de  n'être  égale  à  aucune  des  quan- 
tités (i5)  et  si  Xi  est  la  valeur  correspondante  de  /(w),  c'est- 
à-dire  si  l^  on  a  l'égalité  numérique 

(i6)  f{ui)=xi, 

on  peut  assigner  une  série  entière  en  {x  —  Xi)  ayant  Ui  pour 
premier  terme 

mais  une  seule,  dont  la  somme,  dans  les  limites  de  sa  conver- 
gence, satisfasse  quelle  que  soit  x  à  l'équation 

(18)  f(u)=zX. 

En  appelant  S/  la  moindre  distance  du  point  Ui  aux  points 
(i3)  et  posant 

on  a 

et  cette  série  admet  au  moins  Ri  pour  rayon  de  convergence, 

l.  Supposons  d'abord  que  toutes  les  quantités  (i5)  soient 
non  =  o  et  qu'on  ait  au  contraire  z// =  Xi=z  o. 

Comme,  par  hypothèse,  jn — x  est  de  même  forme  que  la  fonction 
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f{u)  du  n°  8,  l'équation  diffërentielle 

.     .  du  _      1 

^'^^  dx-fiu) 

possède  pour  intégrale  unique  s'annulantavec  x  la  somme  lJi{x) 
d'une  série  entière  en  x  douée  de  quelque  rayon  de  convergence 

non  =  o.  Tant  que  la  substitution   de  IJi(x)  dans -777 — r  laissera 

convergente  la  s^ie  entière  en  x  résultant  de  cette  composition  de 
fonction,  on  aura  donc  identiquement 

(20)  /'[l^i(T)]Uc(x)=  ^/[Vi(x)]=i 

et,  par  suite, 

(21)  /[U/(:r)]=2:, 

à  cause  de  U|(o)=  o  et  de  l'hypothèse  /(o)=  o.  Mais  cette  der- 
nière identité  subsiste  aussi  longtemps  que  la  convergence  de 
U|(^),  parce  que  son  premier  membre  étant  un  polynôme  entier 
en  U/(j:)  a  pour  développement  une  série  entière  en  x  ayant 
même  rayon  de  convergence  que  celle-ci. 

La   réalisation,  dans  les    relations    (12)   (i3)   des   hypothèses 
actuelles  n-=  m  —  i,  G  =( —  i)'"~*/7J,  d'où  T  =  m,  donne  enfin 


pour  rayon  de  convergence  de  la  série  (17)  et  pour  limite  supé- 
rieure de  mod  ^*^U/.  Or  ces  résultats  s'accordent  avec  notre  énoncé 
dans  le  cas  particulier  où  nous  nous  trouvons,  parce  que  le 
moindre  module  ^  des  quantités  (i5)  est  précisément  la  plus  faible 
de  leurs  distances  au  point  w/=  o. 

La  somme  d'aucune  autre  série  s'annulant  avec  x  ne  peut 
d'ailleurs  vérifier  identiquement  l'équation  (18),  parce  que  l'iden- 
tité (21)  entraîne  la  précédente  (20)  équivalente  à  l'équation  diffé- 
rentielle (19)  qui  possède  une  seule  intégrale  de  cette  sorte  (4). 

IL  Quant  au  cas  général  il  se  ramène  immédiatement  au  pré- 
cédent par  l'introduction  de  nouvelles  variables  u,  x,  à  substituer 
à  Uf  X  par  les  transformations 

Il  =  Ui-^  U,  X  =  Xi-h  X. 
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En  posant /(w/-f- II)  =/(w|)  +  f(ii)  et  ayant  égard  à  Tégalilé  (i6) 
Téquation  (i8)  équivaut  à 

(22)  f(u)=X, 

OÙ  f(o)  =  o  et  Ton  a 

nu)=  ^ /("/-+- u)=/'(i./+u) 

=  ( — i)'"~*m[(b| —  M/)—  u]»! .  .  .  [{bq —  M/)—  u]«-f. 

En  appelant  ainsi  ^'  le  plus  petit  module  des  différences 
(b,  — W|),  . . . ,  (bq —  tt|)  et  appliquant  les  conclusions  du  précédent 
alinéa,  on  trouvera,  pour  satisfaire  identiquement  à  l'équation  (22)^ 
une  série  -entière  en  x 

(23)  <»JU/x-+-(»JU/x«-+-..., 

admettant  P'"*  pour  rayon  de  convergence  et  —  ('ôçpt)    pour  limite 

supérieure  de  mod^^^U/. 

L'exactitude  de  notre  énoncé  est  donc  générale,  car,  d'une  part, 
on  a  évidemment  ^'=  3|;  d'autre  part,  on  revient  de  l'équation  (22) 
à  la  proposée  (18)  par  les  transformations  inverses 

moyennant  quoi  on  obtient  la  série  cherchée  (i-)  en  ajoutant  w,  a 
ce  que  devient  la  série  (28)  par  le  changement  de  x  en  a:  —  Xi. 

10.  Sous  les  mêmes  conditions  que  ci-dessus  (9),  Inéquation 
numérique 

(24)  /('0=o 
admet  au  moins  une  racine. 

Si  quelqu'une  des  quantités 

(■^5)  /(»»i)=rti,    /(b2)=a, /(b,y)=rt,, 

se  réduit  à  o,  celle  des  quantités  (i5)  qui  porte  le  même  indice  est 
racine  de  l'équation  (2/î)  et  rexacliludc  de  notre  théorème  se 
trouve  vérifiée. 
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S'il  en  est  autrement,  nous  raisonnerons  comiTie  il  suit  : 

I.  Le  polynôme y(  a)  ne  dégénérant  pas  en  une  constante,  on 
peut  assigner  une  quantité  ;/o  telle  que 

ne  soit  égale  à  aucune  des  quantités  (25),  cas  auquel  Uq  ne  peut 
faire  partie  de  la  suite  (i5).  Ce  point  est  trop  facile  pour  que  nous 
nous  arrêtions  à  sa  démonstration. 

Si  XQ  =  Oy  Uq  est  racine  de  l'équation  (24),  notre  théorème  est 
«ncore  démontré.  Sinon  la  moindre  distance  6  des  quantités  (25), 
(26)  à  l'origine  O^  des  axes  procurant  la  notation  graphique  de  x 
n'est  pas  nulle,  et  nous  choisirons  d'abord  quelque  autre  quantité 
positive  6'  inférieure  à  la  fois  à  B  et  aux  moitiés  des  distances  mu- 
tuelles des  points  (aS),  (26),  puis,  ce  que  permet  évidemment  la 
continuité  du  polynôme  y(w)  considéré  comme  fonction  de  w,  une 
seconde  quantité  de  ce  genre  S?',  inférieure  à  la  fois  aux  distances 
de  I/o  aux  points  (i5)  ainsi  qu'aux  distances  mutuelles  de  ces  der- 
niers, jouissant  en  outre  de  cette  propriété,  que  toute  valeur  de  u 
rendant  le  module  de  la  différence  (u  —  b)  inférieur  à  &'  rend  aussi 
celui  de  la  différence  correspondante /(w)  — /(b)  =  /(")  —  û  in- 
férieur à  8'. 

Des  points  (25)  pris  pour  centres  avec  des  rayons  tous  égaux 
à  0',  nous  décrirons  dans  le  plan  O^r  les  cercles 

(k)  [ai],    [ûj],     ...,    [a^], 

-et  nous  appellerons  Sx  l'aire  illimitée  à  laquelle  ce  plan  est  réduit 
par  l'ablation  de  celles  de  ces  cercles^  Nous  appellerons  S«  Taire 
analogue  obtenue  en  retranchant  pareillement  du  plan  0„  servant 
à  la  notation  graphique  de  u  les  cercles 

(28)  [b,],    [b,],     ...,    [b^], 

qui  ont  3'  pour  rayon  commun  avec  les  points  (i5)  pour  centres. 
Delà  nature  de  ces  tracés  résultent  les  conséquences  suivantes  : 

I®  A  l'intérieur  de  l'aire  S^  et  entre  deux  quelconques  de  ses 
points  on  peut  tracer  une  ligne  brisée  à  côtés  aussi  petits  qu'on  le 
veut. 
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2**  L'aire  Sx  conlicnt  les  points  x©  et  x  =  o,  mais  aucun  de  s 
points  (25). 

i^  L'aire  S»  contient  le  point  Uq^  mais  aucun  des  points  (i 5),  et 
la  plus  courte  distance  8|  de  ceux-ci  à  tout  point  Ui  intérieur  à 
cette  aire  surpasse  2r,  quantité  positive  choisie  arbitrairement  au- 
dessous  de  3'. 

4°  Si  de  deux  quantités  ///,  Xi  qui  vérifient  numériquement  l'é- 
quation (i8)  la  seconde  Xi  est  inlérieure  à  S^,  l'autre  Ui  l'est  né- 
cessairement à  Su,  Dans  le  cas  contraire,  en  eflet,  Ui  ne  pourrait 
tomber  qu'à  Tintérieur  de  quelqu'un  des  cercles  (28)  et  par  suite 
/(//,)  =  Xi  serait  située  dans  quelqu'un  des  cercles  (  27  ),  c'est-à-dire 
à  l'extérieur  de  S^:. 

En  posant  donc 

on  a  toujours  R/;>p  à  cause  de  0/;>  3  et  la  série  (17)  admet  un 
rayon  de  convergence  supérieur  à  p  ;  si  de  plus  x  est  située  dans  S^r? 
la  somme  u  de  cette  série  tombe  forcément  dans  S«,  parce  qu'elle 
vérifie  numériquement  l'équation  (18). 

De  x  =  Xo  k  X  =  Xi=  o  et  à  l'intérieur  de  Sx,  traçons  enfin  une 
ligne  brisée 

dont  aucun  côté  ne  surpasse  p.  Il  résulte  immédiatement  de  tout 
ce  qui  précède  que  de  /  =  0  à  «  =  I  —  1,  la  série  (17)  admet  au 
moins  p  pour  rayon  de  convergence,  qu'on  peut  toujours  y  faire 
x  =  Xf^^  et  que  sa  sommation  fournit  successivement  ainsi  (eny 
adjoignant  Uq)  des  quantités 

Mo,       Ml,        ...,       M/,        ...,       M,_i,       M,, 

tombant  toutes  dans  Su  et  donnant,  de  f  =  o  à  /=  1,  les  égalités 

De  la  dernière 

/(m,)=x,  =  o, 

on  conclut  que  //,  est  précisément  cette  racine  de  l'équation  (24) 
dont  Texistence  devait  être  prouvée. 
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H.  Tout  polynôme  entier  f{u)  de  degré  effectif  m  est  dé- 
composable  en  m  facteurs  linéaires. 

I.  Le  point  en  question  est  évident  pour  m  =  i. 

IL  II  est  vrai  pour  la  valeur  actuelle  de  m  s'il  l'est  pour  la  va- 
leur m  —  I . 

En  supposant,  comme  il  est  permis  de  le  faire,  que  dans  f{u) 
le  coefficient  de  u^  se  réduit  à  i,  la  dérivée  f'{u)  est  par  hypo- 
thèse de  la  forme  (i4  bis)  parce  que  son  degré  n'est  que  m  —  i, 
et  l'équation  (24)  a  au  moins  une  racine  b  (10). 

Le  quotient 

fin)       'f(a), 

est  donc  un  polynôme  entier  et,  comme  il  n'est  que  de  degré  m  —  i , 
notre  hypothèse  fournit  pour  lui  une  formule  de  décomposition 
telle  que 

où  mi -f- /W2-f-- ••4- 'w^= 'W  —  I.  La  combinaison  de  ces  deux 
identités  donne 

ce  qu'il  fallait  prouver,  à  cause  de  1  +  /W|  -h  m2  4--  •  .4-  nig=  m, 

III.  Il  est  donc  général,  car,  étant  vrai  pour  m  =  i  (I),  il  l'est 
ensuite  successivement  pour  m  =  2,  3, (JI)* 

12.  Le  principe  que  nous  avions  en  vue  se  trouve  ainsi  dé- 
montré; en  outre,  le  calcul  des  diverses  racines  de  l'équation  (24) 
a  été  ramené  à  celui  des  racines  d'équations  de  degrés  moindres 
et  d'un  seul  enchaînement  de  séries  en  nombre  assignable  a 
prioriy  c'est-à-dire,  en  dernière  analyse,  à  un  nombre  essentielle- 
ment limité  dé  développements  en  séries;  c'est  le  but  principal 
que  je  cherchais  à  atteindre. 

Nous  pourrions  aller  plus  loin,  prouver,  par  exemple,  que  toutes 
les  racines  simples  de  C équation  (24)  peuvent  être  calculées 
directement  par  le  procédé  qui  nous  a  fait  découvrir  la  ra- 
cine M|  au  n^  10,  puis  assigner  le  nombre  de  termes  à  garder  dans 
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les  séries  (  1 7)  pour  obtenir  ces  racines  simples  avec  une  approxi- 
mation déterminée,  puis  systématiser  et  simplifier  la  résolu- 
tion de  l'équation  (24)  en  la  ramenant  à  celle  (Inéquations 
auxiliaires  sans  racines  multiples  et  dont  il  suffit  de  connaître 
approximativement  les  racines  des  équations  dérivées,  puis 
réduire  le  nombre  des  développements  à  recommencer  pour  ob- 
tenir chaque  racine,  etc.  Mais  ces  détails  sont  moins  intéressants, 
plus  arides,  et  les  longueurs  quMIs  exigent  me  sembleraient  ici 
mal  placées. 


( 
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IIERMITE.  —  Cours  rédigé  par  M.  Andoyer.  Quatrième  édition,  rovuo  et 
augmentée;  lithographie;  292  p.  in-^'**  Paris,  Ilermann,  1891. 

La  quatrième  édition  de  ce  Cours,  pour  lequel  il  est  bien  inutile 
d'exprimer  à  nouveau  une  admiration  qui  est  maintenant  univer- 
selle, a  été  enrichie  par  son  illustre  auteur  d'additions  très  impor- 
tantes. 

La  première,  qui  est  la  plus  considérable,  se  rapporte  à  la  théorie 
de  Ja  transformation  des  fonctions  elliptiques;  le  problème  est  posé 
comme  il  suit  : 

Soient 

*/©     V*  —  /:*sin*o  Jq     ^i  —  X:''sin*o 

L=f\       ''^  ,  W=f\       ^^  , 

Jq     V*  — '*sin*o  .'o     V'  —  /'*sin*«p 

déterminer  le  module  /et  la  constante  M  de  sorte  que  sn(  tï»  /)i 

cn( -rij/i  j>  dnf  |rr>/j  soient  des  fonctions  doublement  périodiques 

à  périodes  2  K,  a  i¥J . 

L'auteur  traite  d'abord  de  la  transformation  linéaire  et  les  for- 
mules 

.      .         tsnj- 

sn(ix,  A:)= »  •••> 

en  j* 

d'où  Ton  déduit  aisément 

I  I  -f-  A'*  /    I  I  -+-  A* 


sn«(  £>,/•')  3 


Vsn'j-  3      / 


lui  fournissent,  en  passant,  l'occasion  d'un  rapprochement  avec 
la  fonction  pu  de  M.  Weierstrass  et  le  moyen  d'établir  la  forme 
des  polynômes  en  k  qui  figurent  comme  coefficients  des  puis- 
sances de  X  dans  le  développement  de  la  fonction  précédente. 

Il  passe  ensuite  au  cas  où  le  degré  de  la  transformation  est  un 
nombre  impair;  les  formules  de  transformation  sont  obtenues  en 

Bull,  des  Sciences  niatliem.,  i'  série,  l.  \V.  (Octobre  1S91.)  ao 
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cberchuit  les  pôles  des  fonctions  sn f  ^ ^ /L ,  contenaes  dans  le 

paralléloçramme  des  périodes  2  K,  2 1 R',  et  en  appliquant  la  for- 
mule de  décomposition  en  éléments  simples  relative  aa^  fonctions 
doaUement  périodiques  de  seconde  espèce  :  le  cas  où  les  mulli- 

plîcaleiirs  de  sn(||,/i,  cn(^,/L   dn/^y/j    sont  précisément 

ceux  de  snx,  cnx,  dnx  est  Fobjet  d'une  étude  particulière,  et 
ridentification  des  résultats  obtenus  avec  ceux  de  Jacobi  donne 
lieu  à  des  remarques  très  intéressantes. 

Le  problème  est  ensuite  repris  dans  toute  sa  généralité  (a  pair 
ou  impair),  par  une  autre  méthode.  M.  Hermite  montre,  en  eflet, 
comment  le  problème  posé  peut  être  ramené  à  la  détermina- 
tion de  certaines  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde 
espèce,  qui  n'admettent  qu'un  pôle  dans  le  parallélogramme  des 
périodes. 

Il  applique  la  méthode  à  la  transformation  du  second  ordre,  et 
les  formules  relatives  à  ce  cas  lui  suflisent,  pour  établir,  en  ter- 
minant, le  théorème  de  M.  Picard  sur  l'impossibilité  d'une  fonction 
transcendante  entière  qui  ne  peut  devenir  égale  a  deux  constantes 
données. 

La  seconde  addition  se  rapporte  aux  dérivées  des  fonctions  ellip- 
tiques prises  par  rapport  au  module.  Le  point  de  dépari  est  dans 
remploi  des  formules 

fi  ,  ,        r'sn'x  , 

~fjsnT  =  —  kcnranx  1       ,   ,     rfr, 

9 

qui  fournissent  très  facilement  les  dérivées  par  rapport  à  A*  des 
fonctions  snx,  cnx,  dnx,  amx:  la  détermination  de  la  dérivée 
par  rapport  au  module  de  rintégrale  de  seconde  espèce 


U(x)=  f 


K       e(j-) 

se  ramène  à  la  détermination  de  Tinléi^rale 


</. 
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qui  s'obtient  encore  par  la  décomposition  en  éléments  simples;  on 
en  déduit  ensuite  les  dérivées  des  trois  fonctions  analogues 

K         U{x)' 

en  sorte  que,  dans  le  système  de  notations  de  M.  Wcierstrass,  la 

recherche  des  dérivées  des  fonctions  — ?  — 5Lîf,  /^^  _. ,    23)  par 

rapport  aux  invariants  se  trouve  effectuée  :  M.  Hermite  donne  en- 
suite l'expression  des  dérivées  par  rapport  à  /r  de  K,  K',  J,  J'  et 
obtient  finalement  Péqualion  aux  dérivées  partielles  de  M.  Wcier- 
strass. 

Enfin,  la  dernière  se  rapporte  à  l'expression  au  moyen  des 
fonctions  eulériennes  d'une  série  hypergéomélrique  dans  laquelle 
le  quatrième  élément  est  égal  à  i . 


MÉLANGES. 

NOTE  SUR  LES  MOUVEMENTS  RELATIFS  ; 
Pau  m.  a.  ASTOR. 

On  peut,  en  partant  des  équations  de  Lagrange  et  employant 
la  méthode  indiquée  par  M.  Appel),  qui  ne  lient  pas  compte  de  la 
nature  des  liaisons,  mettre  sous  la  forme  canonique  les  équations 
du  mouvement  relatif;  mais  on  n'a  pas,  par  cette  méthode,  ce 
qu'on  pourrait  appeler  l'équation  générale  des  mouvements  relatifs 
sous  la  forme  canonique.  Hour  a  bien  donné  celte  équation  dans 
son  Mémoire  publié  en  i863  dans  le  Journal  de  Liouville;  mais 
il  suppose  d'abord  les  points  libres;  de  plus,  c'est  par  le  calcul 
assez  délicat  de  raccélération  estimée  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles et  par  des  transformations  successives  assez  malaisées  à  re- 
tenir qu'il  arrive  à  la  forme  canonique  générale.  Emile  Mathieu  a 
reproduit  la  méthode  de  Bour  dans  sa  Dynamique  analytique.  11 
n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  d'avoir  une  méthode  donnant  cette 
équation  comme  simple  corollaire  de  l'équation  générale  fournie 
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par  le  principe  de  d'Alemberl  et  celui   des  vitesses  virtuelles. 
C'est  là  l'objet  de  la  présente  Note. 

Soient  OXYZ  un  système  d'axes  fixes  dans  l'espace;  O'xyz  les 
axes  auxquels  on  rapporte  le  mouvement  relatif;  XYZ,  xyz  les 
coordonnées  absolues  et  relatives  d'un  même  point  matériel  M  de 
masse  m;  u^  i>,  (v  les  composantes  de  la  vitesse  absolue  de  M  par 
rapport  aux  axes  mobiles;  Uq^  v^^  w  les  mêmes  composantes  pour 
l'origine  mobile  O';  />,  y,  r  les  composantes  de  la  rotation  instan- 
tanée par  rapport  aux  mêmes  axes;  5V  et  SU  les  expressions  de  la 
somme  des  travaux  virtuels  élémentaires  des  forces  directement 
appliquées  suivant  qu'elle  est  estimée  par  rapport  aux  axes  fixes 
ou  aux  axes  mobiles.  Nous  aurons,  d'après  des  formules  connues, 
en  désignant  par  x' ^  y' ^  d  les  dérivées  par  rapport  au  temps  de  x^ 

Iu  —  x'  -\-  Uq  -^  qz  —  ryj 
V  =  y  -h  Vo  -^  rx  — />5, 
IV  =  -s'  -+-  ivo  -h  py  —  qx. 

Ceci  posé,  l'équation  générale  du  mouvement  absolu  du  système 
peut  s'écrire,  en  adoptant  la  forme  employée  par  Mathieu, 


(^)      \ 


\  dt^         dt*         dt^  J        dt  \dt  dt  dt      J 

^V^m  Idy^       d\^       dlA\       ^,, 


Or  on  a,  d*après  la  signification  même  de  ces  quantités, 
^     ld\'^         d\^  d7J\        ^      ,    , 

2 m  l  -y-  ùX  -\-  ^  oY  -H  -J-  oZj  =  I,  m{u  (^x  -h  p  oy  -^  w  oz)y 

et,  d'autre  part,  les  différentielles  respectives  de  ces  sommes,  soit 
avec  la  caractéristiqye  o,  soit  avec  la  caractéristique  <i,  sont  aussi 
égales,  comme  on  pourrait  au  surplus  le  démontrer  en  employant 
des  formules  bien  connues;  si  l'on  suppose  donc  fait  le  change- 
ment  de  variables  qui  consiste  à  remplacer  XYZ...  par  xyz,,, ^  on 
aura  Téquation 

(  3 )      0  2  m [u^-i-  t'2 4-  il'-  )  —  -r-^  ni{ u  ox  -h  t'  8^  -+-  »'  o>5 )  =  oT  —  oU , 
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où  l'on  suppose  que 

S'il  y  a  une  fonction  des  forces  U  et  qu'on  pose  ï  —  U  =  H, 
le  second  membre  de  (3)  deviendra  oH. 

Si  l'on  se  reporte  aux  valeurs  de  u  données  par  les  formules  (i) 
et  que  l'on  pose 

ii  =  H  —  ^[mu{uo-h  q  z  —  ry)-^mv{vQ-{'rx — P'S)-hmw({VQ-^-py^qx)], 

on  voit  que  (3)  prend  la  forme 

(4)    0  I,(mux'-^  mvy-h  mwz')—  ■j-I.^muZx  -^-mv^y  -¥■  mw  oz)  =  8û. 

C'est  la  forme  canonique,  x  et  mu,  y  et  mv,  z  et  niw  formant 
les  couples  de  variables  conjuguées. 
Trois  cas  peuvent  se  présenter  : 

1^  Les  points  matériels  sont  libres;  on  a  alors  immédiatement 
les  équations  sous  la  forme  canonique 


(5) 


dx 
dt  "" 

dmu 

dt     ~ 

du 
ôx 

Ces  équations,  différentes  dans  la  forme  de  celles  qui  ont  été 
données  par  Bour,  sont  tout  aussi  commodes  dans  la  pratique; 
elles  s'y  ramènent  du  reste  en  remplaçant  u  par  //q+S?  ^  pai' 
*'o-4-T^,  w'  par  Wq^-  ÎJ; 

2°  Le  système  xyz, . .  est  soumis  à  des  liaisons,  mais  ces  liai- 
sons sont  indépendantes  du  temps. 

Réduisonsles  variables  au  nombre  minimum  et  soient  ^i,  ^2,  ..., 
qk  les  nouvelles  variables,  les  formules  qui  donnent  x,  y,  5,  . . . 
en  fonction  de  q^,  q^,  ., .  ne  contenant  pas  t  explicitement,  nous 
aurons 

,       "X^  dx     ,        v^  dx'     ,  ^         %r\  dx  ^  V^  dx'  ^ 

d'après  la  relation  bien  connue,  duc  à  Lagrangc  ;  coninte  mu  =  -r-,  > 

uX 
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mv  =  -T— ,>  niw  =  T-/'  •  •  •»  nous  voyons  immédiatement  que 


Z(niux' -h  mvy  -+-  mwz')  =  ^.Tf^'i^ 
2  (  mu  ox  ■+■  mv  ^y  -h  mw  8^  )  =  \   -r— j  S^/, 


de  sorte  que,  si  nous  faisons  le  changement  de  variables  repré- 
senté par  Téqualion 

dqi 

où  i  varie  de  i  à  A:,  et  si  nous  continuons  à  représenter  par  û  le 
second  membre  de  (4)  après  la  transformation,  cette  dernière 
devient 

(6)  82/>/yi~~2/>/8^/=8û, 

d^où  les  équations  sous  la  forme  ordinaire 

dqt  _       dû 

dt   ~~       dpi 

\    dt  dqt 

3°  Les  liaisons  dépendent  du  temps;  on  aura  alors> 

dx  _^  dx       ^  dx'    , 
Tt  ~Tt  '^  Zd'd^'i^^'"' 

quant  aux  équations  qui  donnent  ox,  8)',  ...,  elles  ne  changent 
pas,  et  le  calcul  demeure  le  même,  à  condition  de  remplacer  Q  par 

Q,  =  Q  - 2  ('«"  S  +  '"'^ %  +  ""'"%)■ 
Nous  terminerons  par  la  remarque  suivante  : 
Reprenons  Téquation  (3),  que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

•2  d         ^  j  I 

Si  le  mouvement  relatif  est  connu,  elle  fournira  des  identités 
auxquelles  satisferont  les  éléments  qui  déterminent  le  mouvement 
d'entraînement,  et  on  conçoit  qu'elles  puissent,  dans  certains  cas, 
servir  à  le  déterminer.  En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  on  peut 
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retrouver  les  équalions  d'Euler  pour  le  mouvement  d'un  solide 
qui  a  un  point  fixe.  INous  supposerons  le  corps  rapporté,  comme 
de  coutume,  aux  axes  principaux  dMnertie  relatifs  au  point  fixe. 
On  pourra  supposer  Wo,  ^o»  ^^o  ^^^^  et,  le  mouvement  relatif 
n'existant  pas,  les  coordonnées  xyz. . .  de  chaque  point  seront  des 
constantes.  En  appelant  8X,  8[x,  Sv  trois  quantités  arbitraires  indé- 
pendantes du  temps,  nous  pourrons  poser 

OJF  =  ^  OfJi  — y  ov, 

ay  =  X  ù>f  —  ^  oÀ , 

05  =^  8X  —  a?  Ofji, 
remarquons  que 

I,mxox  =  2  my  ^y  =  I,mzoz  =  o, 

I.my  oz  =  ^X'Lmy^j         I.mzoy  =  —  oXlm^s*, 

2/715  007  =  ojiS/n^*,         I,mxùz=  —  0(i2/wa7*, 

S/narq^  =  ovSma:*,         I,niyox= — ovS/??^', 
dès  lors 

2/wa  8w  =  I,m{qz  —  ry){q  Zz  —  r  Zy)  = —  qr{Zmy  Zz  ■+•  ^mz  oy)y 

ou 

2mM8a  =  — yr8X(2/w7«— Sw5*)=  — yroX(C  — B); 

de  même, 

I.niuZx  =  q  8(x2/7î5'-h  rovZniy^j 

de  sorte  que,  par  symétrie,  nous  obtenons 

i = — (G—  B)qroA  —(A  —  C)rp  ô(i  —  (B  —  k)pq  ôt», 

'L  mi^uZx  -^  V  Zy  -\-  tvoz)  =  A/?  8X  -+-  B ^  8ji -+-  Grov, 


«s^ 


comme  d'autre  part 

8U  =  8X  £(7Z  —  ^Y) -h  8|x  £(^X  —  arZ) -4- 8v  2(aTY  — 7X), 

nous  aurons,  en  égalant  les  coefficients  de  SX,  5[x,  Svdans  les  deux 
nombres,  après  avoir  changé  les  signes,  les  équations  bien  connues 

A-J-+-(G-B)^r=L, 
B^  -^(A-G)/7?  =M. 
gJ  -t  (B-A)/>^^-\. 
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et,  tout  comme  dans  la  méthode  ordinaire,  nous  les  avons  établies 
sans  nous  préoccuper  des  relations  qui  existent  entre  /?,  çr,  r  et 
les  véritables  inconnues  de  la  question,  c'est-à-dire  les  trois  angles 
d'Euler. 


LES  AUTOGRAPHES  DE  DESGARTES  A  LA  BIBLIOTHÈQUE  NATIONALE; 

Par  m.  Paul  TANNEHY. 


CINQUIEME   ARTICLE. 


VI. 

Les  pamphlets  mathématitpies  contre  Descartes. 

En  dehors  de  celles  dont  nous  avons  parlé  précédemment,  les 
lettres  inédites  de  Descartes  à  la  Bibliothèque  Nationale  ou  ne 
traitent  pas  de  sujets  mathématiques  (*)  ou  se  rapportent  à  la  dis- 
pute contre  Roberval  en  1646  et  1647. 

Avant  de  raconter  cette  dispute,  qu'il  faut  bien  distinguer  de  la 
discussion  de  i638,  touchant  la  méthode  de  maximis  et  minimis 
de  Fermât,  et  qui  seule  transforma  en  une  hostilité  déclarée  la  ri 
valité  des  deux  amis  de  Mersenne,  je  crois  opportun  de  signaler 
certaines  attaques  antérieures  dont  la  Géométrie  de  Descartes 
avait  été  l'objet  et  d'établir  qu'elles  n'ont  nullement  eu  Roberval 
pour  auteur. 


(•)  Celle  du  i3  juin  iG^i  concerne  les  objections  de  Gassendi  contre  les  Médi- 
tations. J'y  relève  toutefois  que  Sainte-Croix,  connu  par  ses  questions  numé- 
riques {Lettres  de  Descartesy  CIcrselier,  111,  7'j),  servait  de  conseil  à  Mersenne 
pour  les  relations  avec  les  sorbonistcs. 

La  lettre  non  datée  f"'  /Jo-So  du  MS.  fr.  n.  a.  Sifio  est  celle  écrite  en  latin  et 
destinée  à  être  montrée  au  Provincial  des  jésuites,  que  Descartes  joignit  à  la 
lettre  à  Mersenne  du  21  décembre  1G41  (Clerselier,  lïl,  28). 

La  lettre  du  23  novembre  i6'|G  parle  d'une  maladie  de  Clerselier,  du  Livre  de 
Hcf^ius  Fundamenta  Physiccs  cl  de  divers  détails. 
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Le  MS.  de  la  Bibliothèque  Nationale  fr.  n.  a.  5 161,  formé  avec 
les  papiers  de  Roberval  du  fonds  Lihri,  contient  trois  pièces,  qui 
sont  de  véritables  pamphlets  mathématiques  contre  Descartes. 

Libri  les  a  attribuées  au  professeur  en  la  chaire  de  Ramus  au 
Collège  de  France;  mais  cette  attribution  est  sans  valeur  ;  ce  sont 
des  copies,  à  la  vérité  probablement  faites  pour  Roberval,  mais 
dont  l'incorrection  suffirait  à  prouver  qu'elles  ne  reproduisent  pas 
un  texte  écrit  par  lui. 

Sur  ces  trois  pièces  l'une  (f"  11)  intitulée  : 

Qii'  il  est  faux  que  les  équations  qui  ne  montent  que  jusques 
auquarré  soient  toutes  comprises  en  celles  dont  le  Méthodique 
s^est  servi  en  sa  résolution  prétendue  du  lieu  ad  quatuor 
lineas. 

paraît  incomplète;  elle  est  d'ailleurs  d'un  ton   beaucoup  moins 
violent  que  les  deux  autres  qui  portent  les  titres  : 

(f*  5)  Erreurs  du  s''  Descartes  touchant  le  nombre  des  ra- 
cines de  chaque  équation.  (f°  i)  Défauts  de  quelques  règles 
du  s''  Desc,  et  que  sa  distinction  des  racines  en  réelles  et  ima- 
ginaires est  impertinente  et  ridicule. 

Ces  deux  dernières,  dont  l'une  est  la  suite  de  l'autre,  sont  in- 
<;ontestablemenl  du  même  auteur;  comme  on  y  trouve  la  désigna- 
tion «  le  Méthodique  »  pour  Descartes,  de  même  que  dans  le  titre 
de  la  première,  on  peut  croire  que  celle-ci  est  également  de  la  même 
jnain,mais  écrite  à  une  date  où  le  pamphlétaire  était  moins  animé 
contre  l'auteur  de  la  Géométrie. 

Je  A\% pamphlétaire,  parce  que  ces  trois  pièces  ont  dû  circuler 
anonymes;  que,  quoique  écrites  sous  forme^de  lettres,  elles  n'ont 
pas  eu,  plus  que  les  Provinciales,  de  destinataire  effectif;  qu'enfin 
Je  nom  de  leur  auteur  n'a  pas  été  divulgué. 

Dans  la  lettre  de  Carcavi  à  Descartes  du  24  septembre  1649 
^Lettres  de  Desc,  Clerselier,  111,  78,  p.  /\^'])^  on  lit  en  effet  : 

<(  M'ayant  [Roberval  à  Carcavi]  encore  assuré  sur  ce  sujet  (ce 
<|ue  je  ne  vous  écrirois  point  si  vous  n'aviez  intérêt  de  le  savoir) 
<|u'il  pourroit  vous  reprocher  ce  qu'un  anonyme  qui  a  fait  quelque 
petit  écrit  d'Algèbre  vous  objecte  (quelques-uns  croient  que  c'est 
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uo  Père  Jésuite),  que  dans  la  formatioo  de  tos  éqsaûoBs  vous  ne 
faites  que  redire  ce  qui  a  été  publié  dès  Taniiée  i63i  par  un 
Anglois  nommé  HarioC,  duquel  nous  n'^avons  pas  ici  pande  con- 
Doissance^  du  moins  moi,  qui  suis  etc.   » 

Ce  passade  désigne,  à  n'en  pas  douter,  le  troisième  pamphlet  ; 
mais  les  Jésuites  (Carcavi  voulait  peul-étre  parier  du  P.  Bonrdin) 
en  sont  bien  innocents.  Le  tout  doit  être  mis  snr  le  compte  de 
Jean  de  Beau^rand^  qui  a  manœuvré  d'une  façon  analc^ae  contre 
Desargues  et  qui  se  trouve  déjà  indiqué  suffisamment  par  les 
titres  cités  plus  haut. 

Le  sobriquet  de  Méthodique  répond,  en  effet,  à  odni  dn  Géo- 
ttalicien^  dont  Descartes  Tavait  affublé  dans  sa  corre^tondance 
avec  Mersenne;  les  mots  impertinente  et  ridicule  répliquent  a 
ceux  dont  Descartes  s'était  ser\'i  dans  l'examen  de  la  Géostatique 
de  Beaugrand  (  *  l 

Les  Notes  dont  j'accompagnerai  la  puUication  ci«après  des 
trois  pamphlets  constitueront  une  démonstration  complète  de 
l'attribution  que  je  propose.  Pour  le  moment,  je  me  bornerai  k 
rappeler  les  origines  de  la  discussion  entre  Beangrand  et  Des- 
cartes. 

Le  premier,  qui  mourut  a  la  fin  de  i64o,  avait  conune  mathé- 
maticien, avant  la  publîcatîoD  de  sa  Géoslatiqne.  en  i636.  une 
certaine  notoriélé  qu'il  s'était  acquise  en  donnant  sur  Yls^as^o^e 
de  \  ît*le,  en  i63i,  des  Schoiies  en  parties  recueillies  par  Scboolen 
dans  son  édilioo  de  Vièle  de  164^*-  I'  était  d'ailleurs  en  relation 
avec  les  géomètres  lef  plus  marquants,  notamment  avec 
gués  t  -  I  et  Fermai  •  -  .  dont  il  ne  sut  pas  conserver  l'amitié. 


•  Lctîrt^  dt  Itcsioarte*.  Clers^Jifr,  111.  62.  Le  t^xr  \xL\9rimt  .  ju  ri^t"  pc«te  : 
«  Lc»ol  cf^  qoç  ranticnl  c*"  Larrc  àt  G^r»>U»Uqo<'  esl  ti  peu  de  chone  »-  Ma»  Tiori- 
Çi&iiJ  I  B.  N.  il.  n.  a.  du'»:»,  f*  ?.  v  dc»iii»r  «  <^i  imf«e>TlJ»ci»U  si  îidK-»W  et  si 
in«.f»risil»lf  >.  L»aDf  la  Iftirc  «  Merse-n&f  du  t-  joilkî  itoî^  Ckrse}*»-.  IIL  6^ 
I'.  ?•:•  .  I^eSiCarie*  rtroc»m mande  dailleuis  au  Mmiioe,  <'i\  fajl  jmjiniaea" >•:« £jre»- 
nttM  dr  la  GisoUaûqut,  de  <>uppniner  lc5  mal*  tiimpartimmU  sî  ridicmJt^ 

'     11  se  br.uilU  avec  loi  a  rv»rca>it>fi  de  >a  Oec^taliçaf  cl  ratliiçiu  àaB>  ii»e 
kaire  rnijinnat-e,  dait*  do   îc-  juiLk-i  it>^:.    tjEycrct  de  /"««arr^*»,  «^  P<i»dra: 

Ceîil  a  Idj  qntr  Ft-rmal  adressa  d'aK^rd  *.e5  trnî>  in4îlicmat»ç»c*v  aT^asc 
d*  |*midre  «lircavi  ronime  >c»ii  j«r;i»rij»a]  defK»>ilairc,  l^ur  liais**  sf  rfCr\-»-iil 
fciiTE*  la  puifiicaùijfi  de  la  tWYX/oXi^ur,  mai>  il  u'y  rot  pa<  à(  rcjctrf  iJ:m:fic%e. 
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Beaugrand  avait  enfin  une  situation  officielle  considérable  (*). 
Lorsque  Mersénne  reçut,  dans  les  premiers  mois  de  lôSy,  un 
exemplaire  du  Discours  de  la  méthode  et  des  Essais,  envoyé  en 
France  avant  l'achevé  d'imprimer  et  qui  devait  être  présenté  au 
Chancelier  pour  obtenir  le  privilège,  Beaugrand  se  fit  communi- 
quer la  Dioptrique  et  la  retint  contre  toute  bienséance  (2)  {Let- 
ires  de  D.,  III,  p.  4^^^),  quoiqu'il  témoignât  ensuite  en  faire  peu 
d'état.  Plus  lard,  il  se  fit  remettre  de  l'Ouvrage  complet  un  exem- 
plaire qu'il  refusa  de  payer.  La  Géométrie  lui  parut  aisée  à  tirer 
Je  Viète  et  il  promit  de  donner  dans  une  préface  des  moyens 
pour  trouver  les  tangentes  de  toutes  les  lignes  courbes  qui  se- 
raient meilleurs  que  ceux  de  Descartes. 

Celui-ci  répondit  là-dessus  à  Mersénne  avec  vivacité  (III,  p.  4^8), 
^t  sa  Lettre,  à  laquelle  le  troisième  pamphlet  fait  des  allusions 
évidentes,  dut  être  communiquée  in  extenso  à  Beaugrand,  par 
mine  indiscrétion  dont  le  Minime  ne  fut  sans  doute  pas  direcle- 
:Mnent  responsable,  mais  qui  probablement  n'eut  lieu  que  plus 
9.ard. 

En  tout  cas,  Beaugrand  continua  à  provoquer  Descartes.  Il  lui 
:Mît  envoyer,  en  mars  i638,  un  billet  quelque  peu  arrogant  ('),  où 
il  disait  que  la  Géométrie  ne  donnait  rien  des  équations  que  Viète 
si'eût  donné  plus  doctement;  que  l'auteur  n'était  pas  excusable 
^e  n'avoir  pas  vu  Viète  (ce  que  Descartes  avait  déclaré  sur  la 
première  observation  de  Beaugrand);  qu'enfin  il  aurait  du  déve- 
lopper les  lieux  solides,  etc.  Descartes  ne  repondit  encore  qu'à 
IMersenne  (III,  69)  par  une  lettre  destinée  au  Minime  seul. 

En  juin  i638.  Descartes  prend  l'offensive  à  son  tour.  Comme 
depuis  longtemps  Mersénne  insistait  pour  avoir  son  opinion  sur 
la  Géostatique,  il  rédigea  l'examen  dont  nous  avons  parlé  plus 
Snaut  et  qui,  cette  fois,  devait  être  communiqué  dans  le  cercle  des 
^mis  de  Mersénne,  dont  Beaugrand  ne  pouvait  dès  lors  manquer 
'être  informé.  Il  fut  évidemment  blessé  au  vif. 


(*)  «  Rejji  Francise  Domui  Regnoquc  ac  acrario  sanctiori  a  consiliis  secretisque  », 
t  le  frontispice  de  la  Géostatique  ;  Poudra  le  qualifie  de  secrétaire  du  Roi. 
(»)  Ce  fut  lui  qui  l'envoya  à  Fermât. 
(»)  Descartes  fut  notamment  blessé  de  Teipression  :  Qu*U  démontre,  etc. 
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En  juillel.  Mcrsenne  informe  Descartes  que  Beaugrand  écrit 
coQtre  lui.  Le  27,  Descaries  répond  (III,  p.  872-373)  : 

«  Pour  le  GéostalîcieD,  je  vous  assure  que  je  me  soucie  fort  peu 
<i  lui  ou  5es  semblables  écrivenl  contre  moi,  car  plus  il  y  en  aura 
4UÎ  s'en  acquitteront  mal,  plus  la  vérité  paroîtra,  et  je  sais  bien 
qu'ils  ne  sauroîeot  s*en  acquitter  que  très  mal. 

•  Lor>quo  j'avois  dit  que  le  libraire  lui  devoit  envoyer  un 
M?n:eai,  jVateDdois  parler  de  mon  libraire,  à  qui  vous  m'aviez 
*ujuJê  qu'il  devoit  un  exemplaire,  qu'il  refusoit  de  payer  (*).  » 

Fado,  le   »>  août,  il  réplique  dans  une  lettre  à  Mersenne  (III, 
v'^:  •  vusin,  \  IL  p.  107;  cp.  VII,  p.  173)  à  des  objections  ano- 
•j^-ju<*  contrv  si  Gôoméirie,   objections  qu'il  juge  provenir  de 
Bvfviu^ADvi.  iV$  objections  portaient  : 

'  >«r  et*  que,  page  38i  (éd.  Hermann,  Paris  1886,  p.  63,  au 
L*»!'^  .  lV>«:jirtt'*  dit  que,  si  Ton  peut  diviser  le  premier  membre 
Tuac  evjujlion  t^îjulc  à  o  par  un  binôme  x  —  a,  où  a  est  une 
^•jajî:to  ov^wnue  ,j>ositive  ou  négative),  «  ou  bien  la  quantité 
v.vaiiu<*  kW  0;*  binôme  est  la  racine  cherchée  ou  bien  l'équation 
ji\->ç.-v  jsAr  lui  >o  rôduit  »  à  un  degré  inférieur.  La  quantité 
sVît'tuc  s^rji  toujours,  disait  le  critique,  l'une  des  valeurs  de  la 
*.Avi*tc  ou  r^*<Ue  ou  imaginaire  (-); 

:>ur  vv  vjae.  si  par  le  mot  de  racine  Descartes  entend  seule- 
:::  *:  \i  \ji".*.::"  rxelli*.  il  ne  laisse  pas  d'y  avoir  autant  à  redire, 
.:  1.  ..I-.',   vjv.    !  jirri>o  Sv»u\ont  qu'après  la  réduction  il  n'y  a  plus 


■  *, 


I  i  ,1  *.  V  . 


»     >.;î  xV  vru'  »A  rôi:lo  donnée  procède  à  tâtons; 

>.:;  vv  vj«o  ooMo  règle,  donnée  pour  les  équations  cubiques, 
.  x:  ,v    X  ^v  ;u*ru!o,à  cause  que,  pour  l'appliquer  aux  équations  de 
.  ••    ,:,  sj,ïjrtv»  il  los  faut  réduire  aux  cubiques,  et  qu'elle  ne 
X     ^  ^o   •;  iv^ur  coîlos  qui  montent  à  plus  de  dimensions. 

l\  X.  i,..'x   ^ol^Mu^il   à   ces  chicanes   d'une  façon  relativement 


-  X  x^>L);  o:;Vf'K>\c5  non  dans  le  sens  de  Descartes,  mais  dans  celui 
.    ■•  ^.;  vu*:  î^'  irv^isièmo  pamphlet,  c'cst-à-dirc:  positive  ou  ncga- 
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<:ivile  et  en  termes  qui  pouvaient  être  communiques  à  Beaugrand. 
Là  se  bornent  les  indications  que  donne  sa  correspondance  sur 
^ette  polémique,  et  il  ne  semble  jamais  avoir  eu  connaissance  des 
jpamphlets  qui  nous  ont  été  conservés  dans  les  papiers  de  Roberval. 
-A  vrai  dire,  ces  pamphlets  n*ont  aucune  valeur  au  point  de  vue 
jxnathématique  et,  si  Mersenne  les  connut,  il  put  très  bien  négliger 
<Je  les  adresser  à  Descartes. 

L'historique  qui  précède  a  cependant  son  importance;  il  excuse 
^n  partie  la  vivacité  apportée  par  Descartes  dans  sa  polémique 
<de  i638  contre  Fermât  et  Roberval  et  la  singulière  méfiance  dont 
ml  témoigne  à  leur  endroit.  Sans  doute  il  s'adressait  mal,  en  sup- 
posant de  la  jalousie  et  de  la  mauvaise  foi  chez  des  adversaires  qui 
possédaient  l'un  et  l'autre  toute  la  dignité  que  pouvait  leur  in- 
spirer la  conscience  de  leur  propre  valeur.  Mais  Descartes  connais- 
sait les  mœurs  de  son  temps  et  derrière  les  agissements  apparents 
«d'un   Beaugrand,   par  exemple,   il  soupçonnait  la  bassesse  de  la 
«Tiédiocrité  envieuse.  Ne  l'estimant  pas  assez  pour  se  mesurer  avec 
M  ui,  saisissant  au  contraire  la  première  occasion  de  lutter  contre 
«lies  adversaires  de  son  rang,  il  eut  le  tort  de  se  comporter  vis- 
•â-vis  d'eux  comme  il  aurait  pu  le  faire  en  toute  justice  envers  le 
J3remier. 

Les  pamphlets  que  nous  allons  reproduire  maintenant  présen- 
ce ent  au  reste,  malgré  leur  insignifiance  scientifique,  un  intérêt  his- 
•-orique  assez  sérieux  pour  que  je  croie  devoir  les  donner  in  ex- 
^enso.  Leur  date  ne  peut  être  exactement  fixée;  mais  ils  sont 
f3resque  certainement  de  i638  el  j'estime  que  le  premier  est  anté- 
îeur  à  juin  (c'est-à-dire  à  l'examen  de  la  Géostatique),  que  les 
litres  sont  au  contraire  postérieurs. 

VII. 

Le  premier  factum  anonyme  contre  la  Géométrie  de  Descartes. 

((  Monsieur, 

»  Encore  que  vous  soyez  ami  de  M.  Desc,  je  crois  que  vous 

-1^  serez  assez  de  la  vérité  pour  confesser  que  ce  qu'il  a  dit  de 

I3  composition   des    lieux  solides  est   imparfait   et   défectueux, 

(Puisque  vous  avouez  que  celui  dont  vous  désirez  une  résolution 
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ne  la  peut  recevoir  par  le  moyen  des  équations  dont  il  fait  men- 
tion en  la  résolution  quMl  prétend  donner  du  lieu  des  anciens  ma- 
thématiciens ad  quatuor  lineas  (*).  Sans  doute  il  n'aura  pas  fait 
en  cet  endroit  les  dénombrements  ni  les  revues  générales  (*)  qui 
font  la  quatrième  partie  de  son  illustre  Méthode,  bien  que  ce 
grand  et  clairvoyant  esprit  nous  proteste  d'avoir  achevé  et  mis  la 
dernière  main  à  tout  ce  que  les  autres  avoient  entrepris  et  com- 
mencé sur  ce  sujet. 

ii  Au  reste,  dit-il,  p.  334  {^)^à  cause  que  les  équations  qui  ne 
montent  que  jusques  au  quarré  sont  toutes  comprises  en  ce 
que  je  viens  d^expliquer,  non  seulement  le  j)roblème  des  an- 
ciens en  trois  et  quatre  lignes  est  ici  entièrement  achevé,  mais 
tout  ce  qui  appartient  à  ce  qu'ils  nommoient  la  composition  des 
lieux  solides  et  par  conséquent  aussi,  etc.  Néanmoins  vous  sou- 
tenez que  si,  en  recherchant  la  manière  de  construire  un  lieu  solide 
par  le  moyen  de  TAlgèbre,  on  rencontre  une  équation  de  même 
forme  que  celle-ci  (^)  : 

ae  4-  ce  égal  à  ba  -^  x, 

cette  équation  n'est  point  comprise  en  aucunes  de  celles  qu'il  s*esl 
donné  la  peine  d'expliquer. 

»  Considérez  les  lignes  droites  AC,  FD  {/ig*  5),  données  de 
position  et  de  grandeur,  le  point  B  pris  à  volonté  en  la  ligne 
droite  FD  prolongée  indéfiniment,  et  la  ligne  BI  parallèle  à  CA. 

»  Je  dis  :  si  le  rectangle  FB,  Bl,  moins  le  rectangle  DB,  AC, 
est  égal  à  l'espace  x  donné,  le  point  I  sera  dans  une  hyperbole  que 
vous  dessinez  en  cette  sorte. 


(')  Cette  critique  se  rapporte  à  celle  faite  par  Bcaugrand  en  mars  i6o8  dans 
son  billet  pour  Descartes. 

(')  Allusion  à  un  passage  célèbre  du  Discours  de  la  Méthode. 

(')  Géométrie  de  Descartes,  éd.  Hcrmann,  p.  28. 

(*)  A  la  différence  de  Descartes,  qui,  le  premier,  adopta  pour  les  inconnues  les 
dernières  lettres  de  Talphabct,  l'anonyme  les  désigne  par  les  voyelles,  selon  l'usage 
de  Victe.  L'omission  qu'il  signale  dans  la  Géométrie  cxislc  d'ailleurs  réellenienl. 
Descaries  ayant  discuté  l'équation  coniplélc  du  second  degré  sous  la  forme  à 
laquelle  amène  le  problème  du  lieu  à  quatre  droites:  mais  la  critique  porle  à 
faux,  vu  l'arbitraire  que  laisse  Descartes  dans  le  choix  des  axes. 
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»  Prenez  le  point  B  où  vous  voudrez  en  la  droite  FD  prolongée 
indéfiniment,  et  tracez  BI  parallèle  à  AC  et  de  telle  grandeur  que 
le  rectangle  FB.  BI  soit  égal  à  l'espace  x  plus  le  rectangle  AC,  DB  ; 
de  laquelle  BI  vous  couperez  BS  égal  à  AC  et  tirerez  par  les 
points  S,  F  les  deux  droites  FXN,  SX,  celle-ci  parallèle  à  FD  et 

Fig.  5. 


^;elle-là  parallèle  à  BI.  Et  puis,  au  dedans  des  asymptotes  XN,  XS, 
'^rous  décrirez  une  hyperbole  par  la  quatrième  prop.  II  d'Apollo- 
:kiîus,  si  vous  en  désirez  connoître  le  côté  droit  et  le  côté  traversant, 
ou  bien  en  tirant  la  droite  EG  parallèle  à  AC  et  faisant  le  rectangle 
^XE.EG  égal  au  rectangle  XS.SI;  car  le  point  G  sera  un  des 
joints  deThyperbole  décrite  alentour  des  asymptotes  XN,  SX,  et 
cqui  passe  par  le  point  I,  et  tous  les  autres  points  de  cette  ligne  se 
trouveront  en  observant  le  même  ordre,  ce  qui  est  une  manière 
^lussi  courte  pour  tracer  tant  de  points  de  l'hyperbole  qu'on  vou- 
<Jra,  qu^aucune  de  celles  qui  ont  été  recueillies  par  le  Père  Cava- 
lieri  (*),  M.  Mydorge  (-)  ou  les  autres  qui  ont  écrit  sur  ce  sujet. 
»  Au  reste,  je  ne  m'arrête  point  à  distinguer  les  diflerents  cas 
<dles  diverses  solutions,  ni  à  la  démonstration  de  ce  que  j'ai  dit  ci- 
<3essus,  pource  que  le  tout  se  déduit  facilement  de  la  douzième 
^rop.  11  d'Apollonius.  Après  tout,  il  est  évident  qu'en  cher- 
ohaot  ce  lieu  par  l'Algèbre,  on  trouvera  une  équation  de  même 
forme  que  la  vôtre,  car,  puisque  les  droites  AC,  FD  sont  données, 
siommons  l'une  b  et  l'autre  c,  et  les  grandeurs  DB^  BI  étant  vagues 
^t  indéterminées,  appelons  celle-ci  e  et  celle-là  a.  Le  rectangle  FB, 


(')  Lo  Specchio  ustorio  ovvero  trattato  délie  sectione  coniche.  Bologna,  i63n. 
(')  Claudii  Mydorgii  patricii  parisini...   Conicorum  operis...  liber  primus 
ft  tecundus,  Paris,  i(>3i. 
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BI  sera  ac  -f-  ce:  le  rectangle  DB.AC,  6a,  et  par  conséquent 

ae  -h  ce  sera  égal  à  ^a  -*-  ar.  » 

Le  texte  du  manuscrit  s^arréte  là;  mais,  quoique  la  questioi 
traitée  ne  réclame  aucun  autre  développement,  il  est  difficile  de- 
croire  que  Técrit  se  bornât  à  celte  maigre  remarque  sur  une  lacune 
de  la  Géométrie  évidemment  voulue  de  la  part  de  Descartes. 

Il  était  facile  de  multiplier  des  observations  de  ce  genre;  l'Ou- 
vrage les  appelait  de  lui-même  et  c^est  ainsi  que  Florimond  de 
Beaune  fit  ses  Notes.  Il  ne  pouvait  y  avoir  dans  ce  factum  de  réelle- 
ment déplaisant  pour  Descartes,  que  le  ton  ironique  du  début. 
Nous  verrons  dans  les  écrits  suivants  une  tout  autre  vivacité, 
tandis  que  Pargumentation  est,  au  contraire,  beaucoup  moins 
sérieuse. 

VIII. 

Second  factum  anonyme  contre  la  Géométrie  de  Descartes. 

Cher  ami, 

Veux-tu  que  je  te  fasse  voir  un  échantillon  des  faussetés  et  des 
erreurs  que  je  t'ai  dit  avoir  remarquées  en  la  Géométrie  de  ce 
nouveau  Méthodique,  qui  se  vante  de  cinq  ou  six  batailles  aux- 
quelles il  a  eu  l'heur  de  son  côté  [remporté  la  victoire]  et  qu'il 
ne  lui  en  reste  plus  que  deux  ou  trois  semblables  pour  arriver  au 
but  de  ses  desseins,  c'est-à-dire  à  une  entière  et  parfaite  connois- 
sance  de  toutes  choses. 

A  n'en  point  mentir,  j'ai  de  la  peine  à  croire  qu'il  soit  ni  si 
grand  capitaine,  ni  si  lieurcux  qu'il  nous  le  veut  persuader,  et  j'ai 
sujet  de  penser  que,  s'il  a  surmonté  quelques  difficultés,  il  n'en  a 
pas  tant  d'obligation  à  la  force  de  son  esprit  ni  à  l'excellence  de 
sa  méthode  qu'à  la  foiblesse  des  objets  sur  lesquels  il  s'est  exercé. 
Tu  sais  bien  que  l'un  des  plus  grands  secrets  de  cette  science  que 
l'on  nomme  ordinairement  yi/^è6/*<?  dépend  de  la  connoissance  des 
équations,  de  leurs  propriétés  et  de  leurs  différents  symptômes, 
et  à  les  savoir  adroitement  métamorphoser  les  uns  aux  autres; 
en  quoi  toutefois  il  a  si  peu  réussi  qu'au  contraire  tout  le  discours 
qu'il  en  a  fait  est  rempli  de  larcins,  de  manquements  ou  d'erreurs. 
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Sachez  donc  ('),  prononce  ina^^istralemenl  ce  pItilosopJnts 
miles  dans  le  commencement  de  ce  discours  (pag;o  .^72),  qucn 
chaque  équation,  autant  que  la  quantité  inconnue  a  de  di- 
mensions, autant  peut-il  y  avoir  de  diverses  racines,  c^ est- 
à-dire  de  valeurs  de  cette  quantité.  Et  moi  je  veux  lui  apprendre 
qu'il  y  a  beaucoup  d'équations  où  il  est  impossible  que  la  quantité 
inconnue  ait  autant  de  valeurs  qu'elle  a  de  dimensions.  Mais, 
pour  ne  faillir  point  comme  lui,  qui  a  oublié  la  raison  de  ce  qu'il 
a  témérairement  avancé  et  de  nous  dire  sur  quoi  il  s'est  fondé 
pour  rendre  sa  proposition  générale,  laquelle  reçoit  plusieurs 
exceptions,  je  veux  démontrer  la  mienne,  qui  lui  est  diamétrale- 
ment opposée  et  qui  ne  peut  être  vraie  si  la  sienne  n'est  fausse. 

Soit 


V— AAH  é-a!  à  X. 


Il  est  certain  que  la  quantité  inconnue  de  cette  équation  a  tou- 
jours une  valeur  positive  (2),  laquelle  je  veux  nommer  -\-  B,  et  je 
soutiens  qu'elle  ne  peut  avoir  aucune  autre  valeur  soit  positive, 
ou  même  négative. 

Accordons  que  -f-  D  soit,  si  faire  se  peut,  une  autre  valeur  po- 
sitive de  cette  équation;  de  là  il  s'ensuit  que  B'" —  BBH  est  égal 
à  X,  et  que  D'" — DDH  est  aussi  égal  à  X  et,  par  consé(|uent, 
B'^— BBH  égal  à  D'''—  DDII,  puis,  en  transposant,  B'^'— D"'  égal 
à  BBH  —  DDH.  Et,  divisant  tout  de  part  et  d'autre  par  B  —  D,  vous 
trouverez  que  BB  -h  BD  -f-  DD  est  égal  à  BH  -h  DH  et,  en  trans- 
posant, DD  sera  égal  à  DH  —  DB  -f-  BH  —  BB.  Or  est-il  que  DD 
étant  une  quantité  positive,  il  faut  nécessairement  que  la  quantité  H 
soit  plus  grande  que  la  quantité  B,  pource  qu'autrement  tant  l'une 
que  l'autre  partie  de  la  dernière  équation  seroit  moindre  que  rien. 
D'ailleurs,  B'" —  B''H  étant  égal  à  X,  il  s'ensuit  que  la  quantité  H 


(')  Géométrie  de  DescarteSy  édition  Hcrmann,  page  55,  au  bas. 

(')  Ce  texte  est  le  plus  ancien  connu  acluellcmcnt  où  les  termes  de  racines  posi- 
tive et  négative  soient  employés  au  sens  actuel;  dans  le  traité  posthume  de  Ho- 
lierval,  de  JRecognilione  œquationumy  la  nomenclature  est  difTcrcnte  :  la  radix 
y?o«i7iVa  correspond  à  la  racine  réelle,  qui  est  en  valeur  absolue,  soit  supra  nihi- 
ium,  soit  infra  nihilum;  elle  sera  donc  affirmativa  (positive)  ou  negaiiva.  Ces 
deux  derniers  termes  dérivent  àcs  af/irmata  ^l  negata  de  Viète.  Descartes  disait 
vraie  ou  fausse. 

Butl.  de»  Sciences  mat  hem.,  2'  série,  t.  XV.  (Octobre  i«S|>i.)  21 
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est  moindre  que  la  (|uanlitéBct,  par  conséquent,  si  nous  avouons 
que  la  quanlilé  inconnue  de  cette  équation  A'" —  A''H  —  X  peut 
avoir  deux  valeurs  positives,  il  faut  aussi  accorder  cette  autre 
absurdité  qu'une  même  quantité  peut  ôlre  tout  ensemble  et  plus 
grande  et  plus  petite  qu'une  autre  quantité.  Mais  je  suis  assuré 
qu'il  n'y  a  personne  qui  ne  juge  plus  raisonnable  de  conclure 
qu'il  est  Impossible  que  la  quantité  inconnue  de  l'équation  dont 
il  s'agit  ait  plus  d'une  valeur  positive. 

Il  est  évident  aussi  qu'elle  ne  peut  avoir  aucune  valeur  néga- 
tive; car,  si  cette  quantité  inconnue  éloit  égale  à  — D,  il  s'ensui- 
vroit  que  —  D'" —  D"H  seroit  égal  à  -|-  X,  ce  qui  ne  se  peut. 

D'où  il  est  tout  clair  qu'en  l'équation  proposée  la  quantité 
inconnue  a  moins  de  valeurs  qu'elle  n*ade  dimensions.  Qui  est  ce 
qu'il  falloit  démontrer. 

11  me  seroit  aussi  facile  de  prouver  qu'en  cette  autre  équation 

X'"-\-  AX  cj-al  à  S, 

la  quantité  inconnue  n'a  qu'une  seule  valeur  positive  et  qu'elle 
n'en  peut  avoir  aucune  autre,  soit  positive,  soit  négative.  Car,  sa 
valeur  positive  étant  -+-  B,  si  l'on  veut  soutenir  qu'elle  a  encore 
une  autre  valeur  positive  comme  seroit  -f- D,  on  est  contraint 
d'avouer  que  B'''-hXB  est  égal  à  D'''-hXD  et,  transposant,  que 
B'" —  D'"  est  égal  à  -+-  XD  —  XB,  et  puis,  divisant  l'une  et  l'autre 
partie  de  cette  équation  par  B  —  D,  vous  trouverez  qu'il  s'ensuit 
de  cette  hypothèse  que  BB -h  BD -|- 1)D  est  égal  à  — X,  ce  qui 
est  absurde,  et  par  conséquent,  si  H-  B  est  la  valeur  d'A,  il  est 
certain  que  -h  D,  c'est-à-dire  aucune  autre  valeur  positive,  ne  la 
sauroit  être. 

De  même,  si  on  suppose  que  —  D  soit  la  valeur  de  la  quantité 
inconnue  de  cette  équation,  —  D"' —  XD  sera  égal  à  -+-  S,  ce  qui 
est  une  autre  absurdité  aussi  grande  que  la  précédente.  Et,  par 
conséquent,  il  est  évident  qu'en  cette  seconde  équation,  aussi 
bien  qu'en  la  première,  la  quantité  inconnue  a  moins  de  valeurs 
que  de  dimensions. 

Je  pourrois  alléguer  cent  autres  équations  semblables,  mais, 
pour  ne  rien  faire  d'inutile,  puisqu'une  seule  instance  suffit  pour 
détruire  l'universalité  d'une  proposition  et  même  la  proposition 
tout  entière,  il  sera  plus  à  propos  que,  par  un  nouveau  raisonne- 
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inenl,  je  fasse  connaître  qu'il  répugne  à  la  nature  des  deux  précé- 
dentes que  leur  quantité  inconnue  ait  plus  d'une  valeur,  bien 
qu^elle  ait  trois  dimensions. 

Il  est  aisé  de  concevoir  qu'une  équation  cubique  est  souvent  Je 
produit  d^une  équation  quarrée  multipliée  par  une  équation  du 
premier  degré,  et  qu'alors,  en  celles  qui  n'ont  pas  de  troisième 
terme,  il  faut  que  la  quantité  connue  du  second  terme  de  l'équa- 
tion quarrée,  multipliée  par  la  quantité  connue  de  l'équation  du 
premier  degré,  soit  égale  à  la  quantité  connue  de  l'équation 
quarrée.  Ce  qui  ne  peut  arriver  qu'en  l'une  des  quatre  manières 
suivantes  : 


aa  — 


sa 
a 


(I). 
-hsb 


«•'  — 


saa 
baa 


sba 
sba 


a 


m 


saa 
baa 


Équation  quarrée 
Équation  du  premier  déparé 


sbb 


o     -^-sbb     produit 


(2). 


aa 

—  sa  — 

sb 

a    — 

b 

a"' 

—  saa  — 

sba 

—  baa  -h 

sba 

-^sbi 

a"' 

—  saa 

—  baa 

0 

-hsbi 

a 


sa 
a 


(3). 


—  sb 


a 


saa 
baa 


sba 

sba  —  sbb 


a 


sa 
ba' 


—  sb' 


(i). 


a" 

-f- 

sa 
a 

-h  sb 
—  b 

'M 

a 

1 

saa  H-  sba 

— 

baa 

—  sba- 

-sbb 

a'" 

1 

sa" 
ba' 

0    ■ 

-sb" 

Or,  cette  équation,  \"' — AAH  —  X,  ne  peut  être  de  même 
forme  que  le  premier  ni  le  second  produit,  à  cause  qu'en  l'un  et 
en  l'autre  le  troisit'me  terme  est  marqué  par  le  signe  4-  et,  en 
cette  équation,  il  est  marqué  par  le  signe  — .  Elle  ne  peut  être 
aussi  de  même  forme  que  le  troisième  produit,  pource  que  le 
second  terme  est  nécessairement  marqué  par  -f-  et,  en  cette  équa- 
tion, il  est  marqué  par  — .  Et  elle  ne  pourroit  être  non  plus  de 
même  forme  que  le  quatrième  produit,  si  ce  n'est  que  l'on  sup- 
})Osc  (jucla  quanlilc  H  soil  j)lus  grande  (|ue  la  quantité  S,  afin  que 
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|)ar  ce  moyen  il  y  ait  au  second  terme  de  ce  produit  une  qiiantil<> 
marquée  par  — . 

Or,  si  B  surpasse  S,  on  m'accordera  que  BS  surpasse  aussi  SS 
cl  à  plus  forte  raison  |SS,  auquel  rencontre  il  est  impossible  de 
trouver  deux  équations  du  premier  degré  par  la  multiplication 
desquelles  on  puisse  produire  AA -h  SA  4- SB,  d'autant  que, 
lorsque  deux  équations  du  premier  degré  se  multiplient,  la  quan- 
tité connue  de  leur  produit  n'est  jamais  plus  grande  que  le  quarré 
de  la  moitié  de  la  partie  connue  du  second  terme,  mais  toujours 
moindre  ou  égale,  ainsi  qu'il  se  prouve  facilement  par  la  5*prop.  Il 
d'Euclide  et  savent  tous  ceux  qui  ont  appris  de  Clavius,  Nonius 
ou  les  premiers  Éléments  de  TAIgùbre. 

D'où  on  voit  manifestement  qu'il  est  impossible  que  cette 
équation,  A'" — AAH  —  X,  ait  plus  d'une  seule  valeur,  attendu 
que,  si  on  la  divise  parla  quantité  inconnue  moins  sa  valeur  po- 
sitive, le  quotient  est  une  équation  quarrée  en  laquelle  la  quantité 
connue  surpasse  le  quarré  de  la  moitié  de  la  partie  connue  du 
second  terme. 

Prouvons  la  même  chose  de  cette  autre  équation,  A"'-f-XA  —  S. 
Pour  la  produire  par  la  multiplication  d'une  équation  du  premier 
degré  et  d'une  équation  quarrée,  il  faut  que  la  quantité  connue 
du  second  terme  de  l'équation  quarrée  soit  égale  à  la  quantité 
connue  de  l'équation  du  premier  degré,  et  que  le  second  terme  de 
l'équation  quarrée  soit  marqué  par  -f-,  si  la  (juantité  connue  de 
l'équation  du  premier  degré  est  mar([iH'c  par  — ,  et  au  contraire. 
Ce  (|ui  ne  se  peut  Caire  qu'en  ces  quatre  façons  difiRirentes  (*). 

L'on  voit  clairement  que  celle  seconde  équation  cubique  ne 
peut  en  façon  quelconque  élre  de  même  forme  que  le  premier,  le 
second  ni  le  troisième  produit,  et  (jii'clle  ne  sait  être  non  plus  de 
même  forme  que  le  quatrième  sans  (jue  x  surpasse  le  quarré  de  5, 
auquel  cas  x  sera,  à  plus  forle  raison,  j)lus  grande  que  \ss  et  il 
est  impossible  de  trouver  deux  équations  du  premier  degré  par  la 
multiplication  dcs(]uelles  on  puisse  produire  aa-\-  sa-\-  x^  pour 
la  même  raison  qu(î  j'ai  ci-dessus  loucliée. 


(' )  Le  texte  donne  ici  sons  la  nicnie  forme  que  pour  les  produits  prëcédcnis 

1  "   {iV-    sa  —  ,r){(i  —  s);   2"  (a'  ■■-  s(i  --r  Jc)in  -.-  .v  )  :    .>  (  a'  -  sa  —  w  }(  a  ~-  s  ) 
'i"  { a' -1-  .va  —  x){a  -  s )  —  a'- -\-  ( .r  -    *•  ) a  —  ^\v. 
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D'où  il  est  ëvidenl  qu'en  celle  équation,  A'"-f-XA  —  S,  aussi 
bien  qu'en  la  précédente,  la  quantité  inconnue  ne  peut  avoir 
qu'une  seule  valeur. 

Si  Ton  prend  en  nombres  quelques  équations  de  même  forme 
que  les  deux  précédentes,  comme  celles-ci  : 

A"'—  3i  A"— 12168, 
A'" -H  C4\  -  2496, 
A"'-h729A  -18954, 

la  racine  de  la  première  est  Sg,  de  la  seconde  12  et  de  la  troi- 
sième 18,  et  on  ne  sauroit  donner  aucune  autre  racine  de  ces 
équations. 

Peut-être  que  le  sieur  Descartes,  pour  éluder  ces  preuves,  se 
voudra  servir  de  la  distinction  qu'il  fait  des  racines  d'une  équation 
en  réelles  ou  imaginaires  (*),  mais  je  te  montrerai,  quand  il  te 
plaira,  qu'en  cette  distinction  il  n'y  a  aucune  réalité,  qu'elle  n'a 
de  fondement  que  dans  le  caprice  de  son  auteur,  qu'elle  est  du 
tout  ridicule  et  impertinente  (2). 

Au  reste,  avant  que  de  te  quitter,  je  te  veux  encore  dire  un 
mot  des  manquements  de  la  règle  que  donne  notre  Méthodique 
pour  connaître  combien  en  chaque  équation  il  y  a  de  racines 
positives  et  combien  de  négatives.  Car  d'autant  qu'en  cette  équa- 
tion (*)  (p.  373) 

a*" —  jfl'" — lija"  -^\o6(i  —  120, 

il  j  a  trois  changements  de  signes  et  que  deux  signes  semblables 
s'entresuivent  une  seule  fois,  il  conclut  qu'il  y  a  trois  vraies  racines 
et  une  fausse  seulement;  ce  qui  n'est  pas  universellement  véritable, 
y  ayant  beaucoup  d'équations  où  il  ne  peut  y  avoir  autant  de  vraies 
racines  qu'il  y  a  de  changements  de  signes,  comme  celle-ci 

AAA  —  DAA  H-  BBA  —  DBB, 
où  il  y  a  trois  changements  de  signes,  bien  qu'il  n'y  ait  que  une 


(')  Géométrie,  éd.  Hcrmann,  p.  (»3. 

(')  Expressions  ciiipioyccs  par  Desoarlcs  dans  sa  criliquc  de  la  Gcoslaii<iiiC 
de  Ueaugrand  (Clersclicr,  lit,  p.  .^7.^). 
(^)  Voir  Gcornélric,  cd.  Ilcrniaini,  p.  T);. 
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seule  racine  positive,  à  savoir  -f-  D,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  vérifier. 
Et  il  y  a  aussi  des  équations  où  il  peut  y  avoir  plus  de  fausses 
racines  qu'il  n'y  a  de  fois  deux  signes  -h  ou  deux  signes  —  qui 
s'entresuivent,  comme  en  celies-ci  : 

AAA  o  —SA    -4-X, 

AAA     —  BAA         o        -4-X, 

où  il  peut  y  avoir  une  fausse  racine,  bien  qu'il  n'y  ait  point  deux 
signes  semblables  de  suite,  car  pour  le  second  terme,  qui  est  nul 
en  la  première,  et  le  troisième  qui  est  nul  en  la  seconde,  il  n'y  a 
aucune  raison  de  dire  qu'ils  soient  plutôt  marqués  d'un  signe  que 
de  l'autre  (*). 

Si  B  est  I,  S  1 3,  X  12,  vous  aurez  en  nombres  ces  deux  équa- 
tions 

AAA         o         — i3A     -h  iv», 

AAA    — I  AA         o        -h  12, 

en  chacune  desquelles  il  y  a  une  fausse  racine  qui  est  —  i  en  la 
première  et  —  a  en  la  seconde. 

De  même,  en  ces  deux  autres  équations 

AAA     -4- BAA         o         —X, 
A\\  o  —SA     -X, 

il  peut  y  avoir  deux  fausses  racines,  et  néanmoins  il  n'y  a  deux 
signes  semblables  de  suite  qu'une  seule  fois  en  chacune. 

J'abuserois  dr  ta  patience,  si  je  m  arrètois  à  particulariser  da- 
vantage les  autres  défauts  de  cotte  rrgle  et  à  le  montrer  comme 
elle  contredit  à  la  |)récédenle. 

Si  cet  entretien  t'est  agréable,  je  le  puis  assurer  qu'il  ne  finira 
pas  de  longtemps,  et  (|ue  j'ai  une  ample  matière  de  contribuer  à 
tes  passetemps.  Adieu. 

Je  suis,  cher  ami,  etc. 


(')  L'application  de  la  règle  de  Desrarlcs  dans  le  cas  où  un  Icrnie  manque  el 
son  emploi  pour  la  déteruiinalion,  dans  ce  cas,  du  nombre  des  racines  imaginaires, 
n'ont  été  expliqués  que  dans   les  commentaires  de  Schoolen  sur  la   Geontclrie. 
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16  M. 
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1 
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Engelmann. 
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des  islândischcn  Spathes  dargclcgt  sind.  Vor  Cli.  Iluyghens  (1678).  Ilerausge- 
geben von  E.  Lominel.  ii3  S.  m.  Texlfig.  Geb.  2  M.  l\o  Pf. 

Laplace.  —  Œuvres  complètes  de  Laplace.  Publié  sous  les  auspices  de 
l'Académie  des  Sciences,  t.  VIIJ,  in-4*,  ^09  p.  Paris,  Gauthier-Villars. 
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Maleyx  (L.).  —  J'Stitde  géométrique  des  propriétés  des  coniques 
d'après  leur  définition,  ln-8'',  lîi  p.  avrc  fig.  Paris,  Gaulbier-Villars. 
2'%  5o. 
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r)7  p.  Bruxelles. 

LÉVY  (M.).  —  U  Hydrodynamique  moderne  et  V  hypothèse  des  actions 
à  distance.  Leçon  d'ouverture  faite  au  Collèj^e  de  France.  In-H",  tiS  p. 
Paris,  Doin. 

RouTii  (E.-J.).  —  A  Treatise  on  Analytical  Statics.  Willi  numcrou*^ 
Examplcs.  Vol.  I.  Posl-H**,  38o  p.  London,  Cambridge  Wareliouse.  14  sh. 

BiociiE  (C.)*  —  Introduction  à  rétude  de  la  Géométrie  moderne. 
In-H**,  viil-96  p.  a\er  fig.  Paris,  Deiagrave. 

Br.\UNMUIIL(â.  V.).  —  Christoph  Scheiner  als  Mathematiker,  Physihei 
und  Astronom.  8"  v-91  S.  m.  Abbildgn.  Baniberg,  Buchiier.  i  M.  40  Pf. 

Brosinsky  (Ad.).  —  Ueber  die  Vergrôsserung  des  Erdschattens  bei 
Mondfinsternissen.  Inauguraldiss.  36  S.-4'*  Gultingen. 

Cellerier  (Cil).  —  Mémoire  sur  les  variations  des  excentricités  et 
des  inclinaisons.  In-4**,  208  p.  Paris,  Impr.  nationale. 

Clebscii  (A.).  —  Vorlesungen  iiber  Géométrie  bearb  von  F.  Linde- 
mann.  Die  Flachen  1 .  u.  2.  Ordnung  oder  Kiasse  und  dcr  lincarc  Complex. 
Gr.-8"  viii-65o  p.  Leipzig,  Teubner.  12  M. 

D'Arcais  (F.).  —  Corso  di  calcolo  infinitésimale.  VoL  I.  8".  Padova, 
Draghi.  11  L. 

1Ieymanx(VV.).  —  Studicn  iiber  die  Transformation  und  Intégration 
der  Dijferential-  u.  DiJ/erenzengleichungen^  nebst  einem  Anhang 
verwandter  Aufgaben.  gr.-8"  x-43(3  S.  Leipzig,  Tonbiicr.  vx  M. 

MacÉ  de  LÉpinay  (A.).  —  Compléments  d'Algèbre  et  Notions  de 
Géométrie  analytique,  i  fasc.  Gomplémcnls  d'Algèbre,  ln-8",  117  |).  avec 
(ig.  Paris,  Nony  et  Co. 
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WALRAS  (L.)-  —  Éléments  d*Économie  politique  pure,  i  vol.  in-8"; 

x\iv-529  p.  Lausanne,  F.  Rouge;  1889. 

Quoique  la  compétence  nous  manque  assurément  pour  parler 
comme  il  conviendrait  d'un  livre  dont  l'objet  est  en  dehors  des 
préoccupations  habituelles  des  rédacteurs  et  des  lecteurs  du 
Bulletin,  il  nous  a  paru  cependant  indispensable  de  signaler  la  se- 
conde édition  Aes  E  lé  me  nls  d^  économie  poli  tique  pure  Ae  M.  Léon 
Walras,  en  raison  de  son  caractère  nettement  scientifique  et  même 
mathématique.  Pour  l'auteur,  en  effet,  les  problèmes  de  l'échange, 
de  la  production  et  de  la  capitalisation  sont,  quand  on  les  pose 
bien,  des  problèmes  déterminés,  comportant  des  équations  en 
nombre  rigoureusement  égal  à  celui  des  inconnues,  et  le  mécanisme 
delà  hausse  et  de  la  baisse  des  prix,  sur  le  marché  n'est  autre  chose 
qu'un  mode  de  résoluïion  par  tâtonnement  des  équations  de  ces 
problèmes  ;  il  suffit,  d'ailleurs,  d'ouvrir  son  livre  pour  voirla  grande 
place  (\u^y  tiennent  les  Mathématiques,  dont  il  a  du,  d'ailleurs,  ré- 
sumer au  début  quelques  théories  d'ordre  relativement  élevé,  afin 
de  pouvoir  être  compris  par  les  lecteurs  qui  ne  sont  pas  familiers 
avec  la  Géométrie  analytique  et  le  Calcul  intégral. 

Si  la  première  édition,  qui  date  de  i8^4î  contenait  les  idées 
essentielles  de  l'auteur  sur  la  matière,  celle-ci  en  constilue  l'exposé 
définitif:  elle  résume  les  nombreux  travaux  qu'il  a  publiés  depuis 
lors  et  laisse  au  lecteur  une  haute  idée  de  l'enseignement  que 
M.  Walras  donne  depuis  plus  de  vingt  ans  dans  cette  ville  de 
Lausanne,  qui,  il  y  a  quelques  semaines,  à  l'occasion  de  la  trans- 
formation de  son  Académie  en  Université,  réunissait  les  délégués 
de  toutes  les  Universités  d'Europe,  aussi  charmés  de  la  cordialité 
des  habitants,  qu'émerveillés  par  la  vivacité  cl  l'intensité  de  leur 
vie  intellectuelle.  J.   T. 


liuU.  des  Sciences  mathem.,  a*  série,  l.  W.  (Novembre  1891.)         aa 
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Dr.  POCKELS.  —  Ubbbr  oie  partielle  Difperetstialgleichung 

Aa  H-  A:'  a  =  o 

UNO  DEREN  AUPTRETTEN   IN   DBR  MATHEMATISCHEN    PlIYSIK,  mit  cinem  VoF- 

wort  VOQ  F,  Klein.  In-8°,  339  P»  Leipzig»  Teubner;  1891. 

La  solution  de  nombreux  problèmes  de  Phj^sique  dépend  de 
rintégratlon  de  l'équation 

Montrer  son  rôle  dans  chacun  de  ces  problèmes  et  coordonner 
les  recherches  faites  sur  cette  équation,  tel  est  le  but  du  petit 
Livre  dont  nous  rendons  compte.  Son  auteur  s'est  placé  au  point 
de  vue  physique  et  admet  comme  vrais  les  théorèmes  donnés  par 
l'expérience  dont  les  démonstrations  rigoureuses  restent  à  trouver. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  quatre  Parties  : 

L  Les  problèmes  physiques  qui  donnent  naissance  à  l'équation 
ùkii-\-  k^u  =  o  peuvent  se  répartir  en  deux  classes.  Dans  les  uns, 
cette  équation  intervient  d'une  manière  inévitable.  Dans  les  autres, 
elle  n'inten'ient  que  grâce  à  l'hypothèse  que  la  solution  est  un 
produit  de  deux  facteurs  dont  un  seul  contient  le  temps  ou  une 
des  coordonnées;  le  second  facteur  satisfait  alors  à  une  équation 
de  la  forme  ùku  -h  k'^ii  =  o,  dans  laquelle  k'^  n'est  pas  directement 
connu,  mais  est  racine  d'une  équation,  en  général  transcendante. 
C'est  à  celte  dernière  classe  qu'appartiennent  la  plupart  des  pro- 
blèmes de  la  Physique.  L'auteur  énumère  rapidement  ces  diffé- 
rents problèmes,  ainsi  que  les  travaux  de  Slurm  et  Liouville,  de  du 
Bois-Raymond,  de  MM.  Picard,  Bianchi  et  Schwarz  (*)  où  cette 
équation  se  présente. 


(*)  Sturm,  Liouville,  Journal  de  Liouville,  t.  I,  i836. 
Du  Bois-Raymond,  Journal  de  Crelle,  t.  104,  1889. 

Picard,    Comptes  rendus  des  séances  de   r Académie  des   Sciences^    1S8N. 
Acta  Mathem.,  t.  XII. 
BiANCHiNi,  Hendiconti  d.  R.  A.  dei  Lincei,  t.  V,  1889. 
Schwarz,  Festschri/t.  Gesammeltc  Abhandlungeny  t.  I,  p.  236. 
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11.  Pour  qu'une  solulion  soit  utilisable  en  Physique,  M.  Pockels 
montre  qu'elle  doit  être  uniforme,  finie  et  continue  en  tous  les 
points  d'un  certain  domaine  fini  à  une,  deux  ou  trois  dimensions, 
que  ses  deux  dérivées  premières  doivent  être  continues  dans  ce 
domaine  et,  en  outre,  qu'elle  doit  satisfaire,  sur  la  limite  de  ce 
domaine,  à  d'autres  conditions  qui  peuvent  se  ramènera  la  forme 

a,  ^3  étant  des  fonctions  connues  et  j-  la  dérivée  de  «/,  prise  en 

chaque  point  de  la  limite  suivant  une  direction  connue.  L'expé- 
rience indique  qu'il  y  a  un  nombre  infini  de  valeurs  déterminées 
de  k^  (valeurs  distinguées,  ausgezeichnete),  formant  une  masse 
discrète  ou  continue  pour  lesquelles  une  telle  solution  existe.  Ces 
solutions  de  l'équation  Aw-i-A*^w  =  o,  sont  nommées  solutions 
distinguées,  La  démonstration  de  leur  existence  est  la  partie  dé- 
licate de  chaque  problème.  M.  Poincaré  a  montré  récemment  (*) 
qu'on  pourrait  peut-être  atteindre  celte  démonstration  en  suivant 
ime  méthode  de  Lagrange,  employée  par  Lord  Rayleigh  (Theory 
of  sound)^  et  qui  consiste  à  regarder  un  problème  relatif  à  un 
corps  continu  comme  un  cas  limite  d'un  problème  relatif  à  un 
système  formé  d'un  nombre  fini,  très  grand,  de  molécules.  Ceci 
conduit  l'auteur  à  rappeler  la  théorie  des  petites  vibrations  d'un 
système  matériel  et  à  étudier  le  cas  limite  où  les  coordonnées 
çr,,   q^y    ..-,   y,/,    sont   remplacées   par    une   fonction    de   point 

q{x,j'^  z)  qui  a  la  forme  ^^ .  /'a  Ufy . 

1 
Les  quantités  u/i  ont  été  nommées  par  Lord  Rayleigh yb/?c/io/?5 

normales  et  les  quantités  /„  qui  ne  contiennent  que  le  temps 
coordonnées  normales. 

M.  Pockels  étudie  ensuite  en  détail  les  cas  résolus,  c'est-à-dire 
les  cas  où  l'on  a  pu  déterminer  elFectivement  les  fonctions  nor- 
males correspondant  à  un  domaine  donné,  et  il  montre  que  Ton 
rencontre  successivement  les  fonctions  trigonométriques,  les  fonc- 


(•)  American  Journal  0/  Mathcmnt.^  l.  \II,  p.  211;  1890. 
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lions  de  Bessel,  les  fonctions  sphëriques  et  les  fonctions  de  Lame. 
Il  expose,  en  finissant  le  Chapitre,  la  démonstration,  due  à 
M.  Schwarz,  de  l'existence  de  la  solution  distinguée,  correspondant 
à  la  plus  petite  valeur  de  k^y  le  domaine  étant  quelconque  et  la 
façon  dont  A'*  dépend  de  la  forme  et  des  dimensions  du  domaine 
et  des  conditions  aux  limites. 

IH.  Les  propriétés  des  solutions  de  Téquation,  indépendantes 
des  conditions  aux  limites,  forment  le  sujet  de  la  troisième  Partie. 
L'auteur  y  prend,  comme  guide,  la  théorie  du  potentiel.  Il  étudie 
les  points  singuliers  à  dislance  finie  et  montre  que  le  point  à  Tin- 
iini  est  toujours  singulier.  Il  donne  la  représentation  des  solutions 
par  des  intégrales  prises  sur  des  courbes  ou  sur  des  surfaces  et 
parle  des  courbes  ou  des  surfaces  sur  lesquelles  elles  s'annulent,  et 
il  fait  voir  que  certaines  propriétés  rapprochent  ces  solutions  des 
fonctions  périodiques.  En  supposant  que  les  points  singuliers 
forment  une  masse  continue  à  une,  deux  ou  trois  dimensions,  il 
introduit,  parallèlement  aux  solutions  de  Téqualion  A/z-h/r^  wr=:o, 
celles  de  Téquation  \u  -+-  k'^  u  -{-  4?^?  =  o  et  l'exemple  simple  où 
les   points  singuliers  couvrent   uniforménienl  une  surface  sphé- 

rique  termine  celle  Partie.  Ici  auraient  pu  Irouver  place  les  beaux 

d-z 
travaux  de  MM.  Moutard  elDarboux  sur  réqualion-r — ^-j-).^  =  o. 

Cette  équation  se  déduit,  en  eirol,  de  réi|uahon  lu  -\-  k'-ti  =  o, 
par  une  transformation  simple  [*)  [x'  =  jr -{-yi\  )-' =  x^::^x — ri) 
et  qui  a  un  sens  |)hvsique  bien  net. 

IV.  L'auleuraborde,  comme  dernière  question,  la  détermination 
de  la  solution  correspondant  à  une  valeur  donnée  de  k^  et  à  des 
conditions  aux  limites  délerminées.  On  est  conduit  à  trois  pro- 
blèmes selon  que  Ton  se  donne  sur  la  liniile  la  valeur  de  u,  ou 

celle  de  t-»  ou  celle  de  hu -\ 'y  —  désignant  la  dérivée  prise 

on  On     On  ^  ' 

suivant  la  normale  en  chaque  point  delà  courbe  ou  surface  limite. 
Les  méthodes  employées  pour  la  solution  des  problèmes  analogues 
(le  la  théorie  du  potentiel  sont  d'abord  re])riscs  sommairement,  et 


(')    To//- S<:ii\VAUZ,  Festschrift, 
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quatre  d'entre  elles  sont  ensuite  appliquées  à  notre  équation  :  la 
méltiode  fondée  sur  le  principe  de  Dirichlet,  celle  où  Ton  se  sert 
des  fonctions  de  Green  et  qui  est  particulièrement  développée, 
celle  dont  les  travaux  remarquables  de  M.  Picard  ont  montré  la 
vraie  nature  et  la  portée  et  qui  est  basée  sur  le  procédé  allerné  et, 
enfin,  la  méthode  des  développements  en  série  suivant  les  fonctions 
normales. 

Nous  n'avons  pu  qu'indiquer  une  faihle  partie  de  tout  ce  que 
renferme  ce  petit  volume.  L'intérêt  du  Livre  s'accroît  encore 
quand  on  sait  qu'il  contient  les  idées  que  M.  Klein  a  émises  sur 
cette  équation  pendant  les  années  1888-1889-1890  dans  ses  Cours 
à  l'Université  de  Gotlingue,  et  chacun  saura  gréa  M.  leD^'Pockels 
de  la  peine  qu'il  a  dû  prendre  pour  en  faire  un  exposé  systéma- 
tique. Henry  Bourget. 


MELANGES. 

LES  AUTOGRAPHES  DE  DESGARTES  A  LA  BIBLIOTHÈQUE  NATIONALE, 

Pau  m.  Paul  TANxNKRY. 


SIXIKMK    ARTICLK. 


IX. 

Troisième  factum  anonyme  contre  la  Géométrie  de  Descartes. 

Cher  ami, 

Puisque  tu  m'as  assuré  que  le  sujet  de  ma  précédente  ne  l'avoit 
pas  été  désagréable,  que  tu  ne  te  pouvois  imaginer  aucune  chose 
qui  pût  excuser  les  erreurs  du  S*"  Desc.  que  j'y  ai  remarquées,  et 
que  tu  ne  serois  pas  marri  que  je  te  fisse  voir  l'impertinence  de  sa 
distinction  des  racines  en  réelles  et  imaginaires,  il  ne  sera  pas 
hors  propos,  avant  de  te  satisfaire  particulièrement  sur  ce  point, 
de  montrer  que  sa  Géométrie  n'est  pas  si  excellente  qu'on  n'y 
puisse  rien  désirer,  qu'elle  n'est  pas  autant  par  dessus  la  Géo- 
métrie ordinaire  que   Cicéron  par  dessus  /'A,  B,  C,  D  des 
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en/ans  et  que,  si  le  S*"  Viète  na  pas  traité  généralement  ce 
qiCil  a  dit  des  équations  sur  la  fin  de  son  lii're  De  emenda- 
tione  œquationunXy  c'est  que,  universellement  parlant,  toutes  les 
équations  ne  se  produisent  pas  par  la  multiplicalion  d'autres 
équations. 

Et  néanmoins  cet  auteur  jure  le  contraire,  dans  une  Lettre  qu'il 
a  écrite  au  R.  P.  M.  sur  ce  que  j'avois  dit  que  son  discours  de  la 
nature  des  équations  n'étoit  qu'un  extrait  du  susdit  Livre;  en 
laquelle  Lettre  il  ajoute  qu'il  n'a  pas  seulement  Aonné  plus  que 
l'on  n\i  su  jusques  à  présent^  mais  aussi  qu'//  prétend  que  la 
postérité  ne  trouvera  jamais  rien  en  Géométrie  que  Von  ne 
doii'e  juger  qu'il  eût  aisément  trouvé,  s^il  en  eût  voulu  prendre 
la  peine  (*). 

Mais,  sans  nous  arrêter  à  toutes  ces  rodomontades,  je  te  prie 
d'observer  que  le  recueil  d'équations  qui  est  sur  la  fin  du  susdit 
Livre  de  Viète  a  donné  lieu  à  quelques-uns  de  considérer  les 
équations  plus  composées  comme  ayant  été  produites  par  la  mul- 
tiplication d'autres  équations  plus  simples  et,  pour  cet  effct|  ' 
mettant  ensemble  les  deux  parties  d'une  équation,  ils  ont  feiol  1 
que  le  total  étoit  égal  à  rien.  i 

Comme,  par  exemple,  1 

A  A  —  BA  -+-  BG  étant  égal  à  rien, 
-CA 

on  peut  concevoir  celle  équation  comme  produite  de  ces  deux 
autres  A —  B  et  A  —  C.  De  même,  on  peut  dire  que  celte  équa- 
tion 

A'—  SA\-^\A^\I>. 

-^  DAA  —  nSA 

est  produite  de  la  multiplication  de  AA  —  SA -f- X  par  A-l-D. 
Tbomas  Hariol,  An«;l()is,  dans  un  Livre  intitulé  :  Artis  Ana- 
lyticœ  Praxis,  que  l'on  imprima  à  Londres  après  son  décès  en 
i63i,  rapporte  un  grand  nouïbre  d'exemples  semblables,  où  je  le 
renvoie,  si  tu  en  désires  d'autres  que  les  précédents;  et,   si  lu 


(•)  Tous  les  passages  en  italique  sont,  à  peu  pn-*  Icxhicllemcnt  cl  en  tous  ra? 
1res  lidèlcinent  quant  an  sens,  extraits  delà  lottrr'de  Desrarles  à  Mcrsenne  (Clcr- 
sclicr,  III.  73,  p.  42S- 129  )  touchant  les  rriiiqucs  de  Heauprand.  II  est  bon  d'ajouter 
que  Desrartes  continuait  :  •  Je  vous  prie  que  tout  ceci  demeure  entre  nous,  car 
j'aurois  grande  confusion  que  d'autres  sussent  que  je  vous  en  ai  tant  écrit  sur  ce 
sujet.  >» 
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prends  la  peine  de  le  parcourir,  tu  m'avoueras  que  le  S'  Desc.  ne 

Ta  pas  négligée,  ainsi  qu'il  esl  aisé  à  reconnoîlre  par  les  termes 

dont  il  se  sert,  que  cet  auteur  avoit  emploj^és  auparavant  lui  (*). 

Or,  de  cette  pensée,  il  s'ensuit  que  les  racines  d'une  équation 

sont  positives  ou  négatives,  c'est  plus  ou  moins  que  rien,  qui 

sont  celles  que  le  S'  Desc.  nomme  assez  mal  vraies  ou  fausses, 

puisqu'on  ne  peut  pas  dire  qu'une  racine  soit  fausse,  lorsqu'elle 

satisfait  véritablement  à  tout  ce  que  l'on  désire.  Mais,  sans  nous 

amuser  à  la  façon  de  parler,  expliquons  la  chose. 

En  cette  équation 

AB  —  BA  —  BC 

-hCA 

il  y  a  deux  racines,  l'une  positive,  à  savoir  +  B,  et  l'autre  né- 
gative, çmi  est  —  C,  pource  que,  celle  équation  étant  produite 
tiplication  de  A  —  B  par  A-+-C,  on  suppose  que  A 
^  -f-  B  et  à  —  C.  Et  si  on  multiplie 

AA  —  BA  —  BG 

-+-CA 

par  A  +  D  et  le  produit  derechef  par  A  —  F,  vous  aurez  le  produit 

suivant  : 

A"  —  BA 

-hCA  —  BG 


D 


Premier  produit     A'"  —  BA'—  BGA 

-h  GA'— BDA 

DA'  -h  GDA  —  BGD 


A  — F 


Dernier  produit     A"—  BA"'—  BGA"—  BGDA  -4-  BGDF 

-hGA"'— BDA''-+-BGFA 
^-DA^'-f-GDA'-t-BDFA 
—  FA^'  +  BFA'-GDFA 

—  GFA" 

—  DFA" 


(')  D'après  un  récit  accueilli  par  Montucla,  Roberval  n'aurait  connu  l'Ouvrage 
d'Harriot  que  vers  1646,  date  à  laquelle  Sir  Charles  Cavendish  lui  aurait  signalé 
le  prétendu  plagiat  de  Descartes,  que  Wallis  devait  relever  plus  tard  au  profit 
de  la  gloire  de  son  compatriote.  On  voit  que  la  jalousie  de  Beaugrand  avait 
devancé  les  rivalités  nationales. 
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Et  considérant  ce  dernier  )3roduit  comme  une  équation  du 
quatrième  degré,  il  y  aura  deux  racines  positives,  à  savoir  H-B 
et  -\-  F,  et  deux  négatives,  à  savoir  —  C  et  —  D. 

Et  pour  reconnaître  si  une  quantité  proposée  est  la  valeur  de  la 
quantité  inconnue  d'une  équation,  il  n'est  pas  nécessaire  de  se 
donner  la  peine  de  diviser  l'équation  par  la  quantité  inconnue 
plus  ou  moins  la  quantité  proposée,  ainsi  que  pense  innocemment 
le  bon  M.  Desc.  Il  n'j  a  seulement  qu'à  la  substituer  en  la  place 
de  la  quantité  inconnue,  et,  si  elle  est  négative,  il  faut,  outre 
cela,  changer  les  signes  du  premier  terme,  du  troisième,  du  cin- 
quième, etc.,  ou  bien  du  second,  du  quatrième,  du  sixième. 

Après  quoi,  si  la  quantité  donnée  est  l'une  des  racines  de 
l'équation,  les  quantités  de  l'équation  s'effaceront  mutuellement, 
et  le  tout  se  réduira  à  rien.  Comme  en  la  précédente  équation  ou 
produit,  si  je  substitue  D  au  lieu  d'Aen  changeant  les  signes  de  la 
première  place,  de  la  troisième,  de  la  cinquième,  etc.,  ou  de  la 
seconde,  de  la  quatrième,  de  la  sixième,  etc.,  vous  aurez  les  équa- 
tions suivantes,  desquelles  les  quantités  se  détruisent  mutuelle- 
ment. 


D«'-  BD-'-f-BGA"  — BCDA  — BCDF 
CD'^-+-BDA'-4-BCFA 
DD"'  — CDA'-4-BDFA 
FD^-BFA"— CDFA 

-t-  CFA' 

H-  DFA'' 


D 


I» 


^BD''-BGA'-f-BCDA 
-CD"  — BDA'-  BCFA 
-DD"'-f^CDA'~BDFA 
FD'^-f  BFA''-+-  CDFA 
-  CFA  " 
-  DFA" 


BCD 


De  même,  si  vous  substituez  F  en  la  place  d'A  sans  aucun 
changement  de  signes,  vous  trouverez  la  même  chose,  comme 
vous  voyez  ci-dessous  : 


F''_  BF'"—  BCF"—  BDCF  -h  BCFD 
..   CF"— BDF'-hBCF" 
^DF'-^CDF'-^-BDF" 
__FF'"-+-  BFF'-CDF' 

—  CFF' 

—  DFF' 


De  ceci,  il  est  évident  que  la  règle  du  S""  Desc.  pour  faire  que 
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les  racines  positives  d'une  équation  deviennent  négatives  et,  au 
contraire,  les  négatives  positives,  est  fort  mal  conçue  et  exprimée, 
puisqu'on  peut  produire  cet  effet  en  changeant  les  signes  du  pre- 
mier terme,  du  troisième,  du  cinquième  et  des  autres  dont  Tordre 
est  désigné  par  les  nombres  impairs,  pourvu  qu'on  ne  touche 
point  aux  signes  des  autres  termes,  tout  de  même  qu'en  changeant, 
comme  il  dit,  tous  les  signes  -i-  ou  —  qui  sont  en  la  seconde,  en 
la  quatrième,  en  la  sixième  ou  autres  places  qui  se  désignent  par 
les  nombres  pairs,  sans  changer  ceux  de  la  première,  de  la  troi- 
sième, de  la  cinquième  et  semblables  qui  se  désignent  par  les 
nombres  impairs. 

Mais  après  tout,  s'il  y  a  une  infinité  d'équations  qui  se  pro- 
duisent par  la  multiplication  d'autres  équations,  il  j  en  a  aussi 
une  infinité  d'autres  qui  ne  peuvent  être  produites  suivant  cet 
ordre,  comme  sont  les  deux  équations  dont  je  t'ai  entretenu  bien 
au  long  en  ma  précédente.  Et  c'est  ce  qui  a  retenu  ce  grand  esprit 
de  Viète,  à  qui  toute  la  postérité  sera  obligée  pour  les  œuvres 
excellentes  dont  il  a  favorisé  le  public,  de  rien  écrire  de  général 
sur  ce  sujet,  bien  qu'il  donne  avis  qu'on  en  peut  tirer  de  grandes 
lumières  pour  mieux  concevoir  la  nature  de  plusieurs  équations 
particulières.  Au  reste,  il  est  aisé  de  juger,  par  ce  que  je  viens 
d'expliquer,  qu'aux  équations  il  est  impossible  qu'il  y  ait  autant 
de  racines  que  de  dimensions,  et  de  là  on  doit  aussi  recueillir  que 
l'on  ne  peut  distinguer  les  racines  d'autre  façon  qu'en  positives 
et  négatives,  et  que,  s'il  y  a  des  racines  que  l'on  doive  nommer  (  *  ) 
réelles  (p.  38o)  ce  sont  les  racines  positives,  pour  ce  qu'elles 
sont  marquées  par  4-  ;  que  s'il  y  en  a  à  qui  on  veuille  donner  le 
nom  i' imaginaires,  ce  doit  être  aux  négatives,  d'autant  qu'elles 
sont  marquées  par  — ,  et  que  ce  sont  quantités  que  l'on  suppose 
moindres  que  rien.  Et,  par  conséquent,  le  sens  auquel  le  S""  Desc. 
prend  cette  distinction,  lorsqu'il  dit  qu'en  cette  équation 

aaa  —  6  aa  H-  1 3  a  —  i  o 

il  y  a  une  racine  réelle  et  deux  imaginaires,  contredit  entièrement 
à  la  raison  et  à  l'imagination  même.  Pourroit-on  bien  imaginer 


(')  Géométrie  de  Descartes t  éd.  Hcrmann,  p.  63. 
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que  deux  el  trois  ajoutés  ensemble  fassent  plus  ou  moins  que  5, 
c'est-à-dire  une  chose  qui  n'est  point  et  qui  ne  peut  être,  ou  bien, 
pour  recourir  à  son  exemple,  concevoir  trois  racines  dans  une 
équation  où  il  n'y  en  a  qu'une  seule,  comme  en  celle-ci  : 

AAA  — 6AAh-i3A  — lo, 

en  laquelle,  si  on  'excepte  ■+•  a,  on  ne  sauroit  trouver  aucun 
nombre  marqué  par  -+■  ou  par  — ,  que  l'on  puisse  dire  être  la 
racine  de  cette  équation?  Je  ne  crois  pas  même  que  l'imagination 
du  S'  Desc,  qui  a  témérairement  avancé  cette  distinction,  soit 
assez  blessée  pour  produire  cet  effet,  et  je  ne  sache  personne 
capable  de  cela  que  ce  fou  de  Rob.,  lequel  me  disoit  un  jour,  par 
un  grand  secret,  qu'il  savoit  plusieurs  nombres  en  raison  double 
et  dont  toutefois  les  proportions  n'étoient  pas  semblables  à  celle 
de  deux  à  un  (  *  ). 

Et  puisque  le  S*"  Desc.  dit  que,  si  une  équation  ne  peut  être 
divisée  par  un  binôme  composé  de  la  quantité  inconnue  plus  ou 
moins  quelque  autre  quantité,  cela  témoigne  que  cette  autre 
quantité  ne  peut  être  la  valeur  d'aucune  de  ses  racines,  s'il  ne 
peut  trouver  lui-même  aucune  quantité,  hormis  -f-  2,  laquelle 
étant  ajoutée  ouôtéed'A,  puisse  diviser  l'équation  susdite,  n'est-il 
pas  contraint  de  confesser  qu'il  n'y  a  point  d'autre  racine  que  -\-  2, 
et  que  les  deux  autres  ne  sont  que  des  rêveries  et  des  extrava- 
gances de  sa  belle  méthode?  Pour  moi,  j'ai  toujours  tenu  que  la 
connoissance  doit  suivre  l'ordre  des  choses,  et  que  nous  les  devons 
nommer  suivant  ce  qu'elles  sont  en  elles-mêmes  ou  suivant  la 
connoissance  que  nous  en  avons,  et  que,  lorsque  non  seulement 
elles  ne  sont  point,  mais  qu'il  implique  contradiction  qu'elles 
soient,  on  ne  les  peut  pas  nommer  avec  raison  ni  réelles  ni  ima- 
ginaires, puisqu'elles  ne  peuvent  être  l'objet  de  noire  entendement 
ni  de  notre  imagination. 


(•)  C'est  évidemment  de  Hoberval  que  l'anonyme  parle  ici  et  le  paradoxe 
qu'il  lui  attribue  se  rapporte  sans  doute  à  la  méthode  des  indivisibles  (infini- 
ment petits),  puisqu'on  y  peut  traiter  comme  étant  dans  des  rapports  déterminés 
des  quantités  qui  sont  en  fait  dans  des  rapports  variables. 
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X. 

La  seconde  dispute  entre  Descartes  et  Roberval. 

Préliminaires,  —  En  i645,  sept  ans  après  la  polémique  relative 
à  la  méthode  des  tangentes  de  Fermât,  il  n'y  avait  certainement 
aucune  animosité  entre  Roberval  et  Descartes.  Ce  dernier,  dans  un 
séjour  assez  long  qu'il  fit  à  Paris  cette  année-là,  se  rencontra  avec 
son  ancien  adversaire  qu'auparavant  il  ne  connaissait  pas  person- 
nellement. Leurs  relations  furent  courtoises,  mais  un  incident, 
passablement  futile,  de  leurs  conversations,  éveilla  la  susceptibilité 
de  Descartes  et,  dans  la  première  des  lettres  à  Mersenne  que  nous 
ayons  postérieure  à  son  retour  en  Hollande  (éd.  Clerselier,  III, 
85),  nous  lisons  à  ce  sujet,  sous  la  date  du  2  mars  1646  : 

«  Mon  Révérend  Père,  encore  qu'il  n'y  ait  que  huit  jours  que 
je  vous  ai  écrit,  je  trouve  deux  choses  dans  votre  dernière,  aux- 
quelles je  ne  veux  pas  différer  de  répondre,  La  première  est  que 
M.  de  Roberval  dit  que  je  n'ai  pas  résolu  le  lieu  de  Pappus,  et 
qu'il  a  un  autre  sens  que  celui  que  je  lui  ai  donné  :  sur  quoi  je 
vous  supplie  très  humblement  de  lui  vouloir  demander  de  ma  part 
quel  est  cet  autre  sens,  et  qu'il  prenne  la  peine  de  le  mettre 
par  écrit,  afin  que  je  le  puisse  mieux  entendre.  Car,  puisqu'il 
dit  qu'il  s'est  offert  de  me  le  démontrer  lorsque  j'étois  à  Paris 
(comme,  de  fiiit,  je  crois  qu'il  m'en  a  dit  quelque  chose,  mais  je 
n'en  ai  qu'une  mémoire  fort  confuse),  il  ne  me  doit  pas  refuser 
cette  faveur  et,  afin  de  l'y  obliger  d'autant  plus,  je  m'offre  en  ré- 
compense de  l'avertir  des  principales  fautes  que  j'ai  remarquées 
dans  son  Aristarque,  L'autre  point  de  votre  lettre. ...» 

Le  lieu  de  Pappus  dont  il  est  question  ici  n'est  nullement  le 
lieu  des  anciens  à  trois  ou  quatre  lignes,  c'est-à-dire  ce  qui,  dans 
la  Géométrie  de  Descartes,  est  appelé  spécialement  la  question 
de  Pappus,  Sur  ce  lieu,  très  nettement  défini,  il  ne  pouvait  y  avoir 
aucune  ambiguïté,  et  Roberval  n'entendait  certainement  pas  au- 
trement que  Descartes  ce  problème  célèbre  qui  conduit  à  l'équa- 
tion générale  des  coniques.  Mais,  d'après  Descartes  (*),  Pappus 

(')  Géométrie,  éd.  Ucrmann,  1886,  p.  9. 
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ajoutait  que,  lorsque  la  question  est  proposée  en  un  plus  grand 
nombre  de  lignes,  les  anciens  avaient  imaginé  une  ligne  courbe 
qu'ils  montraient  être  utile  pour  ce  lieu,  et  qui  semblait  la  plus 
manifeste,  quoiqu'elle  ne  fût  pas  la  première  (*). 
Soient 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  o,        U  =  o,        V  =  o 

les  équations  de  cinq  lignes  droites  et  X  un  coefficient  constant; 

la  question  proposée  en  cinq  lignes,  au  sens  de  Pappus,  se  traduit 

par  l'équation 

XYZ-+-XUV  =  o. 

A  ce  sujet.  Descartes  examine  deux  cas  :  i**  celui  où  X,  Y,  Z, 
U  sont  parallèles  entre  elles  et  V  perpendiculaire  aux  précédentes; 
2"  où  X,  Y,  U,  V  sont  parallèles  entre  elles  et  Z  perpendiculaire 
aux  précédentes;  et  il  laisse  entendre  que  ces  deux  cas  devaient 
correspondre,  l'un  au  lieu  à  cinq  lignes  considéré  par  les  anciens, 
l'autre  à  celui  que  Pappus  regardait  comme  le  premier. 

Le  texte  de  Pappus  est  en  réalité  incertain  et  obscur  (2).  Des- 
cartes, qui  ne  le  connaissait  que  par  la  traduction  de  Commandin, 
lui  donnait  en  tous  cas  un  sens  incompatible  avec  le  grec  que 
Roberval  avait  pu  vérifier  sur  un  manuscrit.  Il  aurait  dû  inter- 
préter «  les  anciens  avaient  imaginé  une  ligne  qu'ils  montraient 
être  utile,  mais  qui  ne  semblait  ni  la  première  ni  la  plus  mani- 
feste ».  Il  est  clair  qu'avec  ce  sens,  la  tentative  de  restitution  de 
Descartes  perd  toute  valeur  historique,  mais  la  critique  de  Ro- 
berval n'avait  pas  d'autre  portée. 

L'auteur  de  la  Géométrie  aurait  donc  bien  pu  ne  pas  se  soucier 
si  son  rival  dans  l'amitié  de  Merscnne  avait  répété  celte  critique  à 
ce  dernier.  U  se  laissa  aller  à  un  mouvement  de  vivacité  et,  comme 
on  l'a  vu,  lança  à  Roberval  une  véritable  provocation,  que  le  Mi- 
nime ne  transmit  que  trop  fidèlement. 


(')  Géométrie,  éd.  Hermann,  1886,  p.  29  à  3i. 

(")  Ed.  Hultscli,  page  678,  ligne  27  à  page  680,  ligne  2  :  d'après  le  texte  adopté 
par  le  savant  éditeur  :  wv  jxtav  oùôé  Tiva  cr'jfi^avEcrTatytV  elvai  SoxoOaav  a'jVTEÔe:- 
xa(7(v,  etc.,  et,  contrairement  à  sa  traduction,  il  faudrait  entendre  :  «  Ils  n'ont 
pas  même  fait  la  synthèse  d'une  ligne  qui  leur  eût  paru  la  plus  simple  et  dont 
ils  auraient  reconnu  l'intérêt.  » 
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La  suite  de  la  lettre  précitée  contient  la  réponse  que  fait  Des- 
caries à  Mersenne  sur  la  question  du  centre  d'agitation  dans  les 
pendules.  Dans  cette  réponse,  sont  données  les  règles  suivantes  : 

1°  La  durée  des  vibrations  ne  dépend,  si  Ton  fait  abstraction 
de  la  résistance  de  l'air,  que  de  la  distance  du  centre  d'agitation 
à  l'axe  de  suspension. 

2°  Si  le  pendule  peut  être  assimilé  à  une  droite  de  longueur  a 
suspendue  par  une  de  ses  extrémités,  la  distance  du  centre  d'agi- 
tation (longueur  du  pendule  simple  synchrone)  est  \a* 

3"*  Pour  un  triangle  isoscèle  suspendu  par  un  sommet  et  oscil- 
lant de  façon  que  la  base  reste  parallèle  à  l'axe,  la  longueur  du 
pendule  synchrone  est  les  \  de  la  hauteur. 

4**  Si  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  du  triangle,  ou  dans  le 
cas  général,  Descartes  propose  la  recherche  du  centre  de  gravité 
d'une  figure  auxiliaire.  En  traduisant  sa  construction  dans  le  lan- 
gage moderne,  on  peut  dire  qu'il  assigne  au  pendule  synchrone  la 

longueur  représentée  par  le  rapport  -^; — ^>  expression  dans  la- 
quelle m  représente  la  masse  de  chaque  élément  différentiel  et  p 
la  distance  de  cet  élément  à  l'axe  de  suspension. 

Il  avait  heureusement  résolu  le  problème  pour  les  trois  cas  par- 
ticuliers traités  par  lui,  comme,  en  général,  pour  les  figures  planes 
oscillant  autour  d'un  axe  situé  dans  leur  plan.  Au  contraire,  dans 
le  cas  général,  sa  solution  est  erronée,  puisque  dans  l'expression 

•^ — ^y  il  faudrait,  pour  trouver  la  longueur  du  pendule  synchrone, 

I 

substituer  à  £/;<p  le  produit  de  la  masse  du  corps  par  la  distance 
du  centre  de  gravité  à  l'axe  de  suspension. 

Un  seigneur  anglais  réfugié  en  France  à  la  suite  des  troubles  de 
sa  patrie  et  qui  peut-être  avait  proposé  le  premier,  dans  le  cercle 
de  Mersenne,  la  question  sur  laquelle  Descaries  avait  été  consulté. 
Sir  Charles  Cavendish  ('),  s'adressa  à  l'illustre  philosophe  pour 


(*)  Il  était  frère  d'un  autre  correspondant  de  Descartes,  William  Cavendish, 
marquis  de  Newcastic,  auquel  sont  adressées  les  lettres  de  l'édition  Clerselier, 
I,  52  (i5  avril  i6^5);  I,  53  (19  octobre  i6'|5);  I,  h\  (23  novembre  1646).  Ces  deux 
Cavendish  appartenaient  à  une  branche  collatéral**  de  celle  des  ducs  de  Devon- 
shire,  d'où  sortit  le  célèbre  physicien  Henry  Cavendish. 
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lui  communiquer  des  expériences  en  désaccord  avec  les  conclu- 
sions de  sa  lettre  à  Mersenne.  Descartes  lui  répondit  le  3o  mars 
1646  (éd.  Clerselier,  III,  86),  en  exposant  le  raisonnement  qui 
Tavait  conduit  à  sa  solution  pour  le  cas  général  et  en  discutant  la 
façon  dont,  d'après  lui,  devaient  être  faites  les  expériences. 

Le  20  avril  (Clerselier,  III,  yS),  il  écrit  à  Mersenne  et  lui  envoie 
en  même  temps  une  critique  en  latin,  c'est-à-dire  destinée  à  être 
montrée  (III,  94),  de  VAristarchus  Samius  de  Roberval.  Dans  la 
lettre  d'envoi,  il  rappelle  ses  anciennes  querelles  avec  ce  dernier 
et  s'exprime  sur  son  compte  en  termes  assez  méprisants.  Mersenne 
lui  avait  sans  doute  réclamé  le  jugement  qu'il  s'était,  aux  termes 
de  sa  lettre  du  2  mars,  montré  disposé  à  porter  sur  le  Traité  où 
Roberval,  en  feignant  publier  un  Ouvrage  inédit  de  l'antique  pré- 
curseur de  Copernic,  avait  exposé  ses  propres  idées  sur  le  système 
du  monde.  Dans  la  critique  latine,  d'autre  part.  Descaries  déclare 
que,  si  les  fautes  de  l'auteur  sont  relevées,  c'est  pour  l'obliger  à 
produire  à  son  tour  ce  qu'il  prétend  avoir  trouvé  à  redire  à  la 
Géométrie.  La  provocation  était  donc  aussi  formelle  que  pos- 
sible. 

Le  i5  mai  i64ti  (éd.  Clerselier,  111,  90),  Descaries  écrit  à 
Charles  Cavendish  une  seconde  lettre  sur  le  centre  d'agitation;  il 
s'y  réfère  à  sa  correspondance  antérieure^  quant  à  une  question 
particulière,  transmise  par  Mersenne,  il  en  laisse,  dit-il,  le  soin  à 
M.  de  Roberval,  pendant  qu'il  altend  les  instructions  que  Caven- 
dish lui  a  fait  espérer  de  la  part  de  celui-ci. 

Roberval,  consulté  par  Cavendish  sur  la  lettre  du  3o  mars, 
répondit  en  effet  par  des  Observations  (Clerselier,  111,  87)  où  il 
traita  la  question  d'un  secteur  cylindrique  suspendu  à  un  axe 
passant  par  son  centre  et  perpendiculaire  à  sou  plan.  Il  donne  la 
solution  exacte,  critique  le  raisonnement  de  Descartes  en  termes 
réellement  mesurés  et  remarque  que  les  expériences  s'accordent 
avec  sa  propre  théorie.  11  faut  remarquer  toutefois  que  celte 
théorie  est  présentée  comme  déterminant  le  centre  de  percussion 
et  qu'il  est  mis  en  doute  si,  en  principe,  la  distance  de  ce  centre  à 
l'axe  de  suspension  correspond  bien  à  la  longueur  du  pendule 
synchrone. 

Le  i5  juin  (Clerselier,  111,  88),  Descaries,  à  (|ui  Cavendish  a 
communique  les  objections  de  Roberval,  défend  son  0|)inion,  au 
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reste  sans  aigreur  marquée,  et  s^en  réfère  au  jugement  de  son 
correspondant. 

La  querelle,  ainsi  commencée,  s^assoupit  tout  d'abord,  proba- 
blement parce  que  Mersenne,  faisant  alors  un  voyage  dans  le  Midi, 
n^était  pas  là  pour  l'alimenter.  C'est  encore  Descartes  qui  la  ré- 
veilla en  la  reportant  sur  le  terrain  qu'il  avait  primitivement 
choisi. 

XI. 

Attacpies  de  Descartes  contre  Roberval  dans  les  lettres  inédites  à  Mersenne 

des  7  septembre  et  5  octobre  1646. 

Dans  la  lettre  inédite  datée  d'Egmond,  le  7  septembre  1646,  et 
adressée  à  Mersenne,  qui  vient  de  lui  annoncer  sa  rentrée  à  Paris, 
on  lit  (Bibl.  Nat.  MS.  fr.  n.  a.  5 160,  ^  87  et  38)  : 

«  Pour  le  S*"  Roberval,  puisque  vous  voyez  qu'il  a  de  la  peine 
à  se  résoudre  de  m'envoyer  sa  prétendue  démonstration  contre  ma 
Géométrie,  je  vous  prie  de  ne  l'y  point  convier  davantage,  car  je 
sais  bien  qu'il  n'a  rien  à  dire  que  je  ne  puisse  faire  tourner  à  sa 
confusion  ni  qui  soit  d'aucune  importance;  mais  il  m'engageroit 
peut-être  à  lui  faire  voir  tout  le  reste  des  fautes  que  j'ai  remar- 
quées en  son  Aristarque,  car  je  ne  vous  ai  ci-devant  écrit  que  de 
celles  qui  sont  aux  cinq  ou  six  premières  pages,  et  je  sais  bien 
que  cela  lui  déplairoit,  et  je  serai  bien  aise  de  n'offenser  personne  ; 
outre  que,  si  je  dois  employer  du  temps  à  telle  sorte  d'écrits, 
j'aime  mieux  que  ce  soit  en  examinant  le  livre  du  P.  Fabri  et  me 
défendant  contre  toute  la  Société  que  contre  un  seul  Roberval 
duquel  je  pense  que  la  mauvaise  volonté  est  assez  punie  de  ce 
qu'elle  n'est  accompagnée  d'aucun  pouvoir.  » 

Dans  la  fin  de  la  lettre,  imprimée  par  Clerselier  (II,  pages  533- 
534)  (*)  à  la  suite  d'une  autre  bien  antérieure.  Descartes  revient 
sur  la  question  du  centre  d'oscillation,  en  soutenant  que  les  diffé- 
rences entre  les  conséquences  de  sa  théorie  et  les  résultats  des 
expériences  peuvent  s'expliquer  par  les  effets  de  la  résistance  de 


(')  Le  nom  de  Cavendish  y  est  remplacé  à  tort  (p.  53^)  par  celui  de  Carcavy. 
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Fair  el  du  mode  de  suspension.  Il  n'y  fait  plus  aucune  allusion  à 
Roberval. 

La  lettre  suivante  de  Descartes  à  Mersenne,  datée  d'Egmond, 
le  5  octobre  1646,  est  inédite  comme  la  précédente;  Toriginal  en 
est  conservé  à  la  Bibliothèque  Victor  Cousin,  à  la  Sorbonne.  Nous 
allons  y  voir  Descartes  prendre,  par  rapport  à  Roberval,  un  ton 
de  plus  en  plus  agressif. 

«  Mon  Révérend  Pérk, 

»  Je  ne  doute  point  que  vous  n'ayez  reçu  la  réponse  que  j'avois 
faile  à  votre  précédente,  peu  de  lemps  après  avoir  écrit  votre 
dernière  du  i5  septembre;  mais  pourceque  mes  lettres  ne  partent 
dWIcmar  (|ue  le  samedi,  le  vent  empêche  quelquefois  qu'elles  ne 
puissent  être  à  Leyde  le  lundi  assez  à  temps  pour  être  données  au 
messager  de  Paris,  et  tout  de  même  les  vôtres  arrivent  à  Leyde  le 
samedi,  d'où  je  ne  les  rerois  que  le  samedi  d'après  et  n'y  puis 
faire  réponse  qu'à  huit  jours  de  là. 

»  Je  vous  ai  déjà  mandé  en  mes  précédentes  que,  puisque  le 
Roberval  se  fait  prier  pour  m'envover  ses  objections,  je  serai  for! 
aise  de  ne  les  point  avoir  (^*  i,  car  cela  ne  sert  qu'à  me  faire  perdre 
du  temps,  et  je  ne  fais  aucun  état  de  tout  ce  cpii  sauroil  venir  de 
lui.  Il  est  ridicule  de  dire  que  je  n'ai  blâmé  (^)  que  ses  suppo- 
sitions et  non  point  les  conséquences  qu'il  en  lire,  car  vous  pouvej 
voir,  en  li>anl  ce  que  je  vous  avois  écrit,  que  je  remarque  de  trè? 
graniles  fautes  en  l'un  et  en  l'autre,  el  j'en  aurois  bien  remarqua 
davantage  si  j'avois  voulu  examiner  tout  le  livre,  au  lieu  que  je 
n'ai  parlé  que  de  ses  quatre  ou  ciiui  premières  |)a«:r>,  mais  il  est  de 
ces  glorieux  qui  disent  qu'on  ne  leur  a  point  fait  de  mal  aprt; 
«ju'iU  ont  élé  battus.  \  ous  me  demandez  mon  0(>inion  touchani 
les  rai>uns  qu'il  donne  pour  les  fuiiepenJules  isochrones,  commt 
si  je  les  a\ois  vues,  et  toutefois  je  vous  assuie  que  je  n'en  ai 
encore  vu  aucune.  Il  s  est  bien  gardé  de  les  mettre  dans  s<]ni 
écrit  {^  »  que  ^L  de  Cavendissch  a  pris  la  peine  de  m'envover  ci- 


('  '  Aprt'-s  les  provocations  qui^  l^n  a  vur>«.  lo  |»r-»'"'vi«-  Je  I>c>carte5  r-5t  p4>>a 
Itlcment  cavalier,  s'il  ne  parle  pa«  ir -nii^urMiit-nt. 
*  *.  I»ans  la  critique  •!•*  VAristarcfius. 
''   L'^s  Of'%*^r\nti'nt%     C.\*\-^f\\^r.  III.  '^7     •l"iit  ii  o-l  p^rlr  plu*  liaol. 
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(levant,  car  il  s'est  douté  que  j'en  découvrirois  les  foiblesses;  pour 
la  règle  qu'il  donne  pour  trouver  les  centres  de  percussion,  que 
vous  mettez  à  la  (in  de  votre  dernière,  je  n'y  comprends  rien,  car 
vous  ne  me  mandez  point  les  raisons  sur  lesquelles  il  la  fonde,  et 
je  puis  raisonner  ainsi  qu'il  a  fait  ci-devant  contre  moi,  que  si  sa 
démonstration  ne  s'accorde  avec  la  mienne,  elle  ne  sauroit  rien 
valoir.  J'ai  remarqué  en  cet  écrit  que  j'ai  vu  de  lui  qu'il  y  redit 
avec  autorité  certaines  choses  qu'il  a  apprises  de  mes  lettres 
comme  s'il  les  tiroit  de  sa  tête,  et  ainsi  qu'il  ne  se  pare  que  de 
mes  plumes,  car  je  n'y  ai  trouvé  aucune  chose  qui  fût  de  lui  qui  ne 
m'ait  semblé  impertinente.  Cela  me  doit  rendre  dorénavant  plus 
retenu  à  écrire,  afin  de  ne  point  instruire  mes  ennemis  à  mon 
préjudice. . .  ('). 

»  J'ai  vu  aussi  ces  jours  un  imprimé  de  demie-feuille,  d'un 
Jacques  Bourgeois,  miroitier  et  lunetier  du  roi,  qui  a  sa  boutique 
contre  l'Église  Saint-Jacques  de  l'Hôpital  à  Paris,  par  lequel 
j'apprens  que  ce  J.  Bourgeois  a  fait  des  lunettes  vulgaires  pour 
porter  sur  le  nez,  concaves  d'un  côté  et  convexes  de  l'autre,  sui- 
vant ce  que  j'en  ai  écrit  au  commencement  du  septième  et  du 
neuvième  discours  de  ma  Dioplrique,  où  j'ai  averti  que  leur 
figure  n'a  pas  besoin  d'être  fort  exacte,  pour  ce  que  nous  ne 
savons  pas  exactement  quelle  est  celle  de  l'œil,  et  qu'il  n'est  pas 
inflexible.  Je  serai  bien  aise  de  savoir  si  ses  lunettes  réussissent 
mieux  que  les  communes,  en  cas  que  vous  ayez  occasion  de  vous 
en  enquérir. 

»  Pour  ce  que  vous  me  demandez  touchant  les  vibrations  des 
triangles  suspendus  à  votre  façon,  je  pense  vous  avoir  déjà  ré- 
pondu (|ue  cela  ne  peut  être  déterminé  que  par  l'expérience,  de 
quoi  je  pense  avoir  expliqué  les  raisons  en  la  première  lettre  que 
j'ai  eu  l'honneur  d'écrire  à  M.  de  Cavendissche  sur  ce  sujet,  et  si 
on  veut  juger  de  la  vérité  des  raisonnemens  par  les  expériences, 
il  me  semble  qu'on  en  a  assez  d'occasion  en  ce  que  j'ai  dès  le 
commencement  déterminé  la  façon  en  laquelle  les  corps  plats 
dévoient  être  suspendus  afin  qu'on  pût  donner  une  règle  certaine 
de  leurs  vibrations,  et  que  j'ai  dit  que  tous  les  triangles  suspendus 


('}  Dcscarles  continue  en  parlant  à  Morsenne  tia»  Fundanie/Ua  P/iysices  de 
Kegius.  L'alinéa  suivant  a  son  intérêt  pour  Thistoire  de  la  Dioplrique. 

Bull,  des  Sciences  mathém.y  1*  série,  t.  XV.  (Novembre  i8yi.)  23 
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par  la  base,  comme  ABC,  sont  comme  2  à  i,  et  tous  les  rectangles 
comme  DEFG  sont  comme  3  à  2,  et  tous  les  triangles  suspendus 
par  la  pointe  sont  comme  i  à  3  au  funependule  isochrone  :  car, 
si  on  trouve  que  cela  est  généralement  vrai  en  tous  ces  corps 
!  ainsi  suspendus  et  qu'au  contraire  leur  proportion  avec  le  fune- 

1  pendule  doit  être  dillVrcnte  en  tous  ces  corps  selon  que  leur  figure 

]  est  différente  lorsqu'ils  sont  suspendus  en  l'autre  façon,  je  ne 

I  sais  pas  ce  qu'on  peut  attendre  de  plus  pour  juger  si  j'ai  vu 

quelque  chose  en  celte  matière. 

»  Je  ne  puis  refuser  le  commerce  par  lettres  que  le  S*"  Tori- 
;  celli  (*)   veut  avoir  avec   moi;  je    tiendrai    toujours  à  honneur 

d'avoir  connoissance  avec  des  personnes  de  son  mérite  et  tâcherai 
j  de  me  rendre  digne  de  leur  amitié  en  tout  ce  c|ui  me  sera  possible. 

:  J'ai  aussi  de  l'obligation  à  M.  de  Carcavi  de  ce  qu'il  me  veut  en- 

I  voyer  quelques  écrits  touchant  la  Géométrie,  mais  je  vous  dirai 

que  je  suis  maintenant  si  éloigné  de  penser  aux  Mathématiques 
;  (jue  c'est  quasi  du  plus  loin  qu'il  me  souvient,  et  je  voudrais  que 

le  S*"  Roberval  piU  persuader  à  tout  le  monde  que  je  les  ai  en- 
tièrement oubliées. 

»  Je  suppose  que  M.  Picot  est  encore  aux  champs;  sitôt  que  je 
saurai  qu'il  sera  de  retour,  je  ne  manquerai  pas  de  lui  écrire.  Je 
suis, 

»  Mon  Révérend  Père, 

Votre  très  humble 

et  très  zélé  serviteur, 

Descartks. 
D'Kjîniond,  le  5  d'octobre  1646. 

»  Je  joins  les  deux  encloses  avec  celte  lettre  |jource  que  je 
crois  qu'elles  n*en  enchériront  poini  le  pori,  et  je  n'ai  rien  à  écrire 
à  M.  de  Clairsellier,  sinon  que  je  le  remercie  de  ses  dernières  du 
10  d'août  et  suis  son  très  humble  serviteur.  » 

L'attitude  que  prend  Descaries  dans  la  lettre  qui  précède  se 
comprend  en  partie,  si  l'on  s(*  rend  compte  queMersenne,  d'après 
les  résultats  de  ses  expériences,  donnait  raison  à  Roberval  pour 


(  ')  T«»rricclli.  mort  en  iT»  17.  ne  parait  |)a>  «!lre.  de  fait,  entré  on  correspondance 
a\i'c  I>ï.rarlc>. 
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les  centres  d'oscillalion  dans  le  cas  du  mouvement  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  au  plan  de  la  Hgure.  Descartes  pouvait  insister 
à  bon  droit  sur  l'exactitude  reconnue  de  sa  solution  pour  le  cas  du 
mouvement  d'une  figure  plane  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan, 
mais  il  allait  sans  doute  trop  loin  en  accusant  Roberval  de  s'être 
approprié  cette  solution.  Enfin,  si  ce  dernier  avait  traité  avec 
succès  le  cas  d'un  secteur  circulaire  oscillant  autour  d'un  axe 
passant  par  le  centre  et  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  il 
s'était  trompé  pour  le  cas  d'un  triangle  isoscèle  suspendu  par  un 
sommet  h  un  axe  perpendiculaire  à  son  plan.  C'est  à  ce  cas  que  se 
rapportait  la  règle  envoyée  par  Mersenne  à  Descartes  et  que 
celui-ci  déclare  ne  point  comprendre. 

Cette  règle,  que  Mersenne  a  donnée  dans  ses  Rcjlectiones  phy- 
sico-niathematicœ  de  1647  (Chap.  XI),  se  trouve  en  effet  ex- 
pressément indiquée  par  Descartes  (éd.  Clerselier,  III,  92), 
comme  lui  ayant  été  communiquée  par  le  Minime  dans  sa  lettre 
du  i5  septembre  1646.  Cette  règle  revient  à  l'énoncé  suivant  : 

Soit  h  la  hauteur  du  triangle  isoscèle  et  a  le  demi-angle  au 
.sommet,  la  distance  de  ce  sommet  au  centre  d'oscillation,  d'après 
l^oberval,  serait 

/     séc'  a  doL 

■\  .'■■ 
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tandis  qu'il  aurait  dû  trouver  une  construction  revenant  à  poser 
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L'exactitude  du  résultat  qu'il  avait  obtenu  pour  le  secteur  cir- 
culaire semble  cependant  indiquer  que  sa  méthode  était  réellement 
fondée  sur  un  principe  vrai,  et  que  son  erreur  pour  le  triangle 
isoscèle  peut  être  assimilée  à  une  faute  de  calcul.  Au  reste,  il 
n'avait  nullement  indiqué  cette  méthode.  Descartes  ne  pouvait 
donc  la  juger  que  par  deux  conséquences,  dont  l'une,  quoi  qu'en 
ait  dit  Mersenne,  était  aussi  bien  en  contradiction  avec  l'expérience 
(jue  la  théorie  de  Tauleur  de  la  Géométrie. 
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Ofi  sait  qu'il  était  réservé  à  Huygens  d'établir  définitivement, 
dix-huit  ans  plus  tard,  les  principes  du  calcul  des  centres  d'oscil- 
lation. En  1(346,  il  n'avait  encore  que  dix-sept  ans,  mais  il  est 
remarquable  que  M ersenne,  avec  lequel  il  entrait  dès  lors  en  cor- 
respondance mathématique,  Tait  tenu  au  courant  du  problème 
qui  s'agitait  (*).  Le  12  octobre,  il  lui  communique  la  règle  de 
Roberval  pour  les  secteurs  circulaires.  Le  8  décembre,  il  lui  ex- 
plique sa  méthode  expérimentale,  et  lui  propose  la  question  du 
triangle  comme  non  résolue  dans  sa  généralité.  En  janvier  1647, 
il  revient  encore  sur  ce  sujet  à  propos  d'un  Ouvrage  (^)  imprimé 
en  France  qu'il  a  envoyé  à  Huygens  et  011  cette  question  se  trou- 
vait traitée.  Il  y  a  là,  sans  contredit,  un  des  exemples  les  plus 
remarquables  de  l'influence  exercée  par  la  correspondance  du 
Minime  sur  le  progrès  des  Sciences  au  dix-septième  siècle. 


(')  Voir  Clfe'ai'/ejp  complètes  de  Christiaan  Huygens,  tome  1.  La  Haye,  1888, 
n-  13,  23,  24,  25  et  27. 

(«)  Cet  Ouvrage  dont  Mersennc  parle  dans  les  n«"  24,  25  et  27  de  la  Correspon- 
dance de  Huygens  n'est  pas  désigne  par  le  nom  de  l'auteur;  les  éditeurs  ont  sup- 
pose qu'il  s'agissait  des  Apkorismi  physici  du  P.  Noël.  Mais  Mersennc  indique 
deux  volumes  in-|»  el  non  pas  uu  seul  in-8°  comme  les  Apkorismi.  De  ces  vo- 
lumes, le  premier  traitait  d'ailleurs  de  la  Logique,  le  second  des  Mouvements  des 
corps;  on  doit  y  reconnaître  le  Philosophiœ  tomiis  primus  et  le  Tractatus  de 
motu  locali.  imprimés  à  Lyon  en  i646  sous  le  nom  de  Petrus  Afosneritis,  comme 
composés  d'après  les  leçons  du  P.  Honoré  Fabri.  lequel  parait  en  être  réellement 
l'auteur. 
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Maurice  d*OGAGNE.  —  Noiiographib  ;  les  calculs  usuels  effectués  au 
MOYEN  DES  ABAQUES.  Essai  d'uno  théorie  générale.  Règles  pratiques. 
Exemples  d'application,  i  vol.  in-8**,  96  p.  avec  figures  dans  le  texte  et 
8  Planches.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils,  1891. 

LMdëe  de  substituer  des  opérations  graphiques  à  des  calculs 
laborieux,  pour  toutes  les  questions  concernant  les  applications 
pratiques  des  Mathématiques,  est  déjà  ancienne  et  a  été  formulée 
de  bien  des  manières,  notamment  dans  ces  dernières  années.  Tan- 
tôt, comme  dans  la  Statique  graphique,  on  a  recours  à  une  con- 
struction particulière  pour  résoudre  la  question  qui  se  présente  ; 
tantôt,  on  se  sert  d'une  sorte  d'épuré  toute  faite  à  l'avarice,  d'une 
Table  graphique  contenant  la  traduction  par  le  trait  d'une  formule 
plus  ou  moins  complexe,  Table  sur  laquelle  il  n'y  a  plus  qu'à  faire 
une  lecture. 

C'est  à  l'étude  de  ces  Tables  graphiques,  ou  abaques,  qu'est 
consacré  le  très  intéressant  Volume  de  M.  d'Ocagne.  Mais,  alors 
que  ses  prédécesseurs  ont  simplement  développé  des  méthodes 
spéciales  plus  ou  moins  ingénieuses,  applicables  à  des  cas  ])arti- 
culiers,  M.  d'Ocagne  s'est  surtout  attaché  à  établir,  sous  ime 
forme  complète,  bien  que  concise,  une  sorte  de  doctrine  générale 
dont  les  applications  particulières  découlent  ensuite  naturellement. 
C'est,  en  quelque  sorte,  une  œuvre  analogue  à  celle  qu'accomplit 
Monge  lorsqu'il  créa  la  Géométrie  descriptive  en  empruntant  aux 
procédés  antérieurs  tout  le  secours  qu'ils  pouvaient  apporter  à  la 
doctrine  nouvelle.  Il  en  résulte  un  ensemble  tout  à  fait  intéressant, 
soit  au  point  de  vue  des  Mathématiques  pures,  soit  au  point  de 
vue  des  applications;  et  c'est  à  cette  branche  nouvelle  que  l'auteur 
a  donné  le  nom  significatif  et,  selon  nous,  heureusement  choisi,  de 
Nomo  graphie . 

Il  est  à  remarquer  que  le  travail  de  coordination  dont  il  s'agit 

ne  pouvait  être  entrepris  que  par  un  homme  appelé  à  appliquer 

pratiquement,  chaque  jour,  les  Mathématiques,  et  cependant  porté 

par  ses  goûts  et  ses  études  antérieures  à  l'examen  des  considéra- 

BuU.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XV.  (Décembre  1891.)  2Î 
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lions  de  pure  science.  Il  était  nécessaire,  en  un  mot,  que  l'auteur 
fût  à  la  fois  ingénieur  et  mathématicien,  comme  Test  M.  d'Ocagne. 
Du  reste,  ses  prédécesseurs  dans  cette  voie  et,  notamment,  MM.La- 
lanne,  Lallemand  et  Collignon,  ont  présenté  aussi,  presque  tous, 
ce  double  caractère. 

Dans  l'impossibilité  où  nous  sommes  d'indiquer,  d'une  façon 
complète,  ce  que  contient  ce  petit  Ouvrage  si  substantiel,  et  sur- 
tout de  faire  ressortir  les  innombrables  applications  possibles  de 
la  Nomographie,  nous  voudrions  nous  borner  à  donner  au  lecteur, 
sous  forme  sommaire,  une  notion  de  l'idée  fondamentale  sur  la- 
quelle l'auteur  a  édifié  sa  nouvelle  doctrine.  Quelques  mots  sur 
les  divisions  principales  du  livre  suffiront  ensuite  pour  en  faire 
comprendre  l'utilité. 

Tout  le  monde  sait  comment  une  relation  entre  deux  variables 
peut  se  représenter  par  une  courbe.  Si,  au  lieu  de  deux  variables, 
nous  en  avons  trois,  x^  y,  -z,  par  exemple,  et  qu'on  imagine  la  sur- 
face représentée  par  Téquation  /(^r,  y^  z)  =  o,  cette  surface 
pourra  être  figurée  par  ses  lignes  de  niveau ,  correspondant  aux 
diverses  valeurs  de  z\  si,  sur  cette  figure,  on  prend  le  point  ayant 
pour  coordonnées  x,  y,  le  numéro  de  la  courbe  sur  laquelle  se 
trouve  ce  point  (ou  dans  le  voisinage  duquel  il  se  trouve)  donnera 
la  valeur  correspondante  de  z.  Telle  est  la  première  idée  très 
simple,  et  très  imparfaite  au  point  de  vue  pratique,  qui  a  servi 
tout  d'abord  de  base  à  la  construction  des  abaques. 

Au  lieu  de  cela,  M.  d'Ocagne  considère  les  trois  courbes 
Fi  (^,r,3c)r=o,  F2(:c,  j,  |3)  =  o,  F3(x,y,  T)  =  Oi  ou  (I,  )(l2)(Ij); 
dans  les  équations  de  ces  courbes,  a,  [3,  v  sont  des  paramètres 
variables,  par  rapport  auxquels  les  courbes  sont  dites  isoplèlhes, 
suivant  l'expression  de  Vogler  et  de  M.  Lalanne.  L'élimination 
de  x,  y  entre  les  trois  équations  donnerait  Fq  (a,  p,  y)  =  o,  et 
cette  condition  exprime  que  les  trois  isoplèthes  correspondantes 
passent  en  un  môme  point.  Donc,  le  Tableau  graphique  formé  par 
les  trois  systèmes  de  courbes  cotées  n'est  autre  qu'un  abaque 
fournissant  une  représentation  de  l'équation  Fo(a,  ^,y)t=  o. 

Etant  donnée  celte  dernière,  on  peut  évidemment  disposer  arbi- 
Irairemenl  de  deux  quelconques  des  équations  (I|),  (U)?  ('a)*  La 
troisième  en  résulte.  C'est  celle  indétermination  qui  permettra, 
suivant  les   cas    particuliers,   d'arriver  à    une    construction    aussi 
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avantageuse  que  possible,  où  les  lectures  et  Tînterpolalion  à  vue 
puissent  se  pratiquer  avec  clarté  et  rigueur. 

Après  avoir  exposé,  dès  le  début  du  Chapitre  I,  ce  principe 
général,  l'auteur  en  fait  application  à  la  méthode  des  anamor- 
phoses de  M.  Lalanne,  montre  comment  elle  se  généralise  et  in- 
dique les  cas  particuliers  des  isoplèthes  rectilignes  ou  circulaires, 
et  des  échelles  binaires  de  M.  Lallemand;  le  Chapitre  se  termine 
par  des  considérations  très  élégantes  sur  l'élimination  graphique. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  à  l'examen  de  quelques  exemples 
d'applications  à  trois  variables.  Nous  nous  contenterons  de  men- 
tionner :  les  heures  de  lever  et  de  coucher  du  Soleil,  le  poids  de 
la  vapenr  d'eau  contenue  dans  l'air,  l'équation  trinôme  du  troi- 
sième degré  et  les  murs  de  soutènement.  Dans  ce  dernier  exemple 
Tabaque  présente  deux  systèmes  d'isoplèthes  rectilignes  et  un 
d'isoplèthes  circulaires. 

Dans  le  Chapitre  III  sont  étudiés  les  équations  à  triple  réglure 
parallèle  et  les  abaques  hexagonaux.  Les  travaux  de  M.  Lalle- 
mand y  sont  analysés  d'une  façon  très  claire.  On  y  trouve  l'em- 
ploi des  échelles  linéaires  et  de  l'indicateur  transparent,  le  dépla- 
cement et  le  fractionnement  des  échelles,  les  échelles  centrales 
additionnelles,  et  des  applications  à  l'équation 

logY  =  Ioga-f-logP, 

ainsi  qu'aux  abaques  de  remblai  et  de  déblai,  avec  tous  les  détails 
pratiques  nécessaires  pour  en  bien  comprendre  l'emploi. 

Viennent  ensuite,  dans  le  Chapitre  IV,  les  équations  à  triple 
réglure  quelconque  et  les  abaques  à  points  isoplèthes.  Ce  système, 
dont  l'idée  appartient  en  propre  à  M.  d'Ocagne,  constitue  l'une  des 
applications  les  plus  heureuses  de  la  notion  de  corrélation  et  de 
sa  méthode  des  coordonnées  parallèles.  Il  montre  comment  se 
fait  la  transformation  des  abaques  à  droites  isoplèthes  en  abaques 
à  points  isoplèthes  et  donne  ensuite,  comme  exemple,  l'équation 
complète  du  troisième  degré  et  la  détermination  du  fruit  intérieur 
d'un  mur  de  soutènement.  Enfin  la  transformation  homographique 
générale,  les  dilatations  d'ordonnées,  et  l'anamorphose  graphique 
de  M.  Lallemand  sont  l'objet  d'applications  intéressantes. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  il  n'est  question  que  d'équations  à 
trois  variables  au  plus.  L'auteur  aborde,  dans  le  Chapitre  V,  les 
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équations  à  plus  de  Irois  variables.  On  peut,  dans  certaines  cir- 
coustanceSy  appliquer  à  ces  équations  le  principe  général,  ou  bien 
recourir  parfois  à  des  artifices  particuliers,  tels  que  les  abaques 
hexagonaux  à  échelles  binaires  de  M.  Lallemand;  parmi  les 
exemples,  on  peut  citer  ceux  des  intérêts  composés  et  de  la  pous- 
sée des  terres.  En  généralisant  ces  notions,  on  arrive  à  d'autres 
applications  encore,  telles  que  Tabaque  de  la  déviation  du 
compas. 

Le  Chapitre  VI  et  dernier  a  pour  objet  la  méthode  des  points 
doublement  isoplèthes,  permettant  l'extension  à  quatre  variables 
du  principe  général  dans  certains  cas  déterminés.  L'auteur  eu  fait 
application  aux  équations  des  troisième,  quatrième  et  cinquième 
degrés,  à  la  distance  sphérique,  aux  lentilles.  Viennent  ensuite 
quelques  considérations  sur  les  équations  à  cinq  et  à  six  variables 
et  sur  les  isoplèthes  tangentielles. 

Le  Livre  se  termine  par  une  Note  additionnelle  sur  la  générali- 
sation de  remploi  des  transparents. 

Notre  analyse  ne  serait  pas  complète  si  nous  omettions  de  rendre 
hommage  à  la  perfection  d^exécution  du  Livre  et  des  Planches 
admirablement  gravées  qui  y  font  suite.  On  sait  d'ailleurs  com- 
bien l'imprimerie  Gauthier-Villars  a  su  pousser  loin  ce  qu'on  peut 
appeler  l'art  typographique.  Peut-être,  en  ce  qui  concerne  les 
publications  dont  nous  parlons,  serait-il  à  désirer  que,  dans  les 
publications  avenir  sur  le  même  sujet,  ou  même  simplement  dans 
les  constructions  d'abaques  pour  des  usages  pratiques,  on  fît  em- 
ploi des  lignes  de  couleurs  différentes.  Il  y  aurait  là,  selon  nous, 
une  très  légère  modification,  de  nature  à  rendre  les  lectures  sou- 
vent plus  faciles  et  plus  claires. 

Après  avoir  étudié  ce  petit  volume,  que  nous  avons  eu,  pour 
notre  compte,  plaisir  à  lire  et  à  analyser,  chacun  en  reconnaîtra 
l'importance  à  la  fois  théorique  et  pratique  et  se  joindra  à 
M.  d'Ocagne  pour  renouveler  avec  lui  le  vœu  qu'il  exprime  en  ces 
termes  dans  son  Avant- propos  : 

«  Nous  souhaiterions  que  l'usage  des  abaques  entrât  assez  dans 
leurs  habitudes  pour  que  les  auteurs  écrivant  sur  des  sujets  tech- 
niques fussent  amenés,  en  faisant  connaître  quelque  formule  nou- 
velle applicable  à  un  objet  pratique,  à  en  faire  immédiatement  la 
traduction  sous  forme  d'abaque,   do  façon  à  donner  mieux  que  la 
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formule  elle-même,  à  savoir  les  résultats  auxquels  elle  doit  con- 
duire dans  les  cas  où  elle  est  applicable.  Il  nous  semble  de  même 
que  le  recueil  des  formules  relatives  à  une  certaine  profession 
pourrait  être  avantageusement  remplacé  par  l'Allas  des  abaques 
correspondants.  »  C.-A.  Laisant. 


MÉLANGES. 

LES  AUTOGRAPHES  DE  DESGARTES  A  LA  BIBLIOTHÈQUE  NATIONALE; 

Par   m.    Paul  TANNERY. 
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XI. 

Réplique  inédite  de  Robenral  à  Descartes. 

Après  les  nouvelles  provocations  de  Descartes,  que  nous  ve- 
nons de  voir,  Roberval  ne  pouvait  plus  longtemps  garder  le  si- 
lence; il  répondit  par  une  lettre  inédile,  qu'il  adressa  à  Charles 
Cavendish,  et  où  il  resta  d'ailleurs  sur  le  terrain  de  la  question 
de  Mécanique.  Cette  lettre,  où  il  prend  à  son  tour  le  ton  d'un 
adversaire  déclaré  de  Descartes,  nous  a  été  conservée  par  une 
copie  de  la  main  de  Mersenne,  qui  se  trouve  dans  le  MS.  de  la 
Nationale  fr.  n.  a.  5i6i,  folio  i4?  et,  d'autre  part,  par  le  brouillon 
de  Roberval,  dans  le  MS.  fr.  n.  a.  1086,  f"*  86  à  89. 

Voici  cette  lettre  in  extenso  : 

<(  J'ai  quatre  choses  à  répliquer  à  Mons.  Descartes  :  1°  J'avoue 
que  je  me  suis  trompé  dans  l'écrit  que  j'ai  fait  pour  lui  (*);  mais 
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savez-vous  en  quoi?  C'est  en  ce  que  je  croyois  qu'il  fût  amateur 
de  la  vérité  et,  au  contraire,  je  reconnois  maintenant  qu'aussitôt 
qu'elle  ne  s'accorde  pas  à  ses  pensées,  il  devient  son  adversaire  et 
la  combat,  comme   s'il   étoit  capable  de  la  vaincre  et  lui  faire 
changer  de  parti  pour  prendre  le  sien  ;  de  quoi  je  ne  puis  penser 
autre  cause,  sinon  que,  voulant  paroître  impeccable,  il  a  cru  que 
ce  seroit  ruiner  son  dessein,  et   peut-être  aussi  qu'il  y  auroit 
quelque  sujet  de  honte,  s'il  se  dédisoit  apertement.  Mais  rési3ter 
à  la  vérité,  c'est  regimber  contre  l'aiguillon  et,  pour  ne  vouloir  pas 
se  dédire,  au  contraire,  pour  s'obstiner  à  vouloir  maintenir  une 
mauvaise  cause,  il  se  contredit  sans  s'en  apercevoir,  faute,  comme 
je  crois,  d'avoir  retenu  copie  de  sa  première  lettre  (*)ou  d'avoir 
conservé  en  sa  mémoire  ce  qu'elle  contient;  car,  en  sa  seconde  (^), 
il  nie  que,  pour  les  vibrations  réciproques  d'un  corps  balancé  li- 
brement à  l'entour  d'un  essieu,  il  faille  considérer  la  direction  de 
chacun  des  points  de  ce  corps,  rapportés  à  une  certaine  perpen- 
diculaire, comme  celle  qui  est  dressée  vers  le  centre  de  la  Terre, 
afin  de  déterminer  dans  cette  perpendiculaire  le  centre  d'agitation 
ou  de  percussion.  Et  toutefois,  dans  sa  première  ('),  il  avoit  assuré 
que  ce  centre  est  dans  cette  perpendiculaire;  partant,   puisque, 
par  les  règles  de  la  Méchanique,  l'établissement  d'un  tel  centre 
dépend  non  seulement  de  la  force  de  l'agitation  de  chacun  point 
du  corps  balancé,  mais  aussi  de  la  direction  des  mêmes  points,  il 
s'ensuit  que  la  force  et  la  direction  ensemble,  qui  établissent  ce 
centre,  doivent  être  rapportées  à  la  perpendiculaire  dans  laquelle 
il  esl,  et  à  renlour  de  laquelle  la  force  de  l'agitation  est  également 
épandue,  c'est-à-dire  que  les  parties  dextres  ont  l'agitation  égale  à 
celle  des  senestres  et  celles  de  devant  à  celles  de  derrière,  etc. 

))  Voilà  une  contradiction  manifeste  entre  ses  deux  lettres. 

»  En  second  lieu,  vous  remarquerez,  s'il  vous  plaît,  touchant 
mon  même  écrit,  que,  voyant  que  M.  D.  C  supposoit  ce  centre 
dans  celte  perpendiculaire  et,  partant,  étoit  obligé  d'y  rapporter 
la  force  et  la  direction  de  chacun  des  points  agités,  mon  dessein 
n'a  été  autre  (comme  je  l'ai  protesté  par  deux  fois  dans  le  même 


C)  Clerselier,  111,86,  lettre  à  Cavendish  du  3o  mars  iG^G. 

{')  Clerselier,  III,  88,  lettre  à  Cavendish  du  lî  juin  ifi^G.  Voir  p.  307,  ligne  10. 

(')  Clerselier,  III,  p.  ^93,  ligne  ?i  et  suiv. 


MÉLANGES.  3o3 

écrit,  en  mots  exprès)  que  de  faire  voir  que  son  raisonnement 
étoit  défectueux,  pource  qu'il  avoit  oublié  de  considérer  la  direc- 
tion des  points  mobiles,  ce  qui  avoit  été  cause  qu'en  tous  les  corps 
généralement,  et  presque  en  toutes  les  superficies,  sa  méthode 
assigne  le  centre  d'agitation  ou  de  percussion  plus  haut,  c'est- 
à-dire  plus  près  de  l'essieu,  qu'il  n'est  en  effet.  Et  quoique  j'aie 
énoncé  le  lieu  où  il  est  dans  celte  perpendiculaire,  et  non  dans  les 
autres,  pour  chacun  secteur  de  cylindre  ou  de  cercle,  toutefois  je 
n'ai  nullement  pensé  à  lui  en  donner  la  démonstration,  ni  à  lui 
faire  passer  mon  autorité  pour  objection^  ainsi  qu'il  me  reproche 
sans  raison  (*). 

»  La  démonstration  que  j'ai  de  mon  énoncé,  qui  est  contraire  au 
sien,  m'a  fait  connoître  que  son  raisonnement  manquoit  en  quelque 
chose,  mais  je  me  suis  contenté  de  faire  paroître  ce  manque  par 
un  autre  mojen,  sans  produire  ma  démonstration  qui,  comme  j'ai 
dit,  est  trop  longue  et  à  laquelle,  ni  à  mon  autorité,  je  n'ai  point 
prétendu  qu'il  ajoutât  aucune  foi. 

»  En  troisième  lieu,  je  m'étois  contenté  d'indiquer  seulement 
que  le  centre  de  percussion  se  pouvoit  assigner  dans  plusieurs 
autres  lignes  que  dans  la  perpendiculaire  susdite,  dans  laquelle 
seule  il  considère  celui  au  moyen  duquel  il  veut  régler  le  fune- 
pendule,  et  que  tous  ces  centres  étoient  dans  un  lieu.  A  quoi 
M.  D.  C,  reconnoissant  cette  vérité,  a  répondu  (^)  que  ce  lieu 
est  la  circonférence  d'un  cercle.  Pour  le  présent,  je  dirai  plus  :  car 
je  soutiens  que  tous  ces  centres  ensemble  (et  non  aucun  en  par- 
ticulier), y  ajoutant  l'effet  que  contribue  en  cette  occasion  le 
centre  de  gravité  du  corps,  règlent  la  longueur  du  fune-pendule 
qu'on  demande;  je  soutiens  aussi  que  M.  D.  C.  a  manqué  dere- 
chef, disant  que  le  lieu  proposé  est  une  circonférence  ou  arc  de 
cercle;  et  enfin  je  soutiens  que  sa  méthode  ne  donne  aucun  de 
tous  ces  centres  au  secteur  dont  je  me  suis  servi  en  mon  écrit;  et 
le  tout,  faute  à  lui  de  considérer  la  direction  des  points  mobiles, 
laquelle  doit  nécessairement  être  considérée  en  celle  occasion. 


(•)  CIcrsclier,  III,  p.  5o6. 

C)  Clersclicr,  III,  p.  507,  ligne  5.  —  Les  assenions  suivantes  de  Robcrval  in- 
diquent qu'il  est  de  plus  en  plus  convaincu  que  la  question  des  centres  de  per- 
cussion est  distincte  de  celle  du  pendule  synchrone. 
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»  En  qualrième  et  dernier  lieu,  j^avois  dit  que,  quand  le  centre 
d^agitation  ou  de  percussion  auroit  été  trouvé  dans  la  perpendicu- 
laire, ainsi  qu'il  prétend,  il  ne  paroissoit  pas  pourtant  qu'il  fût  la 
règle  ou  distance  requise  pour  les  vibrations  ou  balancemens  du 
corps,  auquel  balancement  le  centre  de  gravité  contribue  quelque 
chose  aussi  bien  que  le  centre  d'agitation,  vu  que  ce  centre  de  gra- 
vité est  la  cause  de  la  réciprocalion  de  ce  balancement  de  droite  à 
gauche  et  de  gauche  à  droite  et  que,  s'il  n'y  avoit  que  l'agitation, 
le  mouvement  seroit  continuel  d'une  même  part  à  l'entour  de 
l'essieu;  sur  quoi  M.  D.  C.  dit(*)que  c'est  la  gravité  ou  pesanteur 
du  mobile  qui  est  la  cause  de  cette  réciprocation  de  droite  à 
gauche,  et  non  pas  le  centre  de  gravité,  lequel  n'est  en  ce  cas 
qu'une  chimère,  n'étant  plus  du  tout  ou  étant  changé  en  celui 
d'agitation.  Ici,  je  reconnois  qu'il  est  aveugle  volontaire  et  qu'à 
dessein  il  fuit  la  lumière  et  la  distinction  qui  lui  sont  contraires, 
pour  se  jeter  dans  les  ténèbres  et  la  confusion,  sans  respecter  la 
Méchanique,  dont  il  choque  manifestement  les  principes,  par 
lesquels  elle  nous  prescrit  que,  quand  un  même  corps  est  porté  de 
deux  différentes  puissances,  chacune  a  son  centre  particulier,  et 
qu'on  doit  considérer  distinctement  la  force  et  la  direction  de 
chacune  de  ces  puissances  rapportée  au  centre  particulier  de  cha- 
cune, pour,  au  moyen  de  ces  différentes  forces  et  directions  ainsi 
rapportées,  établir  la  force,  la  direction  et  le  centre  du  composé 
de  ces  puissances  ;  et  ce,  soit  que  le  corps  soit  libre  ou  balancé  sur 
quelque  essieu,  de  même  que  Ton  considère  distinctement  la  pe- 
santeur cl  le  centre  particulier  de  chacune  des  parties  qui  com- 
posent un  même  corps,  pour,  par  la  proportion  réciproque,  établir 
le  centre  de  gravité  du  total,  lequel  centre  est  le  plus  souvent  tout 
autre  que  chacun  des  particuliers,  qui  pourtant  ne  deviennent 
pas  des  chimères,  ni  ne  se  changent  pas  en  celui  du  total. 

»  Or  ici,  la  pesanteur  du  corps  est  une  puissance,  Tagitation 
du  même  en  est  une  autre,  quoiqu'elle  soit  causée  par  la  pesanteur, 
et  chacune  de  ces  puissances  a  sa  force,  ses  directions  et  son 
centre  propre  et  particulier,  qui  servent  à  examiner  le  centre  du 
composé  de  ces  différentes  puissances,  lequel  centre  change  sans 


(')  Clorsclici",  III,  '*>><,  |).  'yo-,  lijiiic  ?»  cl  siiiv. 
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doute  en  chaque  diQ'érente  position  du  corps  balancé  à  Tentour 
d'un  même  essieu;  et  par  ces  changemens,  ce  centre  décrit  un 
lieu  dans  le  même  corps.  De  ce  lieu,  les  différents  points  étant  dif- 
féremment éloignés  de  l'essieu  du  mouvement,  ces  différentes  dis- 
tances apportent  indubitablement  de  l'altération  à  la  vitesse  du 
mouvement  réciproque  des  vibrations.  Il  faudroit  donc  connoître 
et  ce  lieu  et  cette  altération  pour  déterminer  la  longueur  du  fune- 
pendule  qui  feroitles  vibrations  d'égale  durée. 

»  C'est  de  quoi  le  raisonnement  de  M.  D.  C.  est  par  trop 
éloigné  et,  partant,  il  ne  se  faut  pas  étonner  si  l'expérience  contre- 
dit si  constamment  à  ses  conclusions,  même  aux  corps  qui  prennent 
fort  peu  d'air,  comme  les  secteurs  de  cercles  ou  plutôt  de  cy- 
lindres, balancés  à  l'entour  de  leur  essieu  et  ayant  fort  peu  d'é- 
paisseur suivant  la  longueur  du  même  essieu. 

»  Quant  au  reproche  qu'il  me  fait,  que  mon  écrit  est  trop 
long(*),  je  n'y  répondrai  autre  chose,  sinon  que  sa  lettre  est  aussi 
trop  longue  d'autant  de  mots  qu'il  en  a  employé  a  faire  ce  re- 
proche, qui  ne  se  pratique  d'ordinaire  que  hors  de  propos  et  sans 
sujet  par  quelques  déclamateurs,  lorsqu'ils  manquent  d'autres 
discours  pour  fournir  à  leurs  déclamations. 

»  Pour  conclusion,  en  cette  cause,  la  raison  et  l'expérience 
sont  de  mon  côté.  Que  si  M.  D.  C.  ne  veut  rien  donner  à  l'une  ni 
à  l'autre,  je  laisse  à  chacun  de  juger  ce  que  l'on  doit  espérer  de 
lui  qui,  méprisant  ces  deuxinslrumens  de  la  connoissance  humaine, 
ne  veut  suivre  que  ses  pensées,  lesquelles  il  prend  lui-même  et 
veut  faire  passer  aux  autres  pour  autant  de  vérités. 

»  M.  D.  C.  n'a  pas  mieux  réussi  contre  Aristarque.  Et,  dans  sa 
Géométrie  imprimée,  on  lui  peut  faire  le  même  reproche  touchant 
le  Heu  ad  3  et  ^  lineas  qu'a  fait  sur  le  même  sujet  Apollonius  à 
Euclide(2).  Mais  ces  deux  derniers  points  s'adressent  au  R.  P.  Mer- 
senne,  auquel  je  satisferai  bientôt,  comme  j'espère,  sur  chacun 
d'iceux.  » 


C)  CIcrselier,  III,  p.  5o5,  ligne  7  en  remontant. 

(^)  Le  reproche  de  n'avoir  pas  fait  la  synthèse  du  lieu.  C'est  la  première  fois, 
semble-t-il,  que  Hoberval  ciiiel  cette  critique,   dont  la  justesse  est  incontestable. 
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XII. 

Lettre  inédite  de  Descartes  à  Mersenne  du  12  octobre  1646. 

La  lettre  qui  précède,  de  Roberval  à  Charles  Cavendish,  n'est 
pas  datée;  comme  on  Ta  vu,  elle  répond  à  la  lettre  de  Descartes  à 
Cavendish  du  1 5  juin  1646;  le  noble  anglais  auquel  ils  s'adressaient, 
craignit  d'envenimer  la  dispute  et  ne  voulut  pas  se  charger  d'en- 
vojer  en  Hollande  la  réplique  de  Roberval.  Descartes  le  remercie 
de  sa  courtoisie  à  cet  égard  dans  la  lettre  Clerselier  III,  91,  que 
l'annotateur  anonyme  de  l'exemplaire  de  l'Institut  date  du  10  no- 
vembre, mais  qui  est  plutôt  du  2  du  même  mois.  La  communica- 
tion fut  donc  faite  par  Mersenne,  à  qui  Descaries  ne  pouvait 
refuser  de  faire  à  son  tour  une  réplique;  on  la  trouvera  dans 
l'édition  de  Clerselier,  III,  96,  et  sa  date  est  du  2  novembre  1646. 
Mais  le  Minime  avait  d'abord  annoncé  à  son  correspondant  l'exis- 
tence de  la  lettre  de  Roberval,  à  une  date  postérieure  au  i5  sep- 
tembre et  qui  motiva  la  réponse  suivante,  inédite.  C'est  un  mor- 
ceau écrit  de  verve  et  des  plus  curieux  pour  qui  veut  apprécier  le 
caractère  de  Descartes. 

Mon  Révérend  Père, 

«  Il  y  a  fort  peu  de  temps  que  je  me  suis  donné  l'honneur  de 
vous  écrire  (*),  mais  pource  que  j'ai  encore  depuis  reçu  de  vos 
lettres  où  vous  me  menacez  de  m'envoyer  des  écrits  de  Roberval  (^), 
j'ai  pensé  vous  devoir  encore  écrire  ce  mot  pour  vous  dire  que 
j'estime  si  peu  tout  ce  qui  sauroit  venir  de  lui  que  je  ne  crois  pas 
qu'il  vaille  le  port,  et  que  je  vous  supplie  très  humblement  de  ne 
m'envoyer  jamais  rien  de  sa  part;  je  n'ai  point  tant  de  curiosité 
pour  voir  des  sottises.  Il  a  beau  dire  qu'il  en  sait  mille  fois  plus 
que  moi  en  Géométrie;  pendant  qu'il  n'en  donnera  point  d'autres 
preuves  qu'il  n'a  fait  jusques  à  présent,  je  ne  l'en  estimerai  pas 


(')  La  lettre  du  5  octobre  iG4^)  dont  un  extrait  a  été  donné  plus  haut. 

(')  Il  s'agit  de  la  lettre  de  Roberval  à  Cavendisli,  reproduite  ci-dessus  et  donl 
la  date  peut  ainsi  ùtre  fixée  en  septembre  1O4G.  Mersenne  semble  avoir  attendu, 
pour  l'envoyer  à  Descartes,  les  critiques  que  Rol)erviil  annonçait  c(»nlre  la  Géo- 
métrie, mais  qu'il  ne  semble  pas  avoir  jamais  rédigées. 
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davantage.  Et  pour  ce  qu^il  m*a  dit,  étant  à  Paris,  touchant  la 
question  de  Pappus,  sachez  que  ce  n'éloit  rien  qui  concernât  la 
Géométrie,  mais  seulement  la  grammaire,  en  ce  quMl  faisoit 
quelque  équivoque  ou  transposoit  quelque  virgule  pour  dire  que  je 
n'avois  pas  bien  pris  le  sens  de  Fauteur;  ce  que  je  jugeai  alors  si 
ridicule  et  de  si  peu  d^mportance  que  je  ne  le  mis  point  en  ma 
mémoire  et  ne  le  puis  pour  tout  retrouver;  mais  pensez-vous  que, 
s'il  avoit  quelque  chose  à  y  reprendre,  il  fût  besoin  de  l'en  prier 
pour  l'obliger  à  le  faire?  Je  vous  assure  bien  que,  tout  au  con- 
traire, il  n'y  auroit  point  de  prières  qui  le  pussent  faire  taire  et 
qu'il  n'auroit  pas  marchandé  deux  ans  à  m'envoyer  cette  belle 
pièce.  Quoi  qu'il  en  soit,  je  vous  supplie  encore  un  coup  de  ne 
m'envoyer  jamais  rien  de  sa  part,  ni  aussi  de  la  part  d'aucun  autre 
de  ses  semblables  :  je  veux  dire  de  ceux  qui  ne  cherchent  pas  in- 
génument la  vérité,  mais  tâchent  d'acquérir  de  la  réputation  en 
me  contredisant. 

»  Enfin,  je  déclare  dès  à  présent  que  je  ne  sais  plus  lire  aucuns 
écrits,  excepté  les  lettres  de  mes  amis  qui  m'apprendront  de  leurs 
nouvelles  et  en  quoi  j'aurai  moyen  de  leur  servir;  comme  aussi  je 
n'écrirai  jamais  plus  rien  que  des  lettres  dont  le  sujet  sera  :  Si 
vales,  bene  est  (*),  etc.  Je  ne  me  mêle  plus  d'aucune  science  que 
pour  mon  instruction  particulière,  et  tous  ceux  qui  se  vanteront 
d'avoir  quelque  chose  à  dire  contre  mes  écrits,  je  vous  prie  de  les 
convier,  non  point  à  me  l'envoyer  en  particulier,  mais  à  le  faire 
imprimer;  et  qu'ils  fassent  des  livres  contre  moi  tant  qu'ils  vou- 
dront, si  je  n'apprends  des  plus  intelligens  qu'ils  soient  très  bons, 
je  ne  les  lirai  seulement  pas.  Et  je  dois  encore  moins  lire  des 
choses  écrites  à  la  main  que  je-  saurai  venir  d'un  homme  comme 
Roberval,  de  qui  je  n'ai  jamais  rien  vu  qui  valût  rien. 


»  Je  suis  néanmoins, 
»  Mon  Révérend  Père, 


»  Votre  très  humble,  très  zélé 
et  très  obligé  serviteur. 

»  Descartes. 


»  D'Egmond  le  12  octobre  i6{6. 


(•)  «  Si  vous  vous  portez  bien,  cela  va  bien  ».  Cette  formule  est  empruntée  à 
Apollonius  (préface  du  Livre  II  des  Coniques,  dédié  à  Eudème). 
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»  Je  viens  d'apprendre  la  reddition  deDunkerque.  Laleltre  ici- 
jointe  est  ma  réponse  à  celle  que  vous  m^avez  envoyée  de  mon 
neveu  du  Crevis.   » 


NOUVELLES  MANIÈRES  DEXPRIMER,  AU  MOTEN  DES  FONCTIONS  HTPER- 
ELLIPTIQUES  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE,  LES  COORDONNÉES  D'UN  POINT  DE 
LA  SURFACE  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ  DÉCRITE  PAR  LES  SOMMETS  DES 
CONES  DU  SECOND  ORDRE  QUI  PASSENT  PAR  SIX  POINTS  DONNÉS; 

Par  m.  F.  CASPARY. 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  du  quatrième  degré  (  *  ), 
décrite  par  les  sommets  des  cônes  du  second  ordre  qui  passent 
par  six  points  donnés  s'expriment,  on  le  sait,  au  mojcn  des  fonc- 
tions thêta  de  deux  arguments.  M.  Schottky  (^),  le  premier,  a 
établi  cette  importante  proposition,  en  montrant  que  les  coordon- 
nées sont  proportionnelles  aux  produits  de  quatre  fonctions  thêta 
dont  trois  sont  impaires.  Dans  une  Note  récente  ('),  j*ai  montré 
que  les  mêmes  coordonnées  peuvent  aussi  être  représentées  par 
les  produits  de  trois  fonctions  thêta  dont  une  seule  est  impaire. 
Si  Ton  remplace,  dans  ces  expressions,  les  fonctions  thêta,  après 
les  avoir  transformées  convenablement,  par  les  fonctions  hyperel- 
liptiques  de  première  espèce,  on  est  conduit,  pour  les  coordon- 
nées et  pour  l'équation  de  la  surface,  à  des  formes  d'une  simplicité 
surprenante  que  je  me  propose  de  communiquer  dans  cette  Note. 


OCiiASLES,  Aperçu  historique,  Note  XXXIII,  1887  (deuxième  édition,  p.  4o3). 
Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences^  t.  LU,  p.  1159,  i86r. 
TnoM.  VVeddle,  The  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  vol.  V,  noie  de 
pied,  p.  69,  i85o.  Cayley,  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  t.  LU,  p.  12 16,  1861;  Proceedings  0/  the  London  Math.  Soc,  vol.  III, 
p.  29,  1870;  vol.  IV,  p.  20,  1873.  Geiser,  Vierteljahrsschrift  der  Ziircher  Na- 
turforsch.  Gesellscfiaft,  t.  X,  p.  226,  i8G5;  Journal  de  M.  Borchardt,  t.  LXVII, 
p.  88,  1866.  HiERUOLZER,  Math.  Ann.,  l.  II,  p.  082,  1869;  t.  IV,  p.  172,  1871. 
Darboux,  ce  Bulletin,  r*  série,  t.  I,  p.  354,  '870.  Keye,  Journal  de  M.  Borchardt, 
t.  LXXXVI,  p.  86,  1878.  HuxYADY,  ibidem,  t.  XCII,  p.  3o4,  1881.  Caspary,  ce 
Bulletin,  2*  série,  t.  XI,  p.  233,  1887;  t.  XIII,  p.  221,  1889. 

(')  Journal  de  M.  Kronecker,  t.  CV,  p.  238,  1889. 

(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  CXII,  p.  i3r)fi, 
n°  'lA,  i5  juin  iHiji. 
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Je  les  déduirai  directement  de  deux  formules  connues,  relatives 
auxdites  fonctions. 

Les  fonctions  hyperelliptiques  de  première  espèce  sont  définies, 
d'après  M.  Weierstrass^  par  les  expressions 

P,,=  p,.=  Ml  r ^J(hï s^Eîû 1, 

OÙ  les  indices  a,  ^^  y,  o,  e  désignent,  dans  un  ordre  quelconque, 
o,  1,2,  3,  4)  <^^  où 

R(5i:)  =  Ao(5A— ao)(5)t— aO(5A— a,)(5;t— a8)(5A.— a*)  (A:  =  i,2), 

Ao;  ^0;  •  •  •;  ^4  étant  des  constantes  et  ^i,  52  des  variables. 

Ces  quinze  fonctions  Pjx,  Pj^v  sont  liées,  entre  elles,  par  des  re- 
lations très  nombreuses.  En  désignant  les   différences  a^ — ay, 

ûfy — fla?  •••  par  (?y)>  (Y*)i  •••?  J6  signale  les  deux  suivantes  et 
bien  connues  (*) 

(I)  (pY)Pa   P«8H-{T«)Pp  Pp5+(ap)PYPY8=o, 

(a)  PaSPpe-  P«Pp£  =  -Ao(56)PaPp. 

Ce  sont  les  seules  que  je  vais  appliquer. 

Si  Ton  remplace,  dans  la  première  formule,  l'indice  y  par  l'in- 
dice S,  on  obtient 

(a8)(ae)PpPpy-([iS){p6)PaPay=(«?)î{a6)P8Py8^r(p5)P„Payj; 

or  on  a,  d'après  la  deuxième  formule, 

Ao  (  «Ê  )  Py  P5  =  -  Pay  Pa8  -+-  Pye  Pfiî, 
Ao  (  p8  )  Pa  Py  =  -  Pap  PpY  -+-  Pas  Pye, 

d'où  résulte,  en  multipliant  la  première   formule  par  Pyj  et  la 
deuxième  par  P^y, 

AoPy!(«£)P8PyS-+-(pa)PaPaYÎ=PY5PYeP8:-PpyPaYPap; 


(')  Voir  Brioschi,  Sulia  teorica  délie  funzioni  iperellittiche  di  primo 
ordine  {Ann.  di  Matem.,  série  a*,  t.  XIV,  p.  247)»  et  ma  Note,  insérée  aux 
Comptes  rendus  des  séances  de  r  Académie  des  Sciences,  t.  CXI,  p.  226. 
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donc  on  obtient 

I  Ao(aS)(as)PpPyPpr-Ao(p8)(p6)PaPYPay-+-(a?)P3yPaYPap 

Si  l'on  remplace,  dans  cette  formule,  les  indices  a,  p,  y  respec- 
tivement par  les  indices  jâ,  y,  a  et  si  l'on  pose 

i/,  =  Ao(a3)(a£)Pp  P^   Pp^, 

.    W,=  Ao(?a)(pE)Pa    Py     Pflty, 

^   W3=Ao(TO)(T£)Pa  Pp   Pap, 

"4=  PpvPfltyPap, 

on  a  les  deux  relations 

wi  -  Wf  -1-  (  «P  )  w*  =  (  a?  )  PyS-Pye  P«£, 

Wf—  W3H-(PY)W4=(PY)Pfll8Pfll£P«£, 

et,  par  conséquent,  on  trouve  d'une  part 

Ui  ux^ut-h{a'^)u^  ^  (a3)(a8)(a£)    PyPftyPygPye 
^     '^  u,  u,-u,-i-{^^)u,        (PY)(Y8)(Ye)  PaPapPasPae' 

D'autre  part,  si  l'on  remplace  dans  les  formules  (i)  et  (a)  l'in- 
dice Y  par  8,  et  si  on  les  multiplie  respectivement  par  Py  et  Pap, 
on  a 

0$)PaPYPay-(a8)Pp    P^   P^^  =  ^{a^)Py  Pg  P^g, 
Ao(Ye)PaPpPfltp4-  PpyPayPap=  PasPpsPa^, 

ou 

(?£)w,-(a£)a,=  Ao(a?)(a£)(?£)PY  Pg  Pyi, 

W3H-(Y^)"4=  (Y^)PaEPp£Pap, 

d'où  résultent,  si  l'on  remplace  a,  p,  y  par  [3,  y,  a,  les  formules 

(Y£)i/,-(P£)M3=Ao(?Y)(PO(Y^)Pa  Pô  Paç, 
a,-h(3r5)w4=  (ao)Pp£Py£Ppy. 

Par  conséquent,  on  obtient  par  division 

II         (?t)ui—(az)Ui  Mi-h(go)^;  _  (a^)(ao)(g£)   PyPpyPySPvg 

^      '^      (Y0"2-(P0"3   W3-f-(Y5)W4  ~(Py)(y5)(Y£)   PaPapPaôPoce' 

el,  comme  les  seconds  membres  des  expressions  (II,  )  el  (II2)  sont 
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les  mêmes,  les  coordonnées  «i,  . . .,  w,  sont  liées  par  la  relation 


(H) 


"3  "î— WjH-(Py)"*  ""  (Ye)"2— (pÊ}W3  M3-+-(YÔ)a4' 


qui  représente  Téquation  d'une  surface  du  quatrième  degré. 

L'équation  (II)  se  transforme,  avec  très  peu  de  calcul,  dans  la 
suivante 


(III) 


{oiù){at)UiU»u^\ut 

—    «3    -+-(Py)"* 

{^ù)(^s)uiU:^u^]u3 

—      M,      -h(Ya)a4 

(Y^)(Y')"i"îW*Îwi 

—      a,      -h(a?)M4 

Wi"2W3i(pY 

)M,-4-(Ya)ttj-4-(a?)w3 

=  o, 


ou,  sous  la  forme  d'un  déterminant 


(IV) 


(a8)(a£)aiM3W4  Ui  (aS)  (as) 

(pa)(Pe)Mii/3Mv  w,  (pa)  (Pc) 

(Yô)(yO"i"î«4  "3  (Y^)  (Y^) 

UiUiUz  M*  —I  — I 


=  o. 


D'ailleurs,  l'équation  (III)  devient  aussi 


(V) 


"î!(Py)"î"3 

"îj(Y*^"l"3 


(y^XyOwîw* 

(a8)(a£)i/3U4 

(Po)(Pe)a,a4 

(Ya)(pa)(Pe)a,w, 


(pa)(pÊ)w3U4J 

(y^XyO"!"*! 

(aa)(a£)w,ii4J 
(aP)(Ya)(Ye)a,ii,| 


=  o. 


Pour  simplifier,  de  plus,  les  équations  (III)  et  (V)  j'introduis 


et 


Çl=z                l/j—               W3-i-(pY)"V» 

Vi=               "3—               Mi-1-(Y«)M4, 

^3=           "1—           M,-t-(aP)uv, 

^'*  =  (Py)"i-+-(Y*)"î^-(«?)"3î 

Ci  = 

(Py)"î"3—         (Ya)(Y0wjW4-h 

(?a)(P£)W3M„ 

(Ya)M,M3—           (aa)(a£)z/3ii4-i- 

(Y^)(ïOwiW4, 

w3  — 

(ap)ai«,-          (pa)(P£)wiî^-h 

(aa)(as)M,M4, 

^.-(?Y 

)( 

3fo)(a£)a,M3-f-(Ya)(pa)Os)MiU3H-(a^)(Yo)(Ye)M|««2. 
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Alors  les  équations  (III)  et  (V)  prennent  les  formes 

/ffi*x     \  (*3)(«)a,a,M4t'i-i-Oo)06)wia,a4i^j-i-(YO)(YOwiWi«**'i 
(Iir)     • 

(  —  Ui  C£t  Ub  P4  =  o 

et 

(  V*  )  a?  81  -+•  uj  Gj  H-  «I  Gs—  ul  Qi,  =  o. 

Or,  les  expressions  p/,  Qj(i^j=z  i,  2,  3,  4)  sont  liées  par  les 
relations 

I 

i^l-4-  i^i-f-  ^^3  =  0, 

(av)i^,-f-(Pv)i>,-h(Yv)i'i=  — i>4; 

(v  =  a,  p,  Y,  ô,  e); 
et 

(a8)(«)G,-h(p5)(p£)G,-4-(Y5)(YOS3=©v, 
MiGi-h  aïG|-+-  ajG3  =  o, 

(av)MiG|H-      (Pv)w,Gs-+-     (yv)w3G3  =  — M4G4; 

(v  =  a,  p,  Y,  8,  6); 

par  conséquent  les  équations  (III*)  et  (V*)  se  transforment  enfin 
dans  les  équations  très  simples 

(VI)  utQiVj-  ujeji^i=o       {i,j  =  I,  2,  3,  4). 

La  surface  ^  du  quatrième  degré  dont  Téquation  est  représentée, 
sous  différentes  formes,  par  les  équations  (II),  (III),  ...,  (VI) 
passe  par  les  quatre  sommets  du  tétraèdre  de  référence  et  par  les 
deux  points  dont  les  coordonnées  sont  (ao),  (po),  (yo),  — i; 
(ae),  (^s),  (ys),  — 1.  D'ailleurs  ces  six  points  A,  B,  C,  D,  E,  F 
sont  des  nœuds  dont  les  cônes  langentiels  du  second  ordre  sont 
représentés  par  G|  =  o,  82==  o,  .  .  . ,  85  =  o,  Co==  o,  où 

G5=(io)C,-h(?5)a2-+-(Y8)G3, 
G6=(a8)C,-h(3£)G2-+-(Y033. 

On  reconnaît  immédiatement  que  Téquation  (IV)  ne  change  pas 
si  l'on  y  remplace  W|,  u<i^  "3,  U3,  respectivement  par  (ao)(a£)w7', 
(J'^o){^t)uT,\  (yj){yt)u.^\  u\^.  Par  conséquent,  Téquation  (IV)  et 
dès  lors  aussi  les  autres  équations  par  lesquelles  je  viens  de  re- 
présenter la  surface  ^  seront  satisfaites  identiquement,  si  Ton  y 
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écrit  u]  au  lieu  de  (ii(i=:  i,  j.^  3,  4)?  et  si  l'on  pose 

f   ^-AoPaP^    Py. 

Par  les  expressions  (1)  et  (F)  les  coordonnées  Ut,  u^,  u^  et 
u\,  //!,,  //!,  sont  exprimées,  au  moyen  des  fonctions  hyperellip- 
tiques,  d'une  autre  façon  que  les  coordonnées  //<  et  u\.  Ce 
manque  de  symétrie  peut  être  levé  par  une  substitution  linéaire, 
relative  aux  coordonnées  qui  jouit,  d'ailleurs,  de  la  propriété, 
remarquable  de  transformer  les  équations  (III),  ...,  (VI)  en 
d'autres,  d'une  forme  tout  à  fait  analogue. 

En  eflTel,  si  Ton  pose 

«'1=  PfiyPpePye, 

,    ,  «'2=  PaYÏ^aSPyS' 

i   «'3^  Pa^PafiPpS- 
1    «4^  Pa^PaYpfi.» 

on  a,  d'aprrs  la  (brmule  (->/), 

cl,  comme  on  a  de  plus 

la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (111)  ou  (III*) 
fournit,  aprrs  quelques  calculs  simples,  l'équation  suivante,  tout 
à  fait  analogue  à  (III*), 


ou 


''1^  00(Y^^)«'i-  (Y£)(?o)»'3-t-(o£)OY)«'4' 
/•a--  (y^)(«^)»'3—  (a£)(Y0)«',-h  (o£)(Ya)«'4. 
n-  (a£)([îo)w,  —  (p£)(ao)«^2-+-  (5£)(a?)iV4, 
/'.  r-^  (a£)(?Y)«'i-^(?0(Y2)"*2-f-(Y£)(a?)M'3. 

L'équation  (111*)  se  transforme  aussi  aisément  dans  les  deux 
Hull.  des  Sciences  mathém.,  i"  série,  t.  XV.  (Décembre  1891.)  23 
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-équations  qui  correspondent  a  (IV)  et  à  (V*),  savoir 


(IVa) 


et 


(ae)-*  iV2iV3«'4     w'i     (as)-* 
(8e)-*tV|  WjCVa     iv^     (oe)"' 


=:  O 


(Vi)  (aE)i»^JDC,-i-(pe)iv|^X,-h(YO»'^î<H'i-(86)«'lDC^  =  o, 


ou 


0C|  =  (Py)«'î«»'iH-  (Y^)^'S**'4 (P0)(V|W4, 

DC,  —  (7a)iV3iVi  -f-  (ao)W|  w^  —  (y8)«'8«'*' 
D(' 3  =  (  «p)  IV,  Wî  -h  (  po  )  iVj  iV4  —  (  ao  )  Wi  w^, 
^k=  (PY)w,tVj-h(Yaiw,W3-+-(ap)tViW,. 


Or,  les  expressions  r/,  tKy  (/, y  =  1,  2,  3,  4)  sont  liées  par  les 
relations 

(P2)i*',r,H-(Y£)tvjr,  =  (oe)w4r4, 
(Pv)r,-^       (Yv)r3=       (ov)r4 
(v  =  a,  p,  Y»  ^'  0 


(a£)iv,r, 
(av)r, 


et 


w,OC, 


iV4C^„ 


c/vj  -H  </v3  — 

(av)i»^,0(:,-h(pv)iv,»C,-h(^;^;)ii^30C3  =  (ov)«-4c'X4 

(v  =  a,  p*,  v,  0,  £); 


par  conséquent,  les  équations  (III*)  et  (\  *)  se  transforment  dans 
les  équations 


(Via) 


ii'/<H//7—  iVjtKjr,^.  o  (  /,  y  =  1 ,  9^  H,  .^  ), 


qui  sont  tout  à  fait  analogues  aux  équations  (VI). 

Comme  l'équation  (IV^)  no  change  pas,  si  Ton  y  remplace  ir,. 
^'2j  <^^3i  ^\  respectivement  par  {olî)~Uv~\  (JÏ£)~'(v^*,  (T')  *^^'3*• 
(o£)~'iv^',  les  équations  (III*  ) (VI,,)  seront,  de  même,  satis- 
faites identiquement,  si  l'on  y  écrit  iv-  au  lieu  de  (V/(/=zr  i,  9.,  3,  4  '« 

et  si  l'on  pose 

«•;  =  (?£)(  Y£;(  os)  t>^^P^^,I>^g, 

(!•;  =  (  Yi  ) (  as ) (  o£  )  \>^,,  V^^  Ppi, 


(K) 
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Pour  démontrer  enfin  que  la  surl'àce  dont  les  coordonnées  sont 
représentées  par  les  expressions  (I),  (F),  (la),  (1^)  forme  en  effet 
le  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  du  second  ordre  passant 
par  les  six  points  A,  B,  . . . ,  F,  je  vais  établir  Téquation  de  ce  lieu. 
Si  Ton  joint  le  sommet  du  cône  passant  par  les  points  A,  B,  ...,  F 
avec  ces  points,  les  six  arêtes  détermineront,  sur  un  plan  quel- 
conque, six  points  a,  6,  ...,y,  situés  sur  une  conique.  Par  consé- 
quent, en  désignant  les  coordonnées  des  points  a,  6,  . . .  ,  y 
par  Uni  bfi,  .  . ,  ^  ffi{n=\^  2,  3),  on  aura,  d'après  le  théorème  de 

Pappus, 

[cbd]  [cef]  ^  \cbe]  [cdf] 
[abd]  [cief]       [abe]  [ad/] 

où  [c6^],  ..  .  désigne  le  déterminant  SzbC|62<^3'  Or,  si  W|,  Ma, 
//.i,  «4  sont  les  coordonnées  du  sommet  du  cône  et  si  ^4  =  0  re- 
présente l'équation  du  plan  sécant,  les  coordonnées  a„,  .  ..,  /,, 
prennent  les  valeurs 

«i  =  W4,  «1  =  0,  <ï3=o; 

bi=  o,  ^,  =  114,  ^3  =  0; 

c,  =  0,  c,  =  o,  c,  =  M4  ;  . 

di  =  ui,  dt=  Ui,  d^=  Ui\ 

ei=  Ki-f-([aô)w4,  e,=  Wj-hOâ)/n,  €3=  M3-t-(y^)w4: 

/i=  Mi-T-(aE)av,  fi=  at-4-(Ps)uv,  /3=  u^-^  {*(i)u,,\ 

d'où  résulte 

.   [cbd]  _  //|  [cbe]  __  a|-h(ao)W4 

[abd]  ~  Ui  [abe]  "  M3-+-(yS)w*' 

[cef]  _  tfj— •  Mt-h(g^)Mv  [cdf  ]  __  (^t) U\  —  (as)!/., 

[aef]   "  M2— a3-+-(PY)£/4'  [<^df]  ~  (Ye)Wî— (p£)"3 

Par  conséquent  le  théorème  de  Pappus  fournit,  pour  équation 
du  lieu  cherché,  précisément  Téquation  (II). 

Au  moyen  d'une  substitution  linéaire,  relative  aux  coordon- 
nées  M|,  .  . .,  M4,  on  peut  représenter  l'équation  de  la  surface  ^ 
sous  la  forme  la  plus  générale.  En  effet,  si  l'on  choisit,  au  lieu  des 
quatre  points  A,  B,  C,  D,  quatre  points  quelconques  comme  les 
sommets  du  tétraèdre  de  référence,  et  si  l'on  désigne  les  coor- 
données du  sommet  du  cône  et  des  points  A,  B,  . . . ,  F,  par  rapport 
à  ce  nouveau  lélraèdrc,  par  X,;  A/,  B/,  . . . ,  F/(«  =  1,  a,  3,  /{)?  le 
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même  ihéorème  de  Pappus  fournit  Téqualion  de  la  surface  J,  sous 
la  forme  générale 

S       [XABC)[XADE)[XBEF)[XCDF] 

I  —  [XACD][XBCF][XABE][XDEF]  =  o, 

où  [XABC] désigne  le  déterminani  -  ±i  X|  A^B^Di. 

Dans  mon  Mémoire  Sur  les  cubiques  gauches  (  *  ),  j'ai  dëduil 
Téquation  (VII  )  du  théorème  de  Paseal  et  j'en  ai  tiré  la  propo- 
sition géométrique,  que  le  point  X,  situé  sur  la  surfaee  ^y  est  sita^ 
aussi  dans  le  plan,  déterminé  par  les  trois  points  où  les  plani 
XFA,  X.VB,  XBC  coupent  respectivement  les  droites  CD,  DE, 
EF.  Dès  lors,  si  Ton  désigne  le  point  d'intersection  du  plan  XBC 
et  de  la  droite  EF  par  [XBC  EF],  ....  et  si  Ton  pose  (voir  loc 
cit.,  p.  226) 

[XAB  DE)=rL,  [XDE  AB|r.L\ 

[XBC  EFJ-M,  [XEF  BC]=M, 

[XCD  FA]=.\,  [XFA  CD]=X', 
l'égalité 

(Mil»  [M  \  LXJ  =  o, 


exprimant  que  le  point  \  est  situé  dans  le  plan  M'X'L,  et,  plu< 
généralement,  toute  égalité  exprimant  que  le  point  X  est  situ^ 
dans  le  plan,  déterminé  par  trois  quelconques  des  six  points  L, 

M, N',  représente  r<''(|uation  de  la  surface  -'*.  Donc  on  a.  poui 

celle  surface,  la  «j;»Miération  suivante  : 

Si  l  on  fait  passe/'  par  un  point  mobiU*  et  par  les  six  côléi 
rrun  lie.rauone  i^audir  six  plans:  si  l'on  en  détermine  les  sia 
points  d'intei  section  aiec  1rs  côtrs  opposés:  et  si  Ion  assujettii 
enfin  le  point  niohilr  à  la  condition  de  demeurer  sur  le  plar 
déterminé  par  trois  f/uciconffucs  des  six  points  d'intersection 
If  point  mobile  tlécrira  la  surface  ^. 

On  reconnaît  immédialemenl  <nie  celle  génération  de  la  surface- 
c<\  de  celles  qui  d^'crmlenl  des  piinciprs,  dus  à  (jrassmann  et  déve 


(  '  .   <!••  Ilullf'tiii.  1'  •«••n»-.  f.   M,  p     '  >\. 
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loppés  par  moi  dans  les  Tomes  XI  et  XIII  de  ce  Recueil.  En  vertu 
de  ces  principes,  qui  permettent  aussi  de  transformer  immédiate- 
ment dans  l'équation  (VII)  les  égalités  résultant  du  théorème 
précédent  (voir  /oc.  c//.,  article  19),  on  déduit  de  la  surface  S 
une  autre  surface  ^  de  quatrième  classe,  tout  à  fait  analogue  à  la 
surface  rf  et  enveloppée  par  un  plan  mobile  S,  passant  par  le 
point  X.  Ces  deux  surfaces  éf  et  <^  jouissent  de  la  propriété  que, 
si  les  coordonnées  de  Tune  sont  représentées  par  des  produits  de 
trois  fonctions  hyperelliptiques  de  première  espèce,  les  coor- 
données de  l'autre  s'expriment  par  des  produits  de  quatre  fonc- 
tions hyperelliptiques  de  première  espèc'e.  Au  moyen  de  ce 
résultat,  dont  j'ai  déjà  donné,  dans  ma  Note  citée  du  1 5  juin  1891, 
une  première  conséquence,  les  expressions  précédentes  des  coor- 
données conduisent  à  d'autres,  égales  aux  produits  de  quatre 
fonctions  hyperelliptiques,  et  en  exprimant,  par  ces  fonctions, 
aussi  les  quantités  vi^  C/,  /•/,  ^'1  et  les  analogues,  les  relations  qui 
existent  pour  elles  entraînent  des  relations  nombreuses  et  im- 
portantes pour  les  fonctions  hyperelliptiques.  C'est  ainsi  que  la 
surface  dont  il  s'agit,  dans  cette  Note,  entre  dans  la  théorie  des 
fonctions  hyperelliptiques  de  première  espèce  et  qu'elle  forme  un 
nouveau  lien  entre  ces  fonctions  et  la  Géométrie  de  l'hexagone  et 
de  l'heptagone  gauches.  En  conséquence,  d'une  part,  les  propo- 
sitions géométriques,  dues  à  Chasles,  à  M.  Reye,  à  M.  Schroter 
et  à  M.  Darboux,  fournissent  des  relations  concernant  les  fonctions 
hyperelliptiques,  et,  d'autre  part,  ces  relations  conduisent  à  des 
nouvelles  propositions  de  la  Géométrie. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  ACADÉMIQUES 

ET  PÉRIODIQUES. 

PUBLICATIONS  de  l'Académie  royale  de  Belgique. 

Notices  biographiques  et  bibliographiques  concernant  les  membres, 
les  correspondants  et  les  associés,  1886.  Bruxelles,  Hayez,  1887. 
vii-606  p.  in- 12. 

Hecueil  bibliographique  contenant  des  renseignements  détaillés  sur  Adan, 
Catalan,  Delbœuf,  Folie,  Houzeau,  Le  Paige,  Liagre,  Mailly,  Mansion,  Maus, 
Montigny,  F.  Plateau,  Spring,  Steichen,  de  Tilly,  Van  der  Mcnsbrugghe,  et  des 
indications  plus  brèves  sur  la  plupart  des  mathématiciens  et  physiciens  belges 
morts  avant  juillet  1886. 


BULLETINS  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  DE  Belgique;  56*  année,  3*  série.  Bruxelles,  F.  Hayez,  1887  (*). 

Tome  XIII  (janvier  à  juin  1887). 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  quelques  effets  curieux  des 
forces   moléculaires   au  contact  d^un   solide  et  d*un  liquide. 

(ii-i5). 


(')  Voir  Bulletin,  XIII,,  p.  6-18. 
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Mansion  (P-)-  —  Sur  le  dernier  ihéorème  ilc  FcrmaL  (iG-iy). 
Reclification.  (29.5). 

Si  x*H-^"=  5",  X,  ^%  5  sont  des  nombres  composés.  Heclificalion   :  la  dé- 
monstralion  est  insuffisaote  pour  le  plus  pelil  des  trois  nombres. 

Deruyts  (»/.).    —  Sur  quelques  propriétés  des   semi-invarianls. 

(•2'46-q35). 

Le  Paigc  (C).  —  Rapport.  (i64-i65). 

i*>  Soit  T  un  semi-invariant 


l       d  d  d  \ 


la  somme  s'élendant  à  un  groupe  de  ?  séries  de  quantités  (a).  On  aura 

d\  d^,        r/to,   d\   -  '"'' 

si  T^  est  le  degré  total  de  T,  par  rapport  aux  séries  de  quantités  du  groupe  a. 

'i**  Déduction   de  nouveaux   semi-invariants  d*un   scnii-invariant  donné.  En 

particulier,  si  S  et  S' sont  des  semi-invariants  de  même  degré  total  par  rapport 

r/''  (  S'  •  S  ) 
au  groupe  a,   les  numérateurs  des  dérivées  svmboliques   ^ —    sont   des 

semi-invariants. 
3*  Par  la  substitution  binaire 

où  S  est  un  semi- invariant  et  où  )i  satisfait  à  la  condition  -j^  —  S,  tout  cova- 

riant  binaire  se   transforme  de  telle  façon   (|uc  ses   nouveaux   coeflicionts  ont 
pour  numérateurs  de  nouveaux  invariants. 

Catalan  (A.).  —  Remarques  sur  une  équation  Irinonic.   (  iii- 
4"7)- 

Si  P^  =  x^^  —  X*  -f-  I ,  on  a 
P„-+-2X*=  (x'-^x-f-i)P,P,P,...l\.  ..         et  -4^—   -^  P.I>J>. ..!>,., 

ce  qui  permet  de  trouver  les  produits  P,l\.  P,P,P  ?   •    •  indéfiniment. 

Jamet  (I  .).  —  Tliéorènie  .sur  les  lij^ues  f;éo(lési(|ucs  dos  surfaces 
(le  révoltilion.  [f\'>\-\')^\). 

Catalan  (A\).   —  Sur  les  li^^ncs  j^éo(lési([U('s  des  siirfîircs  de  \v- 
volulion.  { ^'>.5-4^'^  )• 
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Soient 

Oz  Taxe  d'une  surface  de  révolution; 

xOy  un  plan* perpendiculaire; 

S  une  ligne  géodcsiquc; 

l   rinlerscction  avec  une  sphère  de  centre  O  et  de  rayon  H  du  cône  dont  le 

sommet  est  O  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  aux  tangentes  de  S; 
s  et  j  les  projections  sur  xOy  de  S  et  S. 

Si  R  est  convenablement  choisi,  cr,  par  une  rotation  d'un  quadrant  autour  de 
Oz,  coïncide  avec  la  polaire  réciproque  de  or,  par  rapport  au  cercle  de  rayon  R. 
Réciproque.  —  M.  Catalan  établit  l'une  des  formules  de  M.  Jamet  et  cherche  le 
rayon  de  courbure  d'une  ligne  géodésique. 

Mansion  (P»).  —  Rapport  sur  le  Mëmoire  înliliilé  :  Remarques 
sur  certaines  in  té  ff  raies  définies  par  M,  E,  Catalan,  (474- 

477)- 

Les  intégrales  dont  s'occupe  M.  Catalan  sont  des  intégrales  de  Frullani,  c'est- 
à-dire  où  la  fonction  à  intégrer  est  la  différence  de  deux  fonctions  ayant  les 
mêmes  valeurs  extrêmes,  l'une  d'elles  se  déduisant  de  l'autre  par  une  sub- 
stitution assez  simple.  M.  Catalan  trouve  la  valeur  de  ces  sortes  d'intégrales  par 
dérivation  sous  le  signe.  Exemple  : 

Mansion  [P.).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  inlitulé  :  Sur  un  ta- 
bleau numérique  et  sur  son  application  à  certaines  transcen- 
dantes; par  E.  Catalan.  (477-481). 

Si  la  série  S  est  absolument  convergente,  on  a 

S  =  S, -h  S,  4- S, -+-...=  5:,-+-£,-^  s, -{-..., 

s  =  M,  -^-  W,  -h   «3  H-  M,  -h   Mj  -h .  .  . , 

S,  =  </,  -h  w ,  -+-  </.  -H  w,  -+-  M,  -h . . . , 


pourvu  que 


S,  =  w,  -H  w,.  H-  w,.  -4-  w,,  -h  u^. 


S,  =  w,  -h  u^  -+-  a,  -h  M.  -^  M,t  H- . . 

•  • 

-,  =  W3  -^  w«  ^-  «„  ■+•  Wj«  -+-  ^»  -T-  •  • 

•  » 

On  a  aussi 


p=  p,p,P3...  =  n,n,n,..., 


si  l'on  pose  w„=  logi»,,,  S  =  logP,  S„=  logP^,  il„=  logn„.  L'auteur  donne  de 
nombreuses  applications  de  ces  formules.  Exemple  :  si  a„=  7",  il  vient 

4-  -^^-— '^A:;  -1-...=  F(7)  4- P(/7M  +  FC'/^) -+-..-. 


F  (  7  )  =  7  -f-  7»  H-  7'  -+-  7M- .    . . 
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Le  Paigc  (C).  —  Recherches  sur  le  penlacdre.  (488-497). 

Conlribulion  à  la  théorie  du  pentaèdre  des  surfaces  du  Iroisfême  ordre. 

Tome  XIV. 

De  Heen  {P')*  —  Délermination  de  la  loi  théorique  qui  régit  la 
compressibiiité  des  gaz.  (46-53). 

Essai  de  détermination  de  la  pression  interne  n,  du  volume  moléculaire  v^ 
d'un  gaz  de  volume  V,  soumis  à  la  pression  extérieure  P,  d'après  des  expé- 
riences de  Natterer,  Amagat,  Cailletct,  en  supposant  que  la  loi  de  Mariotte  a 
pour  expression  (P  -+-  Il   (V  —  i')  =  i. 

Deruyts  (/.).  —  Développements  sur  la  théorie  des  formes  bi- 
naires. (53-79). 

Le  Paige,  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (4-5). 

Si  une  fonction  A*  entière,  hdmogène  et  isobarique  de  j?,,  x,  et  des  coefficients 
de  formes  binaires,  <ïst  égalé  à  sa  transformée  K,  obtenue  en  faisant  j7,=  X,-|-XXj, 
j:,  =  X,,  l'auteur  l'appelle  un  semi-instar  tant.  Un  semi-covariant  k  satisfait  à 
Tune  des  équations  aux  dérivées  partielles  des  covariants;  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  x,  dans  k  est  un  semi-invariant.  Tout  scmi-covariant 
est  une  somme  de  puissances  de  x,  par  des  «expressions  de  la  forme 

k,x'{*  +  mk\xT-^  x^-i-  {hi{tn  -  ï)k,x\"-'^ x.-h . . . , 

Arrêtant  un  semi-invariant,  A,,  k\,  ...  des  expressions  qui  s'en  déduisent. 

L'auteur  établit  ensuite  une  liaison  entre  les  semi-covarianls  et  la  théorie 
des  fractions  continues,  et  retrouve  le  canonisant  de  Sylvcslcr  par  une  méthode 
originale. 

Le  Paigc  (C).  —  Sur  les  élénldnls  neutres  des  involulions.  (211- 

Les  géomètres  se  sont  bornés  jusqu'à  présent  à  étudier  dans  les  involulions  1^ 
les  éléments  singuliers  que  l'on  peut  appeler  éléments  neutres  <Je  première  es- 
pèce, c'est-à-dire  tels  qu'aux  groupes  de  A'  points  il  en  correspf»nd  une  infi- 
nité simple  de  (/i  —  A)  points.  L'auteur  étudie  les  groupes  douhlemeiil,  lrij)le- 
ment,  A  fois  neutres  et  montre  comment  leurs  propriélés  pernicltent  d'éludier, 
dans  un  espace  (jutflconque,  les  courbes  rationnelles  dilVérenlcs  de  la  courbe 
normale. 

Ronkar  [E .).  —  Note  sur  les  oscillations  d'un  pendule  produites 
par  le  dépldcenient  de  Taxe  de  suspension.  (9.()6-.^i  1). 

Folie  {F.).  —  Rapport.  (195-196). 
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Le  cas  le  plus  remarquable  esi  celui  où  le  pendule  et  l'axe  ont  même  durée 
d'oscillalion;  dans  ce  cas,  le  pendule  en  repos  peut  prendre  et  conserver  un 
mouvement  dont  l'amplitude  est  proportionnelle  au  nombre  d'impulsions  reçues 
par  l'axe. 

Deruyts  (Fr.).  —  Sur  la  représentation  des  involutions  unicur- 
sales  (322-345). 

Le  Paige.  —  Rapport.  (199-202). 

Soit  une  involulion  Ij-i 

n 

1 

Si  l'on  regarde  x'it  x^~^  x^y  ...y  xi  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans 
un  espace  à  n  dimensions,  les  n  formes  f.  égalées  à  zéro  y  détermineront  un 
point  qui  sera  le  représentant  de  l'involution  Ij-i.  Pour  que  cette  involution 
soit  décomposable  en  un  élément  fixe  et  une  involution  \n-\y  l'auteur  prouve 
que  le  point  représentatif  de  I^-i  doit  se  trouver  sur  la  courbe  normale  C^ 
de  l'espace  à  n  dimensions.  Ce  résultat  s'étend  à  une  involution  \%»  M.  Fr* 
Deruyts  représente  encore  les  involutions  par  des  formes  plurilinéaires,  puis  il 
applique  les  résultats  obtenus  à  quelques  questions  intéressantes  de  la  théorie 
des  involutions  et,  en  particulier,  à  la  détermination  des  éléments  neutres. 

Deruyts  (Fr,),  —  Sur  la  théorie  de  l'involution.  (65o-664). 
Le  Paige,  —  Rapport  (543-544)- 

Suite  du  travail  précédent.  Le  point  représentatif  d'une  involution  représente 
aussi  la  forme  binaire  ayant  ses  coordonnées  pour  coefficients.  La  courbe  nor- 
male devient  alors  le  lieu  des  points  représentatifs  de  formes  binaires,  puis- 
sances exactes.  Ce  nouveau  mode  de  représentation  permet  à  l'auteur  d'énoncer 
et  de  démontrer  simplement  des  théorèmes  de  MM.  Rosanes,  Le  Paige,  de 
Paolis,  sur  les  éléments  neutres  des  involutions,  leurs  formes  canoniques,  etc. 

De  Tilly  {J.-M.).  —  Sur  les  notions  de  force,  d'accélération  et 
d'énergie  en  Mécanique.  (9^5-1020). 

Examen  critique  des  idées  de  de  Saint-Venant  et  de  Tait  sur  les  principes  de 
la  Mécanique  et  sur  l'enseignement  de  ces  principes  :  i"  L'exposé  des  principes 
de  la  Mécanique  de  de  Saint- Venant,  en  en  excluant  la  notion  de  force  et 
gardant  celle  d'accélération,  peut  se  faire  d'une  manière  logique  et  rigoureuse. 
3<*  On  peut  aller  plus  loin  dans  cette  voie  et  regarder  la  Mécanique  rationnelle 
comme  l'exposé  des  lois  de  variation  simultanées  de  groupes  de  quatre  quan- 

• 

tités  (temps,  coordonnées  d'un  point)  liées  à  un  coefficient  constant  (la  masse). 
3"  Scientifiquement,  cet  exposé  est  utile,  parce  qu'il  permet  de  mieux  distinguer 
en  Mécanique  ce  qui  est  d'origine  expérimentale  et  ce  qui  est  conséquence  lo- 
gique des  axiomes  ou  postulats  admis  comme  point  de  départ  et  tirés  de  l'ex- 
périence par  idéalisation.  4"  Dans  l'enseignement,  il  vaut  mieux,  pour  la  ma- 
jorité des  élèves,  ne  pas  remonter  aussi  haut,  dans  la  recherche  d'un  nombre 
minimum  de  premiers  principes  de  la  Mécanique.  Des  vérités  qui  ont  une  origine 
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scmî-expcrimcotalc,  scmi-Iogique,  d'une  nalure  plus  accessible  à  la  plupart  des 
esprits,  doivent  servir  de  point  de  départ,  mais  le  manuel  mis  entre  les  mains 
des  élèves  doit  contenir  en  Note  ou  en  appendice  l'exposé  le  plus  scientifique 
de  la  Mécanique.  Dans  renseignement,  il  faut  donc  garder  la  notion  de  force, 
tout  en  laissant  aux  élèves  le  moyen  de  voir  comment  on  peut  réduire 
Tusage  de  cette  notion  au  strict  minimum,  b"  La  notion  d'énergie  que  M.  Tait 
veut  introduire,  en  Mécanique  rationnelle,  à  la  place  de  celle  de  force,  est 
beaucoup  moins  claire  ;  comment  la  définir  dans  le  cas  de  pression  non  suivie 
d'effet  visible;  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie  n'a  d'ailleurs  de  sens 
que  si  l'on  définit  l'énergie  virtuelle,  laquelle  n'a  pas  d'existence  actuelle  et  est 
une  entité  mathématique,  que  l'on  ne  peut  faire  connaître  sans  recourir  au 
moins  à  la  notion  d'accélération  G<*  Duhamel  a  raison  quand  il  dit  que  l'on  ne 
peut  définir  un  système  sans  translation;  en  translation  tout  est  relatif  :  le 
mouvement  et  le  repos  absolus  sont  indéfinissables  pour  nous.  7*  «  En  rotation, 
il  n'en  est  pas  de  même;  car,  si  tout  y  était  relatif  que  signifieraient  les  expé- 
riences du  corps  tombant  librement  (mines  de  Freibcrg),  du  pendule  de  Fou- 
cault et  du  gyroscope?  La  question  de  savoir  si  c'est  la  Terre,  ou  si  c'est  le 
système  des  étoiles  fixes  qui  tourne,  serait  une  question  vide  de  sens,  si  Ton  ne 
comprenait  que  des  mouvements  relatifs.  On  répondrait  que  chacun  des  deux 
tourne  par  rapport  à  l'autre,  et  c'est  tout  ce  que  l'on  pourrait  savoir.  Évidem- 
ment, il  n'en  est  pas  ainsi  ».  8*  Le  principe  de  l'inertie  doit  s'énoncer  :  Si 
aucune  force  n'agit  sur  un  point  matériel,  il  reste  en  repos  ou  se  meut  d'un 
mouvement  uniforme  sur  une  droite  fixe  et  immobile.  Il  suppose  donc  la  notion 
préalable  de  l'immobilité  absolue;  cette  immobilité  absolue,  on  peut  l'attribuer 
au  système  des  étoiles  fixes;  car  ce  n'est  qu'en  l'admettant  que  rcxpéricncc  du 
pendule  de  Foucault  cesse  d'être  insignifiante.  9"  La  notion  de  force,  ou  celle 
de  point  libre,  peut  remplacer  celle  d'immobilité  absolue,  dans  un  exposé 
scientifique  de  la  Mécanique  rationnelle;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  des 
notions  d'accélération  et  d'énergie  qui  ne  sont  susceptibles  de  définition  que 
dans  la  mécanique  du  mouvement  relatif.  lo"  L'idée  de  force  est  d'ailleurs  in- 
dispensable pour  expliquer  l'action  des  volontés  libres  sur  le  monde  matériel 
(tant  qu'une  théorie  de  leur  intervention  analo^'uc  à  crilc  de  M.  Boussiiiesq 
n'est  pas  établie  par  l'expérience).  Kn  effet,  l'clal  de  rinivers,  à  chaque  in- 
stant ne  résulte  pas  simplement  de  son  étal  dans  linstanl  qui  i)récc(le,  conirne 
l'a  dit  Laplace,  mais  aussi  des  modifications  qui  y  uni  l'ic  introduites  par  les 
lois  naturelles  (jui  ont  exercé  leur  action  dans  rintervallc  des  <ieux  instant^ 
cl  par  l'intervention  incessante  de  volontés  qui  s'imposent  à  la  nialicre  et 
qui  modifient  ses  lois  ordinaires.  Dans  les  Notes  qui  suivent  ce  rcmarcjuable 
Mémoire,  M.  de  TiJiy  donne,  outre  diverses  indications  l)ibIioi.'rai)Iii(|iies,  un 
aperçu  de  la  manicre  dont  il  réduit  les  principes  de  la  Mccanique  rationnelle 
au  principe  de  V  immobilité  en  rotation  ;  i\  montre  au^si  comment  les  princi|)es 
du  mouvement  du  centre  de  gravité,  des  aires,  des  forces  vives,  dans  l'univers 
entier  peuvent  rester  vrais,  njal^'ré  l'action  des  volontés  libres:  il  sufiit  de; 
supposer  (jue  celles-ci  agissent  comme  des  forces  sur  j}iuiiieurs  points.  Il  fait 
aussi  remarquer  que  la  connaissance  des  distances  niutuclles  de  cin(|  points 
suffit,  si  l'approximation  des  mesures  est  d'une  exactitude  suflisaule,  pour 
décider  si  la  géométrie  |)hysi(jue  coïncide  avec  la  j^éoniétrie  euclidienne,  ou 
avec  une  géométrie  non  euclidienne;  dans  <e  dernier  cas.  le^  div  distances 
déterniinciaient  aussi  le  paramètre  caractéristique  de  celle  ;:éoin('tiii'. 
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MATHESIS,  RECUEIL  matuéiiatiqub  a  l  usage  des  écoles  spéciales  et  des 
ÉTABLISSEMENTS  d'insfruction  MOYENNE,  publié  par  P,  Monùoii,  professeur 
à  rUniversilé  de  Gand,  et  /.  Neuberg,  professeur  à  l'Université  de  Liège. 
Gand,  Hoste;  Paris,  Gauthier- Villars  (*). 

Tome  VII;  1887. 

Mister  (J.).  —  Propriétés  de  la  courbe  d'Agnesi.  (5-6). 

Vigarié{Em,),  —  Sur  les  points  complémentaires.  (6-1*^,  57-62, 
84-89,  io5-i 10). 

L  Préliminaires.  —  Si  un  point  M  a  pour  coordonnées  triliuéaires  (a,  p,  y), 
le  point  M,,  ayant  pour  coordonnées  (?  -♦-  y,  Y  -t-  a,  a  4-  ?),  est  son  complémen- 
taire, et  M  est  ranticomplémentairc  de  M.  Le  point  L(a  =  ^  =  Y)est  son  propre 
complémentaire,  ainsi  que  tout  point  de  la  droite  /(a-^^  +  7  =  o).  Les 
points  M,  M,,  L  sont  sur  une  même  droite  coupant  /  en  un  point  m,  tel  que  le 
rapport  anharmonique  (iMM,L/)  =— q.  Si  l'on  cherche  la  suite  indéfinie  des 
points  M,  M,,  M^,  ...,  M^,  dont  chacun  est  le  complémentaire  du  précédent,  on 
trouve  que  M^  coïncide  avec  L.  Si  les  coordonnées  Irilinéaires  considérées  sont 
barycentriques,  L  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  de  référence,  et  l'on  a 

2  MO  =  GM„ 

de  sorte  que  la  figure  complémentaire  d'une  figure  donnée  en  est  une  figure 
homothétiquc,  le  rapport  d'homothétie  étant  (—2). 

IL  Point  de  Nagel.  —  Le  point  de  Gcrgonne  est  le  point  où  concourent  les 
droites  joignant  les  sommets  du  triangle  de  référence  aux  points  de  contact  du 
cercle  inscrit  avec  les  côtés;  il  a  pour  coordonnées 

[i  :  (— aH-6 -hc)].    [i  :  (a  —  6h-c)],    [1  :  (« -h  ^  —  c)]. 

Le  point  dont  les  coordonnées  sont  les  inverses  de  celles-ci  est  le  point  de 
Nagel;  il  a  pour  complémentaire  le  centre  du  cercle  inscrit.  Les  points  de 
Gergonne  et  de  Nagel  et  les  points  analogues  relatifs  aux  cercles  cxinscrils 
jouissent  de  nombreuses  propriétés. 

IIL  Anticomplémentaire  du  point  de  Lemoine.  —  Le  point  de  Lemoine 
(a',  6",  c»)a  pour  anticomplémenlaire  (  — a'-*-^'-t-c',  a'— 6'-h  c*,  a'-h6'— c*). 
Les  parallèles  aux  côtés  du  triangle  menées  par  ce  point  sont  proportionnelles 
aux  cubes  des  côtés. 

IV.  Cercle  anticomplémentaire  du  cercle  conjugué.  —  Des  sommets  du 
triangle  de  référence  comme  centres,  avec   le  côté  opposé  pour  rayon,  décri- 


(')  Voir  Bulletin,  XIII,,  p.  3o-35.  Ce  recueil  paraît  en  livraisons  mensuelles  de 
24  pages,  parfois  avec  suppléments.  Prix  7'',5o  pour  lu  Belgique;  9''  pour  l'L'nion 
postale. 
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vons  trois  cercles;  le  cercle  qui  les  coupe  orthogonalcment  est  anticomplémen- 
taire du  cercle  autopolaire  de  ABC. 

Tucker,  —  Sur  le  cercle  Iriplicaleur.  (i2-i4)- 

Casey  (./.).  —  Propriétés  de  trois  figures  semblables.  (i4-i5). 

Thiry  {Cl.),  —  Sur  les  médianes,  les  bissectrices  et  les  sjmédianes 
d'un  triangle.  (116-117). 

Neuberg {J,),  —  Centre  isologiquc  du  triangle,  (i  17). 

Fan  Dorsten,  —  Applications  des   propriétés   de  trois  figures 
semblables.  (161-162). 

Neuberg  {J,).  —  Transmutations  d'un  triangle.  (180-181). 

Emmerich  {A,),  —  Problèmes  de  construction  se  rapportant  à  la 
géométrie  du  cercle  de  Brocard.  (246-248). 

Contributions  à  la  Géométrie  récente  du  triangle,  qui  ne  sont  pas  susceptibles 
d'une  analyse  détaillée. 

Cesaro  {£,),  —  Remarques  de  Géométrie  infinitésimale.  (25- 
38). 

Questions  diverses  de  Géométrie  inOnitcsimale,  traitées  au  moyen  des  coor- 
données naturelles  de  la  courbe,  Tare,  le  rayon  de  courbure,  etc. 

Exemples  :  !•  L'enveloppe  des  circonférences  qui  ont  pour  diamètres  les 
rayons  de  courbure  d'une  épicycloïde  est  une  courbe  inverse  de  celte  cpicy- 
cloYde.  2"  Les  seules  hélicoïdes  développables  sur  lesquels  il  est  possible  qu'un 
point  se  meuve  librement,  de  manière  que  l'axe  se  déplace  sur  une  surface  dc- 
veloppable,  sont  ceux  dont  l'arôte  de  rebroussement  admet  pour  transformée 
plane  une  tractrice. 

Schoute  (P.'H.),  —  Sur  les  normales  d'angle  a.  (38-4  0- 

Les  normales  d'angle  a  sont  les  droites  qui  coupent  une  ellipse  donnée  dans 
un  sens  déterminé,  sous  cet  angle  oc.  Démonstration  géométrique  de  leurs  pro- 
priétés, en  particulier  de  celles-ci  :  Par  un  point  quelconque  du  pian  passent 
quatre  de  ces  normales;  les  pieds  de  trois  de  ces  normales  et  le  point  diamé- 
tralement opposé  au  pied  de  la  quatrième  sont  situés  sur  une  même  circon- 
férence, et  réciproquement  (généralisation  du  théorème  de  Juachimslljal). 

Lucas  [E ,).  —  Sur  le  neuvième  nombre  parfait.  (45-46). 

M.  Hudclot  a  vérifié,  par  une  méthode  de  M.  Lucas,  (juc  :>"  —  1  est  premier 
et,  par  suite,  que  a'°(2*'  —  1)  est  vraiment  un  nombre  parfait,  comme  l'a  Irouvé 
M.  ScelholT. 
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Mansion  (P.).  —  Sur  le  calcul  approché  des  aires  planes.  (77- 
84). 

Conséquences  diverses  des  formules  fonda  men  la  les  suivantes  : 

'*(^ro-H.>'.^-  ^r,j<a«re  {y,,  y.X-ihy^, 

''(; -^'""^  { r,)<a»re  (jko, r. )< '*(^ ro-+-  ^Y,)» 

où  y^y  JK,ï  JK,  sont  trois  ordonnées  d'une  courbe  concave  vers  l'axe  des  x^  cor- 
respondant aux  abscisses  x^,  x^-h  h,  x^-i-2h;  Y,  l'ordonnée  du  point  où  la 
tangente  à  l'exlrémilé  de  y^  rencontre  le  prolongement  de  ^,  ;  aire  (  j'o»  .^'i)  ^*' 
aire  (y^y  y^)  les  portions  de  l'aire  de  la  courbure  comprises  entre  les  ordonnées 
y,  eiy^y  ou  ^0  et  >-,. 

Servais  (Cl.).  —  Sur  la  réversibilité  delà  transformation  linéaire. 
(90-9»)- 

Dans  une  transformation  linéaire  réversible,  les  droites  passant  par  un  même 
point  rencontrent  leurs  correspondantes  en  des  points  situés  sur  une  même 
ligne  droite.  Par  suite,  la  seule  transformation  linéaire  est  la  transformation 
homologiquc  harmonique. 

Servais  (Cl.).  —  Sur  les  transformations  birationnelles  quadra- 
tiques. (11  o-i  i/j  ;  i'/i9-i34;  187-198). 

Toutes  les  transformations  birationnelles  quadratiques  peuvent  se  classer  en 
trois  catégories,  définies  par  les  relations  suivantes  : 

xx'=  yy'  =  zz'  (  Inversion  trilinéaire), 

xx'  =  zz\       y  :  y  =  z'  :  Zy  (Semi-inversion  trilinéaire), 

xy'-h  x'y  =  mzz\        x:x'=z':z,  (Quasi-inversion  linéaire). 

On  peut  les  interpréter  géométriquement  comme  il  suit  :  étant  donnés  un 
point  fixe  P  et  une  conique  S,  le  correspondant  d'un  point  M  est  le  conjugué 
harmonique  de  ce  point  par  rapport  aux  points  d'intersection  de  la  droite  PM 
et  de  la  conique  S  (transformation  de  Hirst).  Si  la  conique  se  décompose  en 
deux  droites  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  on  a  la  transformation  de 
deuxième  espèce.  Si  le  point  P  est  sur  la  conique,  on  a  la  transformation  de 
troisième  espèce. 

Chrétien  Henri  NageL  (i  i4-i  i5)- 

Esquisse  biographique  d'après  O.  Krimmel.  Nagel  est  né  en  i8o3,  mort 
en  1882. 

De  Longchamps  (G.).  —  Sur  la  rectification  de  quelques  courbes 
remarquables.  (127-128;   170-175). 
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Toute  cubique  circulaire  unicursale,  étant  l'inverse  d'une  conique,  est  recti- 
fiablc  par  des  arcs  de  conique;  l'arc  de  cissoïde  s'exprime  par  les  fonctions 
élémentaires;  celui  de  la  courbe  p»  =  a' ( séc» w -{- coséc* w ) ,  par  les  intégrales 
elliptiques.  En  général,  les  courbes  p  =/(w)  et  R  =/(/a))  ont  leurs  arcs  ex- 
primés par  des  intégrales  de  formes  à  peu  près  semblables,  un  peu  plus  com- 
pliquées pour  la  seconde.  Ainsi,  quand  la  courbe  p  a  un  arc  exprimé  par  une 
intégrale  élémentaire  (droite,  circonférence),  la  courbe  R  peut  être  rectifiée 
par  les  fonctions  elliptiques. 

C,  Bergmans.  —  Théorèmes  sur  la  parabole.  (i36-i38). 
D'Ocagne  {M,),  — Les  coordonnées  cycliques.  (i48-i54). 

On  appelle  coordonnées  cycliques  d'un  point  M  les  distances  à  l'origine  sur 
un  a\c  unique  des  points  d'intersection  des  cycles  de  même  rajon,  ayant  ce 
point  pour  centre;  un  cycle  est  un  cercle  décrit  dans  un  sens  déterminé  et  à 
partir  d'un  point  situé  du  même  côté  de  l'axe  que  M.  La  normale  à  une  courbe 

9(Ç,  T.)  =0,  en  coordonnées  cycliques,  a  pour  équation  «^  -^  ~  «^  -^,  „    et  n, 

étant  les  distances  du  point  où  la  normale  rencontre  Taxe  aux  points  où  le 
cycle  du  point  considéré  sur  la  courbe  rencontre  le  même  axe.  Applications  des 
coordonnées  cycliques  aux  coniques.  Dualité  cyclique;  à  loul  ihôorème  en  coor- 
données cartésiennes  en  correspond  un  en  coordonnées  cycliques;  exemples. 

Gilbert  (Ph,).  —  Bibliographie.  (iSO-i^o). 

Analyse  des  Notes  ajoutées  par  M.  Darboux  à  la  Mécanique  de  Dcspeyrous. 

AfCay,  —  Sur  rhyperbolc  de  Kiepcrl.  ('>to8-'^2()). 

Sur  les  trois  cùtés  d'un  triangle  ABC  comme  bases,  on  conslruiL  irois 
triangles  isosccies  semblables  BCa,  C\?,  AH 7.  Les  droites  Va,  ll[j,  Cy  se  anx- 
penl  en  un  point  P,  variable  avec  l'angle  0  =  aBC;  le  lieu  des  points  est  {'hy- 
perbole de  Kiepert,  inverse  triliricaire  de  la  droile  (|iii  joint  le  rentre  du  cercle 
circonscrit  au  point  de  Lemoine.  Cette  liyperbole  jouit  d'un  ;^rand  nonibro  do 
propriétés  déduites  pour  la  plupart  de  la  suivante  qui  est  fondanicntale  :  l  n«- 
droite  quelconque  rencontre  l'hyperbole  de  Kiepert  ni  la  druilc  inverse  trili- 
néaire  dont  il  vient  d'être  question  en  trois  points,  lois  (juc  les  ant;Io<.  0  < orrcs- 
pondants  ont  une  somme  multiple  de  t. 

Scr^uns  [CL),  —  Sur  les  nombres  parfaits.  (  >..>.(S-.>/J(»). 

Deruyls  (I^'r.).    —   Génération    linéaire   de   (|U(l(|iics  totirbes   à 
éléments  multiples  (^/iï-'^4'1)- 

Construi'lion  de  quelques  courbes  unicursales  au  moyen  dr  1.»  traii>torma- 
lion  suivante  :  Soient  deux  points  fixes  A,  B,  deux  droites  d,  i;.  Si  A.M  cf)Upe  d 
en  M,  et  BM,  ^^  en  .M^,  la  droite  M,  M,  currospond  à  M. 

Ccsiiro  {l^X  —  Sur  les  nombres  parCails  impairs.  (:>4«'>-'.^4^)- 
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Schœntjes.  —  Sur  un  mode  de  génération  de  la  spirale  hyperbo- 
lique. (s»4^-249)- 

D'Ocagne  {M,).  —  Quelques  propriétés  du  triangle.  (aôS-a^i). 

Propriétés  diverses  de  la  figure  obtenue  en  prolongeant  d'une  même  longueur 
variable,  dans  un  sens  déterminé,  les  eûtes  d'un  triangle. 

Notes  mathématiques,  extraits  analytiques,  bibliographie,  ques- 
tions proposées,  questions  d'examen,  questions  résolues.  (Pas- 
si  m.) 

» 
Suppléments. 

Mansion  (P.).  —  Détermination  du  reste  dans  la  formule  de 
quadrature  de  Gauss.  (i6  pages). 

Extrait  des  Bulletins  de  l'Académie  royale  de  Belgique^  3*  série,  l.  XI, 
p.  :;>93-3o'7  (avril  tK8^i). 

De  Tilly  (./.-J/.).  —  Recherches  sur  Tintégration  des  équations 
différentielles  linéaires  du  second  ordre.  (96  pages). 

Extrait  des  Mémoires  couronnés  et  autres  Mémoires  publiés  par  l'Académie 
royale  de  Belgique  (octobre  1887),  t.  XL. 

Brocard  (//.).  —  Propriétés  d'un  groupe  de  trois  paraboles. 
(8  pages  et  i  pi.). 

Extrait  des  Mémoires  de  l'Académie  de  Montpellier,  section  des  Sciences, 
1886.  Le  plan  d'un  triangle  renferme  déjà  deux  groupes  de  trois  paraboles  qui 
présentent  de  curieuses  propriétés  :  1°  Le  premier  groupe  est  formé  de  para- 
boles tangentes  à  deux  côtés  du  triangle  aux  extrémités  du  troisième.  3°  Le 
second  groupe  est  formé  de  paraboles  tangentes  aux  deux  bissectrices  de  chaque 
angle  et  aux  perpendiculairesaux  milieux  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle. 
M.  Brocard  étudie  les  propriétés  d'un  troisième  groupe  analogue  au  précé- 
dent :  il  est  formé  par  les  paraboles  tangentes  aux  bissectrices  de  chaque 
angle  et  aux  hauteurs  correspondant  aux  côtés  de  cet  angle. 
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ANNALES  DE  L\  Société  scientifique  de  Bruxelles.  Onzième  année,  1886- 
1887,  Bruxelles,  Hayez;  1887  (A,  première  Partie;  B,  seconde  Partie )  (*). 

De  Saherl.  —  Mémoire  sur  l'emploi  des  coordonnées  curvilignes 
dans  les  problèmes  de  Mécanique  et  les  lignes  géodésiques  des 
surfaces  isothermes.  (B,  i-i38). 

Mansion  (P.)-  —  Rapport.  (A,  46-62). 

La  première  et  la  seconde  Parlic  de  ce  Mémoire  ont  paru  dans  le  Volume 
précédent  du  même  Recueil,  pages  298-408.  Voici  une  analyse  sommaire  de 
l'ensemble. 

I.  Soient  <f{Xfy,z)  =  ç,  +(^1^»^)  = +»  les  équations  de  deux  systèmes  de 
surfaces  coupant  une  troisième  surface  F{x,yj  z)  =  0  suivant  des  courbes 
trajectoires  orthogonales  l'une  de  l'autre.  Ces  trois  surfaces  déterminent  la 
position  d'un  point  mobile,  qui  a,  suivant  les  normales  aux  trois  surfaces  des 
accélérations  U,  V,  W,  des  vitesses  a,  Vj  w.  Posons 


=  », 


"[(S)'- 

(g)'-  &)1 

=  1,        K 

"(2)'-(g)'*(S 

6«j7     B'y     B'z 
ùf      09'      8ç' 

B*x        B'y        B*z 

Bf  B^     Btf  B^     09  B^ 

p^ 

Bx      By      Bz 
00        0«p        0^ 

S  = 

Bx          By          Bz 
6^          69          69 

Bx      By      Bz 

Bx          By          Bz 

B^      6^      B^ 

Ôv|/          B^          B^ 

et  désignons  par  Q  une  expression  en  ^,  analogue  à  l'expression  P  en  -f.  On 


aura 


.V„-K  =  ,.(â)V,(f*)V.s**^ 

De  la  dernière  formule,  on  déduit  aisément  les  rayons  de  courbure  principaux 
(le  la  surface. 

II.  Soit  rfi^j  "]>)  la  fonction  de  force,  supposée  exislanle,   II,—  ll(J-l-  C), 
K,=  K(rf -+-  C),  on  aura 


6  loeU. 


l/»C^(i")  —  i>»C?(M»)  =  {u*-hi*')lu'  —If^d^ 


Chaque  fois  que   l'on    parviendra  à  intégrer   celle   ciiualion,  c'esl-à-dire    à 


(')  Voir  Bulletin,  \III,  18-24. 
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trouver  une  relation  entre  9  et  <{/,  l'équation  des  forces  vives  pourra  ensuite 
servir  à  déterminer  les  coordonnées  curvilignes  en  fonction  de  t.  L'auteur  fait 
connaître  divers  cas  où  les  intégrations  peuvent  se  ramener  aux  quadratures; 
puis,  il  fait  quatre  applications  :  i**  Mouvement  d'un  point  assujetti  à  se 
trouver  sur  un  ellipsoïde,  quand  il  est  soumis  à  une  force  d'attraction  émanant 
du  centre  et  proportionnel  à  la  distance.  2**  Problème  analogue  pour  un  cône, 
si  le  point  est  soumis  à  deux  forces,  l'une  émanant  du  sommet  et  variant  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  l'autre  de  l'axe  du  cône  et  variant  en 
raison  inverse  du  cube  de  la  distance  à  cet  axe.  3**  Problème  de  Neumann 
{Journal  de  Crelle,  t.  56).  4"  Mouvement  d'un  point  matériel  pesant,  sur  un 
paraboloYde  à  axe  vertical. 

IlL  Recherche  des  lignes  géodésiques.  L'auteur  trouve  leur  équation  diffé- 
rentielle en  supposant  «/(cp,  ^)  constant  et  traite  les  cas  particuliers  suivants  : 
i"  Plan.  2*  Cylindre  de  révolution.  3"  Cylindre.  4"  Cônes  de  révolution.  5' Sur- 
faces de  révolution.  6<*  Cônes.  7**  Quadriques.  8"  Surfaces  composant  un  système 
orthogonal  triplement  isotherme. 

Trois  Notes  complètent  le  Mémoire  :  1"  L'auteur  indique  comment  il  a  trouvé 
les  cas  où  le  problème  de  la  seconde  Partie  se  ramène  aux  quadratures. 
2**  Points  de  contact  de  sa  solution  du  mouvement  sur  l'ellipsoïde  avec  celles 
de  Jacobi  et  de  Schellbach.  3*>  Détermination  du  rayon  de  courbure  d'un  point 
mobile  assujetti  à  rester  sur  une  surface. 

De  Sparre,  —  Cours  sur  les  fonctions  elliptiques.  Seconde  Partie. 
(200-292). 

Cette  seconde  Partie  comprend  le  développement  des  fonctions  thêta  en 
produit,  obtenu  en  prenant  pour  point  de  départ  la  décomposition  de  ces 
fonctions  en  facteurs  primaires.  L'auteur  démontre,  d'après  M.  Hermite,  les 
théorèmes  de  Weierstrass  et  de  Mitlag-Leffler.  Les  développements  en  produit 
des  fonctions  thêta  sont  obtenus  sous  une  forme  qui  permet  d'en  déduire 
immédiatement  les  formules  relatives  à  la  transformation  du  premier  degré 
dans  ces  fonctions.  Dans  la  théorie  de  la  multiplication,  M.  de  Sparre  indique 
comment  on  peut  y  employer  la  fonction  pu  de  Weierstrass.  11  termine  en 
établissant  l'équation  aux  dérivées  partielles  que  vérifie  la  fonction  <tu.  Voici 
l'ordre  des  matières  :  L  Nature  des  points  d'une  fonction.  II.  Décomposition 
des  fonctions  holomorphes  en  facteurs  primaires.  III.  Détermination  du  genre 
d'une  fonction  holomorphe  d'après  la  répartition  de  ses  zéros.  IV.  Décomposi- 
tion de  sinrjr  en  facteurs  primaires.  V.  DéHnition  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  troisième  espèce.  VI.  Décomposition  de  T'a  en  facteurs  primaires. 
VII.  Théorème  de  Mitlag-Leffler.  VIII.  Expression  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  première  espèce  qui  ont  des  poinis  singuliers  essentiels.  IX.  Dé- 
veloppement des  fonctions  B  en  produit.  X.  Tr^insformation  du  premier  degré 
des  fonctions  8.  XI.  Multiplication  de  l'argument  dans  les  fonctions  pu. 
XII.  Équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  satisfait  la  fonction  ^u. 

nOcagne  {M,).  —  Sur  les  péninvariants  des  formes  binaires. 
(3 1 4-3 19). 

Nouveau  système  de  péninvariants  principaux. 
Bull,  des  Sciences  mathéni.,  2*  série,  t.  XV.  (Janvier  1891.)  K.2 
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Guyétand  {A,).  —  Note  sur  les  proprîélés  du  point  central  dans 
les  actions  mutuelles  de  trois  corps.  (320-336). 

Quand  Irois  corps  s'attirent  ou  se  repoussent  de  façon  que  leurs  actions  mu- 
tuelles soient  égales  deux  à  deux  et  de  sens  contraire,  les  résultantes  des 
actions  de  deux  quelconques  des  trois  points  sur  le  troisième  passent  par  un 
même  point.  L'auteur  l'appelle  point  central;  il  en  cherche  la  position  et  déter- 
mine la  résultante  des  actions  des  deux  premiers  points  sur  le  troisième. 
Applications  et  propriétés. 


*^* 


ANNALES  SCIENTinQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  publiées 

sous   LES  AUSPICES  DU  MINISTRE  DE  l'InSTRUCTION  PUBLIQUE,  PAR    UN  CoMITÊ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MaItRES  DE  CONFÉRENCES  DE  l'ÉcOLE. 

3«  série,  t.  Vï,  1889  (»). 

Goursat,  —  Sur  les  substitutions  orthogonales  et  les  dîvision.s 
régulières  de  l'espace.  (9-102). 

M.  Goursat  étudie  les  modes  de  division  de  Tcspacc  en  un  nombre  fini  de 
régions  telles  que  Tune  quelconque  se  déduise  de  la  première  par  une  suite 
d'inversions.  On  sait  que  M.  Poincaré,  dans  son  Mémoire  sur  tes  groupe* 
kleinéens,  avait  été  conduit  à  diviser  Tespace  en  une  infinité  de  régions  se 
déduisant  les  unes  des  autres  par  une  transformation  isogonale.  Mais  le  mode 
de  transformation  adopté  par  M.  Poincaré  conservait  un  plan  fixe  réel,  tandis 
que  celui  de  M.  Goursat  fait  revenir  sur  elle-même  une  sphère  imaginaire. 

Le  problème  qui  consiste  à  trouver  toutes  les  transformations  isogonales 
assujetties  à  celle  dernière  condition  revient  à  la  dèlcrmination  des  groupes 
d'ordre  fini  de  substitutions  linéaires  orthogonales  à  quatre  variables.  On  ob- 
tient de  tels  fîroupcs  en  combinant  les  substitutions  de  deux  groupes  d'ordre 
fini  de  substitutions  linéaires  non  homogènes  à  une  seule  variable.  Ce  résultat 
est  connu,  mais  M.  Goursat  fait  ressortir  un  point  qui  n'avait  pas  été  remarqué 
jusqu'ici  :  c'est  qu'il  n'est  pas  nécessaire  d'associer  chaque  substitution  de  l'un 
des  groupes  avec  toutes  les  substitutions  do  l'autre  groupe. 

I)ans  la  première  Partie  de  son  Mémoire,  l'auteur  établit  un  certain  nombre 
de  propositions  générales  sur  les  transformations  qui  conservent  les  angles  et 
sur  les  substitutions  orthogonales. 

Dans  la  deuxième  Partie,  il  indique  le  moyen  de  former  tous  les  groupes 
d'ordre  fini  de  substitutions  orthogonales  à  quatre  variables,  et  il  énumère 
tous  les  groupes  de  substitutions  ii  drux  variables  d'une  rcrlaine  forme  qui 
leur  sont  isomorphes. 

Dans  la  troisième  Partie,  il  fait  une  élude  approfondie  de  la  disposition  des 


(•)  Voir  liuUetin,  \IV.,  p.  tN«» 
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régions  de  l'espace  qui  se  correspondent  mutuellement  à  Faide  des  transfor- 
mations isogonales  qui  conservent  une  sphère  imaginaire,  lorsque  ces  régions 
sont  des  tétraèdres  à  faces  sphériques. 

Enfin,  dans  la  quatrième  Partie,-  M.  Goursat  établit  des  rapprochements 
entre  certaines  parties  de  ces  recherches  et  la  géométrie  non  euclidienne  ou  la 
théorie  des  polyèdres  réguliers  de  l'espace  à  quatre  dimensions. 

Raffy,  —  Sur  la  rectification  des  cubiques  planes  unicursales. 

(io3-i44)' 

Étant  donnée  une  courbe  plane  unicursale  de  degré  m,  l'arc  de  cette  courbe 
s'exprime,  en  fonction  du  paramètre  t  qui  correspond  uniformément  aux  points 
de  la  courbe,  par  une  intégrale  hyperelliptique  qui,  en  général,  est  du  genre 
•im  —  3.  Ce  genre,  qu'on  peut  appeler  genre  de  Varc,  est  susceptible  d'abais- 
sement par  l'efTet  de  certaines  singularités. 

M.  Raiïy  détermine  toutes  les  cubiques  unicursales  dont  l'arc  est  d'un  genre 
inférieur  à  3  et  toutes  celles  qui  sont  rectifiables  algébriquement  ou  en  termes 
finis. 

Son  Mémoire  est  divisé  en  quatre  Chapitres. 

Dans  le  premier,  il  indique  les  singularités  qui  diminuent  le  genre  de  Tare 
pour  une  courbe  unicursale  quelconque  et,  eu  particulier,  pour  les  cubiques. 
Les  résultats  qu'il  obtient  sont  compris  dans  les  quatre  énoncés  que  voici  : 

I**  Si  un  point,  situé  à  distance  finie,  est  l'origine  d'un  cycle  à  tangente  iso- 
trope, d'ordre  n  et  de  classe  v,  le  genre  de  l'arc  est  diminué  de  /i  —  i  plus  la 

partie  entière  de  -• 

2*>  Si  un  point,  situé  à  distance  finie,  est  l'origine  d'un  cycle  à  tangente  non 
isotrope,  d'ordre  /i,  le  genre  de  l'arc  est  diminué  de  n  —  i. 

3<*  Si  une  courbe  admet  une  direction  asymptotique  non  isotrope,  et  si,  au 
point  à  l'infini  dans  celte  direction  correspondent  n  valeurs  égales  du  para- 
mètre t^  le  genre  de  l'arc  est  diminué  de  n  —  i. 

4**  Si  l'un  des  points  cycliques  est  l'origine  d'un  cycle  de  classe  v,  et  si  à  ce  point 
correspondent  n  valeurs  égales  du  paramètre  f,  le  genre  de  l'arc  est  diminué 

de  n  — I  plus  la  partie  entière  de »  si  l'asymptote  isotrope  tangente  au 

cycle  est  située  à  distance  finie;  il  est  diminué  de  /i  —  i  plus  la  partie  entière 

/i  —  V 
de si  celte  asymptote  est  rcjetéc  à  l'infini. 

Appliqués  aux  cubiques,  ces  quatre  théorèmes  fournissent  les  cinq  singula- 
rités qui  diminuent  le  genre  de  l'arc  :  1"  l'inflexion  à  tangente  isotrope;  7?  le 
rebrousscment  à  distance  finie;  3**  le  contact  simple  avec  la  droite  de  l'infini 
ou  l'existence  d'une  asymptote  double;  4"  l'existence  de  branches  paraboliques 
formant  inflexion  ou  rebrousscment  à  l'infini;  5<*  le  passage  par  les  points  cy- 
cliques. 

Dans  le  Chapitre  II,  l'auteur  étudie  en  détail  les  cubiques  dont  l'arc  est  de 
genre  0,  1  ou  2.  Les  cubiques  dont  l'arc  est  de  genre  zéro  appartiennent  à 
quatre  types  :  i*>  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  d'Enneper  (seules  cu- 
biques à  courbure  rationnelle);  2"  les  cubiques  représentées  en  coordonnées 
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rectangulaires  par  les  formules 


x  —  X 


r—Zt  ^  3 /«  —  I 


» 


y-^—-c-' 


3*  les  paraboles  semi-cubiques;  4*  les  cissoïdes.  Les  seules  cubiques  unicursales 
dont  l'arc  soit  de  genre  i  sont  celles  qui  présentent  les  singularités  suivantes  à 
l'exclusion  des  trois  autres  :  i"  deux  points  d'inflexion  à  tangente  isotrope 
situés  à  distance  finie;  3<*  rebroussement  à  distance  finie  et  contact  simple  avec 
la  droite  de  l'infinie;  3*>  branches  paraboliques  formant  inflexion  ou  rebrous- 
sement à  l'infini;  4"  passage  par  les  points  cycliques.  Rnfîn,  les  seules  cubiques 
unicursales  dont  l'arc  soit  de  genre  s  sont  :  i"  cdles  qui  présentent  un  re- 
broussement à  distance  finie;  2"  celles  qui  ont  un  contact  simple  avec  la  droite 
de  l'infini  ou  qui  admettent  une  asymptote  double. 

Le  Chapitre  lll  traite  des  cubiques  dont  l'arc  est  une  fonction  algébrique  du 
paramètre  /.  Les  seules  cubiques  dont  l'arc  soit  algébrique  sont  les  courbes 
d'Enneper  et  les  développées  des  paraboles  du  second  degré. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'étude  des  cubiques  dont  l'arc  peut  s'exprimer 
en  termes  finis.  En  dehors  des  cubiques  dont  l'arc  est  de  genre  zéro,  de  telles 
cubiques,  s'il  en  existe  (ce  qui  parait  fort  peu  probable)  ne  doivent  être  cher- 
chées que  parmi  celles  dont  l'arc  est  de  genre  i  et  qui  présentent  soit  un  re- 
broussement à  distance  finie  et  un  contact  simple  avec  la  droite  de  l'infini, 
soit  des  branches  paraboliques  formant  inflexion  ou  rebroussement  à  l'infini. 

Pincherle.  —  Sur  les  fractions  continues  algébriques.  (i45-i52). 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  les  propriétés  d'une  fonction  définie  par 
un  développement  en  fraction  continue. 
11  considère  une  fraction  continue  dont  les  coefficients  sont  tous  du  premier 

degré 

b^ 

—  ^ 

a.x-^a^ i -r- 


a^x  -h  n,  — 


a^x  -r  «3 


les  coefficients  de  ces  quotients  ayant  une  limite  finie.  Soit  N^(a:)  le  dénomi- 
nateur de  la  /i'*"«  réduite  (c'est  un  polynôme  du  /j  *■»•  dt'gré),  et  soit  P  l'en- 
semble des  racines  des  polynômes  N„(j:). 
Cela  posé,  on  peut  énoncer  les  résultats  suivants  : 

i*  Le  rapport  -^— »  que  l'on  suppose  inférieur  à  une  limile  (inie,  tend  vers 

une  limite  déterminée,  et  la  fraction  continue  est  convergente,  sauf  pour  les 

points  des  ensembles  F  et  P'  (dérivé  de  P)  et  pour  ceux  d'une  coupure  que, 

par  un  changement  de  variable,  on  peut  toujours  réduire  au  segment  — 1,  -f-i. 

N 
Si  le  rapport  — ^--  tend  uniformément  vers  sa  limite,   la  fraction  continue  est 

une  expression  analytique  V{x). 

Jt"  Si  ni  P  ni  P'  n'ont  de  points  à  l'infini,  si  de  plus  P  est  despèce  finie,  ou 
si,  étant  d'espèce  infinie,  P'  se  compose  d'un  ensemble  d'espèce  finie  et  du 
segment  — i,  n-i,  l'expression  r(j:)  peut  s'érrire  sous  les  hypollièsos  précé- 
dentes 

V{x)  ^.  U(j')-t-  K(x). 
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où  U(j;)  est  une  fonction  analytique  uniforme  et  K{x)  une  nouvelle  expression 
qui  représente,  sauf  pour  les  points  de  la  coupure,  une  branche  à  une  seule 
valeur  de  fonction  analytique  nionogéne. 

3*»  Enfin,  si  sous  les  mêmes  hypothèses  la  différence  des  valeurs  de  F{x)  de 
part  et  d'autre  de  la  coupure  a  une  limite  /{x)  intégrable  et  continue  de  —1 
à  +  it  on  a 


F{x)  =  V{x)-h\{x) 


"■'  /(y)dy 
X  —y 


où  V(j;),  si  elle  n'est  pas  identiquement  nulle,  est  une  fonction  uniforme  qui 
admet  le  segment  — i»  +1  comme  ligne  singulière. 

Sauvage,  —  Sur  les  solutions  régulières  d'un  système  d'équa- 
tions différentielles.  (137-182). 

On  sait  qu'un  système  d'équations  différentielles  linéaires  et  homogènes 

admet,  dans  le  domaine  de  Torigine  un  système  fondamental  de  solutions  de 
la  forme 

ou 

^r  =  x'-[?;-+-»;iogx-f-...], 

suivant  que  l'équation  fondamentale  relative  au  point  07  =  0  a  toutes  ses  racines 
simples,  ou  admet  des  racines  multiples. 

M.  Sauvage  s'est  proposé  de  montrer  comment  on  peut,  par  identifîcation, 
déterminer  chacune  des  fonctions  cp,  lorsque  le  système  a  toutes  ses  solutions 
régulières. 

Parmi  les  systèmes  qui  jouissent  de  celte  propriété,  il  faut  distinguer  les 
systèmes  canoniques  déjà  étudiés  par  l'auteur  {Annales  de  V École  Normale, 
1886) 

où  ^es  fonctions  b  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  de  l'origine. 

M.  Sauvage  fait  voir  que  tout  système  d'équations  dirTérentielles  linéaires  et 
homogènes  (à  intégrales  régulières)  peut  être  ramené  à  la  forme  canonique 
par  des  substitutions  successives  de  la  forme  xy  à  y,  ou  bien  de  la  forme 
X,y, -h. .  .-h  X^^^  à  l'un  des  y^  les  X  étant  des  constantes  convenablement 
choisies.  (Cet  énoncé  doit  être  substitué  à  celui  que  Tauteur  avait  donné  dans 
son  deuxième  Mémoire,  Annales  de  l'École  Normale,  1888.) 

M.  Sauvage  fait  diverses  applications  de  ce  théorème.  Il  termine  en  donnant 
des  détails  sur  le  calcul  des  fonctions  9,  dans  le  cas  d'un  système  canonique, 
auquel  tous  les  autres  peuvent  être  ramenés. 

Sonin,  —  Sur  les  termes  complémentaires  de  la  formule  somma- 
loire  dF^uler  <'t  df  relie  do  Stirlin^^.  (9, 5  "-9.(19.). 
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Il  s'agit  de  l'évaluation  du  reste  Il„  dans  la  formule  d'Kulcr 


)] 


n  —  »»•  —  •  • 

r  — 0 

+  (->)"  IV^^ryi  [/—'(*)  -/'"  '(a)]  +  H.. 
Ce  reste  R^  est  compris  entre  les  deux  limites  suivantes 

k  =  tn—l 


2]     ./-(a4-^*-4-AA) 


A -0 

sous  la  condition  très  générale  que  la  somme 

*=/«  — i 

y     [/'"{a  -h  kh  ■+■  ht)  ^-/»''(a  -h  A/i  -h  h  —  ht)] 

conserve  toujours  le  même  signe  (celui  de  s  =±  i)  et  décroisse  lorsque  t  croît 

de  o  à  -• 
2 


Si  l'on  suppose 

s/"* (a  -h  -  -h  Uij  >   /   e/"  (a  -f-  -  4-  kh  -f-  ht\  dty 


coiuino  cela  a  lieu,  par  exemple,  lorsque  z/^"la  H \-  z)  est  une  fonction 

positive  décroissante  entre  ^  —  o  et  z  —  b  —  a^  on  pourra  écrire 


B._  ./!"• 


Cette  expression  du  reste  remplacera  avec  avantage  celle  qu'a  donnée  Jacobi. 
Ainsi  la  formule  de  rauleur  donne 

I  M- 4-0)-'  . 

, .r-f--    —.r-\ /  i\ 

V{\-\-  X)  =  ^-WT.x      -e  '*  (o<0<-), 


et  celle  de  Jacobi 


1  0 

r-f--    -  .»•-♦- 


Y{i-hx)  -  s.iT.x      ^e  «2.1  (()<fj<i), 


Sonin,  —  Kxlrait  rruuc  I^etlrc  à  M.  Ilcrmilc.  (>()()- .'.0>.'). 
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Elablissemcnt  direct  de  la  formule 

logr(x)  =  -  logtiTîH-  Ix )\osx  —  X  -\ '  X-*  —  -—.x-* -{-... 

^2°  \  2/  1.2  3.4 

L(  2  «  —  3  )  (  2  /l  —  2  )  (  2  /l  —  I  )  a  /*  J 

/o<o<-^— y 

\  r  v/2  e  / 

Lerch.  —  Introduction  à  «ne  théorie  élémentaire  des  intégrales 
elliptiques.  (263-296). 

L'auteur  développe  une  théorie  des  intégrales  et  des  fonctions  elliptiques  où 
la  notion  d'intégrales  curvilignes  se  trouve  exclue  et  remplacée  par  celle  de 
coupure,  suivant  la  méthode  générale  indiquée  par  M.  Hermite. 

Il  introduit)  à  cet  eiïet,  la  fonction  uni/orme 


qui,  lorsque  x  est  fini,  reste  finie  et  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  / 
comprises  entre  o  et  i.  Cette  fonction  est  discontinue,  elle  admet  quatre  cou- 

pures  (I),  (U),  (III),  (IV),  joignant  respectivement  les  points  Iit»  ~~*»  —T 

au  point  oo. 
L'expression  uniforme  4>(j?)  définit  une  fonction  analytique  multiforme  u 

(intégrale  elliptique)  n'ayant  que  quatre  points  critiques  ±:i,  ±  v-  Lorsque 

A 

la  valeur  de  ii,  au  voisinage  d'une  coupure  —  (I),  (H),  (III),  (IV)  est  ^{x) 
elle  sera  donnée,  sur  le  bord  opposé  de  la  coupure,  par  l'expression  3C  —  4*(^), 
si  l'on  assujettit  la  fraction  u  à  rester  continue.  Les  valeurs  de  c  correspondant 
aux  coupures  (1),  (II),  (III),  (IV)  sont  respectivement 

K,     K  ,    —  K,    —  K  , 

K*  étant  égal  à  ^.  K^V 

Hiinvitz.  —  Sur  le  développement  des  fonctions  satisfaisant  à 
une  équation  différentielle  algébrique.  (327-332). 

M.  Gomes  Teixeira  avait  énoncé,  dans  les  Annales  de  l'École  Normale  de 
1887,  le  théorème  suivant  qui  est  une  généralisation  d'une  proposition  bien 
connue  d'Eisenstein  : 

«  La  série 

y  =  a^-{-  a,x-h«,a7*H-...-l-a^x''-h..., 

où  a^,  a,,  a,,  ...  représentent  des  fractions  réduites  à  leur  plus  simple  expres- 
sion, ne  peut  pas  être  le  développement  d'une  fonction  définie  par  une  équation 
algébrique  à  coefficients  entiers  en  x,  y,  y',  ...yy^'\  si  les  dénominateurs  de 
^•4-1»  ^«-i-j»  •  •  •  contiennent  indéfiniment  des  facteurs  premiers  supérieurs,  res- 
pcntivcment  à  n  -\-\,  n  -{-  2^  » 
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Mais  ce  théorème,  dil  M.  Hiirwitz,  n'est  pas  juste,  cl  voici  le  ihcorème  qu'il 
faut  y  substituer. 
«  Si  la  série  à  coefficients  rationnels 

y  ~  a^-h  a^x  -+-a,a:»  -h..  .-\-  a^x'*  -h. . . 

satisfait  à  une  équation  dirférenticlle  algébrique,  il  existe  une  fonction  entière 
à  coeflicicnts  entiers 

et  un  nombre  entier  n  tels  que  les  facteurs  premiers  contenus  dans  les  déno- 
minateurs des  fractions  réduites  a„,  a«+,,  «„+,.  ...  divisent  respectivement  les 
nombres  (tous  différents  de  zéro), 

y(/|),       y(/l)  Y(/l  -l-i),       y(;,)y(;i  4-,)  v(n4-2),        >» 

Guichard,  —  Surfaces  rapportées  à  leurs  lignes  asjmplotiques  et 
congruences  rapportées  à  leurs  développables.  (333-348). 

M.  Guichard  définit  une  droite  d'une  congruence  par  les  coordonnées  de  son 
point  central  et  par  ses  cosinus  directeurs. 

En  menant  par  le  centre  d'une  sphère  de  rayon  i  un  rayon  parallèle  à  cette 
droite,  il  obtient  sur  la  sphère  un  point  qui  est  la  représentation  sphérique  de 
la  droite.  Aux  développables  de  la  congruence  correspondent  des  courbes 
tracées  sur  la  sphère. 

L'auteur  est  ainsi  amené  à  étudier  un  système  de  coordonnées  curvilignes 
quelconque  tracé  sur  la  sphère.  Il  montre  ensuite  comment  ce  système  doit 
être  particularisé  pour  qu'il  soit  la  représentation  sphérique  des  lignes  asym- 
ptotiques  d'une  surface. 

Si  l'on  désigne  par  a,  v  les  paramètres  des  lignes  asymptoliques,  par  a,  p,  y 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale,  par  dfs  rélémcnt  linéaire  de  lu  sphère 


et  si  l'on  p(»sc 


di'  —  e  du*  -f-  if  du  dv  -h  g  dK'\ 

()e        .lisr  .i)e  0^ 

^  ()v       -^  du  .         -^  rK'  ()u 

c  .zz — -,        h  = — .  - 


la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  système  de  courbes  tracées  sur 
la  sphère  soit  la  représentation  des  lignes  asymptoliques  d'une  surface,  est  que 

ÔC  _  f)h 
(ht        ôi> 

Cette  condilion  clant  supposée  remplie,  on  pourra  dclcrniiner  une  fonction  a 
de  u  et  V,  dont  les  dérivées  parlicllcs  soient  —  il)  cl  —  2C:  cl,  en  posant 

II'  - 


on   déteruiinera  les  coordoniicc>  x,  y,  z  d'un  point   «le  l.i  sirrfHCC   par  lc>  for- 
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mules 

Ou  ~    "^  Ou  âv^ 

ôx  ,07.         .  j,Ôl 

âv  °  Ou         •'  Ov 

et  les  deux  autres  couples  de  formules  analogues.  Ainsi)  lorsque  la  représen- 
tation sphérique  des  lignes  asymptotiques  est  donnée,  les  surfaces  correspon- 
dantes peuvent  être  obtenues  par  des  quadratures. 

Quant  aux  congruences,  la  représentation  sphérique  de  leurs  développables 
peut  former  un  système  de  courbes  quelconques.  Si  Ton  suppose  que  les  sur- 
faces réglées  u  =  const.,  v  —  const.  soient  les  développables  de  la  congruence, 
la  distance  p  du  point  central  à  Tun  des  foyers  devra  satisfaire  à  une  équation 
de  Laplace 


'^P  r^  ^P     .    n«^P  /'^G         OU         ., 

-h  C -rr-  -h  D  -r-  -^  9  {  -i h-       -+-/    —  o. 


Ou  Ov  Ou  Ov       '  \0u        Ov 

On  peut  se  donner  arbitrairement  la  représentation  sphérique  d'une  con- 
gruence. Pour  déterminer  la  congruence  correspondante,  il  faudra  résoudre 
cette  équation;  le  problème  s'achèvera  par  une  quadrature. 

Si  Ton  veut  que  les  développables  de  la  congruence  découpent  sur  la  surface 
centrale  un  réseau  conjugué,  il  faut  et  il  suffit  que  la  représentation  sphérique 
des  développables  soit  celle  des  lignes  asymptotiques  d'une  surface.  Ce  théorème 
fournit  une  classe  très  étendue  de  surfaces  rapportées  à  leurs  lignes  asympto- 
tiques. Il  suffit  de  prendre  deux  courbes  quelconques.  A  chaque  sécante  com- 
mune aux  deux  courbes  correspond  un  point  de  la  surface;  les  lignes  asympto- 
tiques correspondent  aux  cônes  qui  ont  pour  sommet  un  point  d'une  courbe  et 
pour  base  l'autre  courbe. 

Enfin,  si  la  représentation  sphérique  des  développables  est  celle  des  lignes 
asymptotiques  d'une  surface  à  courbure  constante,  les  arêtes  de  rebroussement 
des  développables  sont  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  focales. 

Cette  proposition  établit  entre  certaines  surfaces  une  correspondance  réelle 
de  telle  nature  qu'aux  lignes  asymptotiques  de  l'une  des  surfaces  correspondent 
les  lignes  de  courbure  sur  l'autre. 

Padé,  —  Sur  les  intégrales  définies  à  limites  indéfinies.  (349- 
354). 

Étant  donnée  une  fonction  /(x)  d'une  variable  réelle  x^  intégrable  dans 
tout  intervalle  {Oy  l)  dont  la  limite  inférieure  est  fixe,  peut-on  décider  si, 
lorsque  /  grandit  indéfiniment,  l'intégrale 


0' 


x)  dx 


tend  vers  une  limite? 

On  le  peut  immédiatement  lorsque  la  fonction  primitive  de  f{x)  est  connue 
On  le  peut  encore  lorsque,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures  à  un  nombre 
déterminé,  la  fonction  f{x)  est  positive  ou  nulle. 

C'est  à  ce  cas  que  M.  Padé  ramène  dc>  cas  très  étendus  où  f{x)  change 
constamment  de  signe. 

Ainsi,  lorsque   \/{x)  \   ne  dépasse  pas  une  quantité  positive  connue  A  inlc- 


sens. 
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grahic  clic  aussi  dans  tous  les  intervalles  (n,  /)  et  telle  que    /   A  dx  Icnde. 

pour  /  infini,  vers  une  limite,  l'intégrale   /    /(x)  dx  a  un 

Quand  il  n'existe  pas  de  quantité  A  satisfaisant  aux  conditions  précédentes, 
on  peut  le  plus  souvent  en  pratique  opérer  un  changement  de  variable   qui 

ramène  l'étude  de    /  f{x)dx  à  celle  d'une  intégrale  dont  tous  les  éléments 

sont  positifs.  Comme  application  de  cette  dernière  méthode,  l'auteur  transforme, 
par  le  changement  de  x'  en  /,  l'intégrale  de  Fresnel   /     sins^dt  en  celle-ci  : 


v'O 


qui  a  visiblement  un  sens. 


I       r*s\n*tdt 


Méray  et  Riquiev,  —  Sur  la  convergence  des  développements 
des  Intégrales  ordinaires  d'un  s^^stème  d'équations  différentiel  les 
totales.  (355-3^8). 

Darboux.  —  Sur  la  surface  des  ondes.  (379-388). 

Cet  article  est  extrait  des  tomes  XCII  et  XCVII  des  Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  Nous  rappellerons  brièvement  les  résultats  qui  y  sont 
énoncés. 

M.  Darboux  y  donne,  de  la  surface  des  ondes,  une  définition  nouvelle  où  ne 
se  trouve  employé  aucun  ellipsoïde.  Cette  surface  peut  être  considérée  comme 
un  cas  particulier  de  la  surface  suivante  : 

On  considère  dans  l'espace  un  point  O  et  trois  cercles  fixes,  et  l'on  cherche 
le  lieu  des  points  M  tels  que  les  sphères  passant  par  un  quelconque  de  ces 
points  M  et  par  les  trois  cercles  fixes  vont  se  couper  en  un  second  point  P  de 
manière  que  Tan^le  MPO  soit  droit.  Ce  lieu  est  une  surface  du  quatrième  ordre 
dont  les  points  peuvent  être  construits  par  la  règle  et  le  conipasi 

La  surface  des  ondes  est  une  variété  de  cette  surface  qui,  en  général,  n'a 
aucun  point  singulier  et  contient  seize  coniques  isolées. 

Un  choix  particulier  de  variables  conduit  rapidement  M.  Darboux  à  l'équa- 
tion des  lignes  asymptotiques  de  la  surface  des  ondes.  Si  l'on  désigne  par  ^  le 
carré  de  la  distance  du  centre  à  un  point  quelconque  M,  par  ,3'  le  carré  de  la 
dislance  du  centre  au  plan  tangent  parallèle  au  plan  tangent  en  M,  cette  équa- 
tion pourra  s'écrire 

d^ d^ . 

et,   par  conséquent,  les  lignes   asymploti(|ues   sont   définies  par  une  relation 
algébrique  entre  ^  et  p'. 

Si  l'on  considère  charun  des  complexes  de  Chasies  qui  sont  formés  des 
droites  coupant  les  trois  plans  principaux  cl  le  plan  de  l'infini  en  quatre  points 
de  rapport  auharmoniquc  constant,  le  lieu  des  points  de  la  surfac  c  où  le  cône 
rlu  complexe  est  tangent  ;'i  relie  surface  est  une  ii^'nc  a^ymplntiqnc. 
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L'cqoation  des  lignes  de  courbure  peut,  comme  Ta  monlré  M.  Combcscurc, 
s'écrire 

/(«)rf?«-t-/(?)d*'-rfarf?|2/(«)-t-<?-x)j/'<a)-:^^j|=o, 

où  l'on  a  posé 

/(«)  =  (a-a)(a-^»)(a-c). 

Lorsque /(a)  se  réduit  à  un  polynôme  du  deuxième  degré,  M.  Darboux  a 
montré  que  l'équation  précédente  pouvait  être  intégrée  sous  la  forme 

dp  /*      dv 

-" ï  ' 


J  «3(n-«)3     J  r 


où  l'on  a 

dr  dx  /(  a  ) 

^       d^v  ^  dw  p  —  * 

Ce  cas  se  présente  en  Physique,  où  la  surface  des  ondes  est  peu  différente 
d'une  sphère. 

Dans  le  cas  général,' on  n'a  pas  encore  obtenu  l'expression  des  lignes  de 
courbure;  mais  M.  Darboux  a  fait  voir  que  ces  lignes  étaient  algébriques 
dans  le  voisinage  de  chaque  ombilic. 

Supplément. 

Vogt.  —  Sur  les  invariants  fondamentaux  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  du  second  ordre.  (1-7 1). 

L'étude  des  équations  difTérentielles  linéaires  est  intimement  liée  à  celle  des 
groupes  de  substitutions  que  subissent  leurs  intégrales  lorsque  la  variable 
décrit  un  contour  autour  des  points  singuliers.  On  peut  chercher,  comme  l'ont 
fait  MM.  Puchs  et  Hamburger,  à  calculer  numériquement  les  coefficients  de 
ces  substitutions  au  moyen  des  paramétres  de  l'équation  difTérentielle.  On  peut 
se  placer  à  un  autre  point  de  vue,  celui  de  la  théorie  des  fonctions.  C'est  ce 
qu'a  fait  M.  Poincaré  dans  un  Mémoire  sur  les  équations  linéaires  {Acta  ma- 
thematica,  t.  IV'),  où  il  a  montré  que  les  groupes  de  substitutions  dépendent 
de  certaines  fonctions  des  paramètres  qu'il  a  appelés  invariants  fondamen- 
taux. 

C'est  l'étude  de  ces  invariants  et  de  leurs  propriétés  qui  fait  l'objet  du  travail 
de  M.  Vogt,  divisé  en  trois  Parties. 

Dans  la  première  Partie,  l'auleur  cherche  à  exprimer  les  coefficients  du 
groupe  au  moyen  des  invariants  fondamentaux  supposés  connus  et  à  en  déduire 
les  invariants  de  toutes  les  substitutions;  il  met  en  évidence  les  relations  qui 
existent  entre  les  invariants  et  les  polygones  fuchsiens. 

Dans  la  deuxième  Partie,  il  étudie  les  invariants  comme  fonctions  des  para- 
métres de  l'équation  diiïcrentielle,  ces  fonctions  dépendant  de  certaines  autres 
analogues  au  logarithme  et  dont  il  fait  connaître  les  propriétés. 

Dans  la  troisième  Partie,  il  étudie  les  paramètres  de  l'équation  diiïérentielle 
comme  fonctions  des  invariants;  il  montre,  en  particulier,  comment  on  peut 
d'une  équation  diiïérentielle  déduire  toutes  les  autres  équations  qui  ont  mêmes 
points  singuliers  et  mêmes  invariants  fondamentaux. 
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COMPTES  RENDUS  iieiidoiiadaires  des  séances  de  l'Acadêiiib  des  Sciences. 

Tome  CVllI;  1889  (»). 


Poincarc,  —  Sur  les  séries  de  M.  Lindstedt.  (21-24). 
On  rencontre  fréquemment  en  Mécanique  céleste  l'équation 


(0 


d*^ 


dx'  ^       '  «>p 


où  /{  est  un  nombre  incommensurable,  {i  un  paramétre  très  petit,  ^  une  somme 
de  termes  de  la  forme  suivante 

0(0,  jc)  —  \   \  ^     cos(  AX  -H  a). 

• 

M.  Lindstedt  a  proposé,  pour  intégrer  cette  équation,  des  séries  divergentes 
à  la  façon  de  celles  de  Stirling,  très  avantageuses  au  point  de  vue  du  calcul 
numérique. 

M.  Poincaré  reprend  le  mémo  problème  en  le  rattachant  aux  principes  des 
Voriesungen  de  Jacobi. 

Si  l'on  pose  en  eiïet 


H  = h  n'  ^ 

'2  i 


Î^V-^/^ 


dt 


Ox 


Téqualion  (1)  peut  être  remplacée  par  le  système 


dt  ~'  (h 


d9 
dl 


dr        ô\\  dp  _ 


d\\ 


dt        Op 


dt 


:  -  » 


dx 


cl,  si  l'on  change  de  variables  cii  posant 


d'où 


11       p-¥  n^i  —  \x^{q,  y,  X), 


par  le  système  canonique 

dp  _       fin            dy 
dt    "        Ox'          dt 

Oy  ' 

dx 
dt 

on 

-Op' 

dy 
dt 

ôq 

Il  suffira  donc  de  connaître  rinlégralc  complète  de   l'équation   aux  dérivées 
partielles 

Il        Oz             ()z           ,  /Oz  \ 

Ox            Oy          ^  \  Oy     -  / 

Or  M.   Poincarc  nmnlre  par  (juel   moyeu   on   pcul  dc\eloppcr  c  sous  forme 


(')   Voir  /iidlctiiK  I.  \1\\.  [..    >'|n 
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d'une  somme  de  termes  tels  que  Acos(m^ -f- /i^r -4-ot),   dépendant  de   deux 
constantes  arbitraires  c  et  q^.  L'intégrale  générale  de  l'équation  (i)  est  alors 

dz  dz  ,         dz  _ 

q\  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Il  est  aisé  d'en  déduire  les  séries  mêmes  de  M.  Lindstedt. 

La  méthode  d'intégration  indiquée  par  M.  Poincaré  s'étend  à  des  cas  beau- 
coup plus  généraux,  en  particulier  au  problème  des  trois  corps.  Pour  toute 
autre  loi  d'attraction  que  celle  de  Newton,  l'application  de  celte  méthode  au 
problème  en  question  ne  présente  aucune  difOculté;  mais,  avec  la  loi  de  New- 
ton, elle  échouerait  si  l'on  prenait  pour  point  de  départ  l'orbite  képlérienne; 
il  faut  adopter  comme  première  approximation  une  des  orbites  intermédiaires 
de  M.  Gyldén. 

« 

Gilbert,  —  Sur  les  accélérations  d'ordre  quelconque  des  points 
d'un  corps  solide  dont  un  point  est  fixe.  (92-94). 

L'auteur  indique  une  formule  symbolique  simple  qui  fournit  la  construction 
géométrique  de  l'accélération  d'ordre  n  d'un  point  quelconque  du  corps,  quand 
on  connaît  celles  des  ordres  inférieurs. 

En  appliquant  cette  formule  au  cas  de  n  =  s,  on  parvient,  pour  la  construc- 
tion de  la  suraccélération^aux  résultats  suivants  : 

Dans  le  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe,  la  suraccélération 
d'un  point  quelconque  Mo  est  la  résultante  de  cinq  autres  :  i**  une  accélération 
Moa  ayant  même  valeur  et  même  direction  que  la  vitesse  du  point  Mo  dans 
une  rotation  dont  l'axe  coïnciderait  avec  la  suraccélération  angulaire  X,;  s"  une 
accélération  M06  parallèle  à  l'accélération  angulaire  X  et  égale  à  uXp  cos((«),  p), 
(i>  étant  la  vitesse  angulaire;  3*>  une  accélération  M^c  parallèle  à  l'axe  instan- 
tané et  égale  à  2u>Xp  cos(  a,  p)  ;  /|<*  une  accélération  Moc/  dirigée  vers  le  point 
fixe  et  égale  à  3u>Xpcos(b>,  \)\  5**  une  accélération  Moe  directement  opposée  à 
la  vitesse  du  point  M  et  égale  à  iù*v  ou  u>'psin(fa>,  p). 

Quant  à  la  suraccélération  angulaire  X,,  elle  résulte  :  1"  d'une  composante 

u>*  =  —r-  dont  la  direction  est  celle  de  l'axe  instantané;  2"  d'une  composante 

2ta'i^'-h  o)'y  normale  à  l'axe  instantané  dans  le  plan  principal;  3<*  d'une  com- 

posante  -— ^  parallèle  au  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire  orthogonale  des 

génératrices  du  cône  lieu  de  l'axe  instantané  dans  l'espace,  6  étant  l'angle  de 
ce  rayon  de  courbure  avec  l'axe  instantané. 

ResnL  —  Sur  un  point  de  la  question  des  plaques  élastiques  ho- 
mogènes. (1  i4-i  I  ->). 

I^es  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  cette  question  ont  admis,  relativement 
aux  dilatations  tangentielles,  une  hypothèse  qui  semble  se  rapporter  exclusi- 
vement au  choix  des  axes  coordonnés  situés  dans  le  plan  du  feuillet  moyen  à 
Télat  naturel.  Toutefois  l'équation  aux  différences  partielles  du  quatrième  ordre 
à  laquelle  on  parvient  étant  indépendante  du  choix  des  axes,  M.  Resal  propose, 
pour  arriver  au  même  résultat,  une  hypothèse  qui  ne  dépend  pas  de  ce  choix  et 
qui  comprend  l'ancienne  hypothèse  comme  cas  particulier. 
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Pir/irf/.  —  Sur  les  intégrales  miilliples  relatives  à  trois  variable! 
romplexcs.  (iiia-i3,'i). 

I^  tliêorèiiie  de  Caiirhy  relatif  4  une  inlégrale  simple  prise  le  long  d'ui  oot- 
tour  f<*riiiê  |N*ut  ^tre  étendu  de  deux  manières  au  ras  de  trois  rariables  €«•• 

plexes. 

1*  On  peut  considérer  l'inlégrale  double 
(i)  f  f^^  dydz-\-  Wdz  dx -h  Cdxdj') 

(où  A,  B,C  sont  des  fonctions  analytii|ues  de  x^  y^  z)  étendue  à  une  cerlaiae 
sur/ace  à  deux  dimensions.  La  condition  pour  que  celte  intégrale  rtendiei 
toute  surface  fermée,  à  l'intérieur  de  laquelle  A,  B,  C   s«>nt  continues,  soit 

nulle,  est 

ù\       i)\\       rX: 

—   H — : »-  —    "  O, 

t)x       Or       Oz 

Celte  condition  d'intégrahilité  étant  vérifiée,  on  est  conduit,  dans  lecascù 
A,  B,  C  sont  des  fonctions  rationnel  les,  à  chercher  les  résidus  de  celle  intégrale 
double,  hans  le  cas  simple  où  l'on  a 

A—  ->         B=ji,         C-^-^t 

î5  «^  «5 

P,  O,  It,  .S  étant  des  polynùmcs  (le  dernier  irréductible),  Téqualion  d'ialécra- 
bilité  conduit  à  cette  conclusion  que  riiitégrale 

,  •  V  d.r  —  O  dv 


f 


Oz 


est  une  intégrale  de  différenliolie  tolHie  relative  à  la  surface  algébrique 
S(x,  V,  -3)  —  •>;  et  les  résidus  de  rinlégrale  (i)  sont  les  péri(»des  de  Tintéçrale 
(le  ({Kréreiilicllo  lolalc  (j»). 

'.:"  Ou  peut  considérer  rinlégrale  triple 


f/j'  dv  dz, 


«,    «.   «. 


\*  cl  (^  éUinl  (lo«i  polynômes  en  J7,  t,  z.  Ici  il  n'y  a  anrnne  condition  d'inté^rii- 
bililé.  Si,<^>élant  supposé  irréduetible,  nn  elierriie  le»^  résidus  «le  celle  in té;;rdlc 
étendue  à  nn  rontinttum  fermé  à  lrui>  dimensions,  on  trouve  (|nc  les  ré>idu> 
sont  les  périodes  de  rintéj^rale  double 


n 


*  V  f/.r  dv 

Oz 


relative  à  la  snrfare  al;j;é|»rique  (){x,  y,  z)   -  o. 

hleliK  —  Formes  principales  sur  1rs  Mirfa(<*s  de  Hiemann.  (i,1i- 
\'MV). 
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M.  Klein  avait  déjà  montré  que  Ton  peut  construire  sur  les  surfaces  de  Rie- 
mann  hyperelliptiques  des  expressions  Û(j7,  ^3  q"'  o"^  l'importance  de /orme* 
principales  en  ce  sens  qu'elles  ont  sur  la  surface  la  seule  racine  x  —  y^  cette 
racine  étant  simple^  et  qu'elles  ne  deviennent  jamais  infinies.  Il  étend  ce  résul- 
tat à  la  surface  de  Hiemann  la  plus  générale. 

Lerch.  —  Sur  le  développement  en  série  de  certaines  fonctions 
arithmétiques.  (i^i-ij4)' 

L'auteur  indique  une  démonstration  nouvelle  de  la  formule  de  M.  Hermite 

/i-i 

généralisée  par  M.  Stern  sous  la  forme 

"£E[x+î^]  =  -;(m-.)(«-.)+i(rf-.)+rfE[i^} 

où  d  représente  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  m  et  /i. 

Le  mode  de  démonstration  employé  par  M.  Lerch  lui  fournit  en  outre  un 
grand  nombre  de  développements  arilhmé!iques  nouveaux,  plus  ou  moins  ana- 
logues à  celui  de  M.  Stern,  et  dont  découlent  les  conséquences  suivantes  : 

Si  Ton  désigne  par  \\{x)  le  reste  qu'on  obtient  en  retranchant  de  x  l'entier 

le   plus   approché,   sauf  quand  x= — h  entier,  auquel  cas  on  doit   prendre 

R(a:)  =  o;  par  sgnR(^)  l'une  des  quantités  -^I,  o,  ou  —  i,  suivant  que  R(ar) 
est  positif,  nul  ou  négatif;  par  a  un  des  nombres  o,  i,  a,  m,  n  —  i,  les  sommes 

sont  indépendantes  de  m,  pourvu  que  m  soit  premier  avec  n  qui  est  un  entier 
positif,  impair,  n'admettant  aucun  diviseur  carré  ;  il  en  est  de  même  de  la  somme 

«— 1 


iC-rj^--"^'] 


a  =  o 


si  /t  =  1  (mod  4)»  E(x)  désignant  la  partie  entière  E[j;]  de  x^  si  x  est  positif 
et  fractionnaire,  et  E[j:]  —x »  si  j;  est  un  entier  quelconque. 

Sauvage,  —  Sur  les  solutions  régulières  d'un  système  d'équa- 
tions différentielles  linéaires.  (i74-'76). 

Pour  qu'un  système  d'équations  diiïérentielles  linéaires  et  homogènes  de  la 
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forme 

.>';"-=«..r,^---+«.„r„        (1  =  1,  a,.    .,  /i) 

ail  toutes  ses  solutions  régulières  dans  le  domaine  de  Torigine,  il  faut  et  il 
suffit  que,  par  des  substitutions  successives  de  fonctions  de  la  forme 

z  -  X,a?«i>',-t-. .  .-I-  X„j:Vr„» 

à  Tune  des  inconnues  y,  les  nombres  a„  a,,  ...,>«  étant  entiers  et  les  quantités 
X,y  X,,  ...,  X„  étant  des  constantes,  on  puisse  ramener  ce  système  à  la  forme 
canonique  où  tous  les  produits  xa^i^  sont  liolomorphcs  dans  le  domaine  de 
l'origine. 

Kœnigs,    —    Extension    du    problème    d'Eiiler    sur    Téquation 
ds^  =■  dx^ -^  dy^  au  cas  d'une  surface  quelconque.  (221-224). 

Ce  problème  généralisé  s'énonce  ainsi  : 

Ktant  donnée  une  surface  dont  Télément  linéaire  est  exprimé  par  la  formule 

(i)  (/*'=  Kdu*-^2Vdudv-\-0dv\, 

trouver  pour  u,  v,  s  les  fonctions  les  plus  générales  d'un  paramètre  qui  véri- 
fient l'équation  (1). 

M.  Kœnigs  montre  que  la  solution  de  ce  problème  et  la  détermination  des 
géodésiques  sont  deux  questions  identiques. 

Si  l'on  connaît  une  solution  complète  U(2/,  c,  a)  de  l'équation  diiïêrcnlielle 
des  géodésiques,  on  posera, /(a)  étant  une  fonction  arbitraire  de  a, 

Des  deux  premières  é(|ualions  on  tirera  //,  v  en  fonction  (lor7,('t.  en  porlanl  ces 
valeurs  dans  la  troisitiiie,  on  aura  s  en  fonrtioii  de  a. 

AppelL  —  De  riioniographie  (^w  Mécanique.  {i:\\-'?/}X'i). 

On  suppose  qu'on  sache  intégrer  les  éqnali<ms  du  mouvement  d'un  point  dans 
un  plan  sous  l'action  de  forces  ne  dépendant  que  des  coordonnées 

^J7  d-y 

dt'^         ^'  dV    "  ^' 

On  fait  alors  sur  x  cl  y  la  transformation  liomographiqne 

ax-hby'-\-c  n' x -\- h' r  ~  c' 

'        a  X  -h  o  y  -i-  c  '       a  X   •    b  y       c 

et  sur  /  la  transformation 

dt 


/.  dt. 


.  if  Et*  "      -      , 

{n  X  —  0  y  -r-c  )■ 
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Un  calcul  facile  donne  alors 

d}x,  d'y,  _ 

~dF  ~^"  dt'    "^'' 

X,=  Â='(a''x'-l-  6>  4-  c'y\      C'(^Y  -^-X)  -f-  B'X  -  A' Y], 
Y,  =  A-»(a"j:  ^b'y-\-c'y\-  G'(xY- j-X)  -  BX  -4-AY], 

A,  B,  C,  A',  B',  C,  étant  des  conslanles. 

On  conclut  de  là  que,  toutes  les  fois  que  Ton  saura  trouver  le  mouvement 
d'un  point  {x^  y^  sous  l'action  d'une  force  F  dépendant  seulement  de  la  posl» 
tion  du  mobile,  on  en  déduira  le  mouvement  d'un  point  (^i^^^, )  sollicité  par 
une  force  F,,  qui  dépend  seulement  de  la  position  du  mobile,  la  trajectoire  du 
second  point  étant  la  transformée  homographique  de  la  trajectoire  du  premier. 

La  transformation  homographique  est  la  seule  qui  jouisse  de  cette  propriété 
de  transformer  la  force  F  en  une  autre  ne  dépendant  que  des  coordonnées. 

Ces  considérations  s'étendent  aux  systèmes  du  plan  ou  de  l'espace. 

Andrade,  —  Sur  une  réduction  du  problème  des  n  corps  qui 
conserve  -  ou distances  mutuelles.  (226-228). 

On  sait,  dans  le  problème  des  n  corps,  utiliser  les  intégrales  relatives  au 
mouvement  du  centre  de  gravité  pour  ramener  le  problème  à  un  problème 
similaire  ne  portant  que  sur  n  —  i  corps,  tout  en  conservant  les  intégrales  des 
aires  et  des  forces  vives  et  ne  changeant  que  la  fonction  des  forces.  Cette  ré- 
duction, telle  que  l'opère  Jacobi,  a  de  plus  l'avantage  de  conserver  la  distance 
mutuelle  de  deux  des  corps  du  système  primitif. 

S'étant  proposé  de  rechercher  des  transformations  analogues  qui  conservent 

le  plus  de  distances  possible,  savoir  -  ou  »  M.  Andrade  est  parvenu  au 

résultat  suivant  : 

Si  l'on  répartit  le  système  des  n  corps  ou  une  portion  de  ce  système  en 
couples  distincts  m,,  m^,  puis  qu'on  applique  aux  centres  de  gravité  G,-^  de  ces 
couples  et  aux  corps  restants  la  transformation  de  Jacobi  ou  toute  autre  équi- 
valente donnant  le  nouveau  système  S,  qu'enfin  par  l'origine  O  du  système  de 
coordonnées  ainsi  obtenu  on  mène  un  rayon  OP,  représentant  en  grandeur,  di- 
rection et  sens,  la  distance  qui  va  de  m^  à  m,,  et  qu'on  attribue  au  point  P|  la 

m. m. 
masse >  le  système  S  complété  par  le  corps  P,.  est  un  système  de  /i  —  i 

corps  qui  pourra  remplacer  le  système  donné;  et,  en  laissant  au  plus  un  corps 

isolé,  on  conserve  -  ou distances  mutuelles  primitives. 

Klein,  —  Des  fonctions  6  sur  la  surface  générale  de  Riemann. 
(277-280). 

Dans  une  Communication  précédente,  M,  Klein  a  montré  que  la  définition 
des  fonctions  principales  Û(j7,  ^)  relatives  à  la  surface  générale  de  Riemann 
conduit  à  une  construction  rationnelle  des  fonctions  8  appartenant  à  cette  sur- 
face. Actuellement  il  indique  les  formules  les  plus  simples  qui  résultent  de 
cette  conception  pour  l'expression  de  ces  fonctions  8. 

Bull,  des  Sciences  malhém.,  2'  série,  t.  XV.  (Février  1891.)  R.3 
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Andrade.  —  Sur  les  réductions  du  problème  des  /?  corps  qui 
conservent  certaines  distances  mutuelles.  (280-281). 

Dans  une  Noie  antérieure,  l'auteur  a  montré  qu'on  pouvait  profiter  des  inté- 
grales du  centre  de  gravité  pour  réduire  le  problème  des  n  corps  à  un  problème 
similaire  ne  portant  que  sur  n  —  i  corps,  en  s'imposant  la  condition  de  con- 
server -  ou distances  mutuelles  au  plus. 

3  2 

Dans  la  solution  indiquée,  jamais  deux  des  dislances  mutuelles  conservées 
n'aboutissent  au  même  corps.  Il  y  aurait  intérêt  à  conserver  les  distances  de 
plusieurs  corps  (planètes)  à  l'un  d'eux  (Soleil);  mais  M.  Andrade  montre  que 
cette  réduction  est  impossible.  La  solution  qu'il  a  indiquée  précédemment  est 
donc  la  plus  générale. 

Jordan.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  E.  Vicaire  portant 
pour  titre  :  Sur  les  propriétés  communes  à  toutes  les  courbes 
qui  remplissent  une  certaine  condition  de  minimum  ou  de 
maximum,  (33o-33i). 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  l'étude  des  courbes  qui  annulent  la  variation  de 
l'intégrale  //rf*,  /  désignant  une  fonction  explicite  des  coordonnées  x^y,  z. 

Ces  courbes  sont  complètement  caractérisées  par  les  deux  propriétés  sui- 
vantes : 

1"  Leur  plan  osculateur  est  normal  aux  surfaces  de  niveau  /—  const. 

a**  La  projection  de  leur  rayon  de  courbure  sur  la  normale  à  la  surface  du 
niveau  est  égale  au  quotient  de  la  fonction  /  par  son  paramètre  différentiel  du 
second  ordre.  Cette  projection  conserve  donc  la  même  valeur  pour  toutes  les 
courbes  de  l'espèce  considérée  passant  par  un  même  poinl  de  l'espace. 

La  comparaison  des  nombreux  problèmes  de  Mécanique  qui  conduisent  a 
annuler  la  variation  d'une  intégrale  j / ds  amène  M.  Vicaire  à  formuler  le 
théorème  suivant  : 

La  courbe  qui,  parcourue  par  un  mobile  sous  ruclion  dune  fonction  des 
forces  données,  rend  maximum  l'inlcj^ralc  j  uni  ds,  a  en  cliii<|uc  point  son  rayon 
de  courbure  dirigé  suivant  la  même  droite  que  le  rjiyon  p  d(î  la  trajectoire  que 


le  mobile  décrirait  s'il  devenait  libre  (à  partir  de  ce  point)  ot  égal  à 


p 


ni 


Liouville  (/?.).   —  Sur  les  représentations  g<'odésiqiics  des  sur- 
faces. (335-33-). 

M.  Dini  a  montré  que  deux  surfaces  ne  pouvenl,  sans  être  applicables,  se 
correspondre  de  telle  sorte  que  les  géodésiipics  de  lune  soient  représentées  par 
celles  <le  l'autre  à  moins  que  leurs  élénienls  linéaires  ds,  ds^  ne  soient  de  la 
forme 

(i)  ds'-  (T  —    V)(^///^    -^-(A-). 

U  étant  une  fonction  do  u  et  V  une  fonction  de  i'. 
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Mais,  comme  l'observe  M.  R.  Liouvilie,  les  surfaces  (i)  el  (2)  peuvent  ne 
pas  èlrc  distinctes;  et  ce  fait  se  produit  lorsque  Télémcnt  linéaire  (1)  a  la 
forme 

Comme  exemple,  on  peut  citer  l'élément  linéaire 

ds*=  [(c"-f-e-")  —  (e^-he—)](rfw»-+-rfv'), 

pour  lequel  la  réduction  à  la  forme  (i)  peut  avoir  lieu  d'une  infinité  de  ma- 
nières. 

Romieux,  —  Sur  la  loi  de  déformation,  par  refroidissement,  d^une 
masse  fluide  homogène  en  rotation.  (337-349). 

La  forme  d'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  peu  difl'érentc  d'une 
sphère  et  animée  d'un  mouvement  uniforme  de  rotation  est,  comme  on  sait, 
un  ellipsoïde  de  révolution  aplati.  Quand  la  masse  se  refroidit,  l'aplatissement 
augmente.  M.  Romieux  montre  : 

i*>  Que  deux  formes  successives  sont  sensiblement  parallèles,  et  que  leur  dé- 
faut de  parallélisme  ne  dépend  que  du  carré  de  l'aplatissement; 

3"  Qu'un  élément  linéaire  de  longueur  fixe,  appartenant  à  un  arc  de  méri- 
dien ou  de  parallèle,  présente,  par  rapport  à  l'arc  qui  lui  correspond  orthogo- 
nalement  sur  la  surface  infiniment  voisine,  un  excès  de  longueur  variable, 
maximum  à  Téquateur,  minimum  au  pôle. 

Mayer,  —  Sur  une  question  du  Calcul  des  probabilités.  (391-392). 

Solution  nouvelle  et  simple  d'un  problème  déjà  résolu  par  M.  Rouché  : 

Pierre  et  Paul  jouent  à  chances  égales;  l'enjeu  est  l'unité;  ils  ont  une  fortune  n. 
Probabilité  pour  que  Pierre  ruine  Paul  à  la  |i**"*  partie. 

Goursat,  —  Les  transformations  isogonales  en  Mécanique.  (446- 

448). 

Le  mouvement  d'un  point  dans  un  plan  étant  régi  par  une  fonction  des 
forces  \{Xty)y  la  détermination  des  trajectoires  qui  correspondent  à  une 
même  valeur  h  de  la  constante  des  forces  vives  se  ramène,  comme  on  sait,  à 
la  recherche  d'une  intégrale  complète  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

<^'  ^'  iXT  AN 

ôx'      dy       ^ 

1 

Si  l'on  opère  sur  les  coordonnées  la  transformation  isogonale  définie  par  les 
formules 

(I)  ^  =  ?(X,Y),      :k  =  +(X,y), 
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celle  équation  aux  dérivées  partielles  devient 


de 

dX 


De  là  résulte  que,  si  Ton  considère  toutes  les  trajectoires  correspondant  à 
la  fonction  des  forces  V(j?,  j^)  et  à  la  valeur  h  de  la  constante  des  forces 
vives,  et  si  Ton  soumet  ces  courbes  à  la  transformation  isogonale  (i),  les  nou- 
velles courbes  seront  les  trajectoires  correspondant  à  une  nouvelle  fonction 
des  forces 

!V[?(X,Y),  ^(X,y)]  +  Aj(g  +  g;) 

et  à  la  valeur  zéro  de  la  constante  des  forces  vives. 

La  fonction  des  forces  U  restant  la  même,  ainsi  que  la  transformation  iso- 
gonale (i),  si  l'on  fait  varier  la  constante,  les  courbes  transformées  ne  sont 
pas,  en  général,  les  trajectoires  d'un  mobile  pour  une  même  fonction  des 
forces.  Il  y  a  cependant  un  cas  assez  étendu  où  il  en  est  ainsi  :  c'est  celui  où  U 
est  de  la  forme 

Ainsi,  un  point  matériel  étant  sollicité  par  une  force  centrale  proportionnelle 
à  la  n}*"*  puissance  de  la  distance,  les  deux  systèmes  de  trajectoires  corres- 
pondant aux  deux  valeurs  {i,  v  de  n  se  déduisent  l'un  de  l'autre  par  une  trans- 
formation isogonale  lorsque  {x,  v  vérifient  la  relation 

JXV-f-3(îX-|-v)-f-5  =  G 

( excepté  |i=  —  1,  {x  =  —  3). 

Ces  considérations  s'étendent  à  tous  les  problèmes  de  Dynamique  du  plan  ou 
de  l'espace  pour  lesquels  il  existe  une  fonction  des  forces  et  où  les  liaisons 
sont  indépendantes  du  temps. 

Darboux.  —  Remarque  sur  la  Communication  préccdenle.  (449" 
45oV 

Lin  point  matériel  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface  dont  réicment 
linéaire  est  défini  par  la  formule 

(i  )  ds^  =  E  dii"  -\-  iV  du  dv -\- G  dv\ 

sous  l'action  de  forces  adinellant  un  poLentiel 

(2)  \z=V{u,V). 

Si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  .Mécanique  proposé  avec  la  surface  (i) 
et  le  potentiel  (a),  on  saura  le  résoudre  aussi  avec  la  surface  dont  l'élément 
linéaire  est  donné  par  la  formule 

ds'  =  U (  E  du*  -i-  2  F  du  d\^  ^  O  dv*), 

le  polenliel  étant  maintenant 

\y  -  L  -  —    ^ 


U        F(w,  V) 
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En  supposant  la  surface  primitive  plane,  et  en  imposant  à  la  nouvelle  sur- 
face d'être  plane  aussi,  on  retrouve  le  résultat  dû  à  M.  Goursat 

U  =  (f{x-hiy)^{a:—  iy). 

M.  Darboux  rattache  aux  considérations  qui  précédent  la  proposition  sui- 
vante : 

Toutes  les  fois  que  Ton  aura  sur  une  surface  la  solution  complète  d'un  pro- 
blème de  Mécanique  correspondant  à  une  fonction  des  forces  donnée,  mais 
quelconque,  on  saura,  par  cela  même,  trouver  les  lignes  géodésiques  de  cette 
surface. 

Halphen,  —  Sur  la  résolvante  de  Galois  dans  la  division  des  pé- 
riodes par  -j.  (476-477)- 

D'après  un  théorème  donné  par  Galois,  il  existe,  pour  la  transformation  des 
fonctions  elliptiques,  des  résolvantes  d'un  degré  égal  à  l'ordre  de  la  transfor- 
mation, quand  cet  ordre  est  5,  7  ou  11.  MM.  Hermite,  Brioschi  et  Klein  ont 
calculé  plusieurs  de  ces  résolvantes. 

M.  Halphen  en  indique  une  nouvelle  qui  est  du  septième  degré 


x^{x-\ — ^  j  (  ^  —  I  )  =  a. 


C'est  à  cette  é(|uation  qu'on  peut  ramener  le  problème  de  la  transformation 
du  septième  ordre  ou  le  problème  équivalent  de  la  division  des  périodes  ellip- 

tiques  par  7.  La  constante  est  liée  à  l'invariant  absolu  J  =:  ^  par  la  relation 

M.  Halphen  fait  connaître  les  racines  de  cette  résolvante. 

Lipschitz,  —  Sur  un  théorème  d'Arithmétique.  (489-492). 

Démonstration  nouvelle  du  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  résidus 
quadratiques  (Gauss). 

Raffy.  —  Sur  un  problème  de  la  théorie  des  surfaces.  (493-494)* 

Trouver  tous  les  éléments  linéaires  qui  correspondent  à  des  surfaces  appli- 
cables sur  les  surfaces  de  révolution  et  qui  sont  réductibles  d'une  infinité  de 
manières  à  la  forme  de  Liouville 

[9{x-\-y)  —/{x—y)]  dxdy. 
Ce  problème  revient  à  trouver  toutes  les  solutions  de  l'équation 

2(X-Y)^-f-3(X'-Y')^4-(X'-Y'')X  =  o. 

où   X,  X',  X"   représentent   une  fonction   de  x  et  ses  dérivées,  Y,  Y',  Y'  une 
fonction  de  y  cl  ses  dérivées,  X  une  fonction  ^t  t  =  x  -\-  y. 
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La  solulion  complète  est  donnée  par  les  formules 

cil  P,  Q,  h  désignent  des  constantes  arbitraires. 

Liouville  (^.).  —  Sur  le  caractère  auquel  se  reconnaît  l'équation 
différentielle  d'un  système  géodésique.  (495-496). 

Parmi  les  équations  du  second  ordre  appartenant  au  type 

y+a^y"-^  ^a^y'~¥-  3a^y-ha^  =  o, 

où  a^y  a^y  a^f  a^  sont  des  fonctions  arbitraires  de  Xy  se  trouvent  celles  des 
lignes  géodésiques  tracées  sur  une  surface  quelconque.  Elles  forment  un  groupe 
distinct,  défini  par  cette  condition  que  les  quatre  équations  linéaires  par  rap- 
port aux  trois  inconnues  <{/,,  (J/^,  ^'i» 

admettent  une  solution. 
Alors  l'élément  linéaire  est  donné  par  la  formule 

^*'  =  ^r^r^^  (+'  ^^'  -4-  2^/^  (/x  dy  -h  +3  dy^)y 

où  C  est  une  constante  arbitraire. 

Quand  le  système  des  quatre  équations  linéaires  admet  deux  solutions, 
l'élément  linéaire  est  réductible  à  la  forme  de  Liouville  ou  à  celle  de  Lie. 
Soient,  dans  ce  cas,  ('J',»  4^,1  4^1  )  ^^  (*l*j»  ^*  »»  ^^\)  ^^^  deux  solutions;  le  rapport 

4/,  dx^  -^  2  'l,  dx  dy  ■+■  <);,  c/r» 


W,  dx^  4-  2  M-,  dx  dy  -4-  M\  dy^ 


égalé  à  une  constante  est  une  intégrale  de  l'équation  aux  géodésiques,  et  l'in- 
tégration complète  se  trouve  ainsi  terminée,  sans  qu'il  ail  été  nécessaire  de 
fixer  le  choix  des  variables  x,y. 

Blutel.  —  Recherches  sur  les  surfaces  qui  son!  en  même  temps 
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lieux  de  coniques  et  enveloppes  de  cônes  du  second  degré. 

(496-498). 

Uq  cône  du  second  degré  dépendant  d'un  paramétre  variable  est  coupé  par 
un  cône  infiniment  voisin  suivant  une  courbe  du  quatrième  ordre  présentant 
un  point  double  au  sommet;  il  touchera  son  enveloppe  le  long  de  cette  courbe. 
Mais  si  le  cône  roule  en  même  temps  sur  deux  développabics,  il  touchera  son 
enveloppe  véritable  suivant  une  conique. 

Réciproquement,  si  une  conique  se  déforme  en  restant  tangente  à  deux 
courbes,  les  plans  tangents  à  la  surface  engendrée,  le  long  de  chaque  conique 
génératrice,  enveloppent  un  cône  du  second  degré. 

Ces  deux  catégories  de  surfaces  sont  d'ailleurs  les  mômes. 

En  cherchant  les  lignes  conjuguées  des  coniques  de  la  surface,  ou  les  enve- 
loppes des  génératrices  des  cônes  circonscrits,  on  trouve  que  la  détermination 
de  ces  conjuguées  dépend  d'une  équation  de  Riccati.  De  là  résulte  la  possibilité 
de  donner  aux  équations  de  la  surface  la  forme 

•^'-  ■p(X)ix'4-2Q(X)ix+R(X)  U-i,a,;i;, 

les  courbes  \i  =  const.  étant  les  conjuguées  des  coniques. 

Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  sont  fournies  par  une  équation  telle 

que 

(Aji*4-  Bix«-f-CiJL«4-  Djx  H-  E)  rfX'H-  Frf|i»  =  o, 

A,  B,  C,  D,  E,  F  étant  des  fonctions  de  X,  et  qui  se  réduit  à  une  équation  de 
Riccati  :  1"  lorsque  les  deux  développables  sur  lesquelles  roule  le  cône  sont  cir- 
conscrites aux  deux  courbes  enveloppes  des  coniques;  2"  lorsque  les  coniques 
roulent  sur  une  seule  courbe  à  laquelle  elles  sont  osculatrices  dans  son  plan 
oseulateur,  les  cônes  roulant  sur  une  seule  développable  qui  admet  pour  arête 
de  rebroussement  la  trajectoire  du  sommet. 

nOcagne.  z—  Calcul  direct  des  termes  d'une  réduite  de  rang 
quelconque  d'une  fonction  continue  périodique.  (499-^01). 

On  suppose  qu'on  ait  calculé  directement  les  2k  premières  réduites  de  la 
fraction  continue  périodique  simple 

-3  =  rt,  + 


«,-+-•. 

I 

•     .1                          __     , 

1 

«1-*--. 

Posant  «i  =/>t -f- 7fc_,»  on  aura  les  numérateurs  des  réduites  suivantes  par 
les  relations  récurrentes 


ou 


/•  =  0 
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Pour  les  dcnominaleurs,  le  calcul  est  le  même,  avec  le  seul  changement  de 
p  en  q. 

Beltrami,  —  Sur  la  ihéorîe  de  la  déformation  Infiniment  petite 
d'un  milieu.  (5o2-5o5). 

On  sait  que  les  six  composantes  de  la  déformation  d'un  milieu  élastique 
satisfont  à  six  équations  aux  dérivées  partielles.  M.  Beltrami  montre  que  ces 
six  équations  peuvent  être  déduites  de  la  variation,  égalée  à  zéro,  de  l'inté- 
grale triple 

où  Xf^t  z  désignent  les  coordonnées  d'un  point  et  /?,  7,  r  les  trois  composantes 
de  la  rotation  en  ce  point. 

Poincaré,  —  Sur  les  tentatives  d'explicalion  mécanique  des  prin- 
cipes de  la  Thermodynamique.  (55o-553). 

M.  Poincaré  montre  que  les  deux  principes  de  l'augmentation  de  l'entropie 
et  de  la  moindre  action  (entendu  au  sens  hamiltonien)  sont  inconciliables. 

«  Si  donc,  conclut  l'auteur,  M.  von  llelmholtz  a  montré,  avec  une  admirable 
clarté,  que  les  lois  des  phénomènes  réversibles  découlent  des  équations  ordi- 
naires de  la  Dynamique,  il  semble  probable  qu'il  faudra  chercher  ailleurs  l'ex- 
plication des  phénomènes  irréversibles  et  renoncer  pour  cela  aux  hypothèses 
familières  de  la  Mécanique  rationnelle  d'où  l'on  a  tiré  les  équations  de  La- 
grange  et  de  Hamilton.  » 

Picard,  —  Sur  certaines  «expressions  quadruplement  périodiques 
dépendant  de  deux  variables.  (557-559). 

M.  Picard  envisage  des  séries  trigonomélriques  dcpendanl  de  deux  variables 
complexes  et  présentant  une  grande  analogie  avec  les  séries  trigonomélriques 
d'une  variable  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Telle  est  la  série 

//t  .-=  -I-  oc  n  =  -»-  se 


I     I    ,7 


«      m  —  —  9en  =  -« 

OÙ  l'on  suppose  w,  w',  a,  a',  3,  fi',  réels  el  afi' —  a' ^  /  o. 

Celte  expression  est  quadruplcmenl  périodique;  on   a,  pour  x  et    r,   le  Ta 
bleau  suivant  de  périodes  simultanées 


X 

y 


(i>         o         (  i  l         1 1  I , 

/  /'«    '       •  11'" 

0  (!)  (j        /  \\        l. 


I«î5  G  cl  H  étant  ïlélitiis  par  les  cijualions 


aG  -r  ?G'   -  27:,  ail  -}-  fill    -  o, 

a'G  -^  3'G'       o.  a' Il        3' II'        •  t 
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Il  en  résulte  que  les  six  quantités  réelles  w,  w',  G,  G',  H,  H'  peuvent  élre 
prises  arbitrairement.  Ceci  montre  que  l'expression  (1)  ne  peut  être  une  fonc- 
tion analytique  de  J7  et  _^  se  comportant,  pour  tout  système  de  valeurs  finies 
de  ar  elyj  comme  une  fonction  rationnelle.  Il  y  a,  en  effet,  pour  la  série  (i) 
des  surfaces  de  singularités  essentielles  correspondant  à 

a  j?"  H-  fly'  =  (  a  A  H-  I  )  r 
et  à 

h  et  k  désignant  des  entiers  quelconques,  x"  et  ^^  les  coefficients  de  la  partie 
imaginaire  des  variables  complexes  x  et  y.  Ces  singularités  essentielles  em- 
pêchent le  prolongement  analytique  de  l'expression.  Cette  expression  peut  se 
développer  en  une  série  trigonométrique  de  la  forme 

7    7  A.,^  cos  -^ cos  ■  '  r h  B..^  sin  -^ sin     ^  /  » 

jL^^     1*''  o>  ta  fi  ta  ta 

Kobb.  —  Sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  sphère. 

(55()-56i). 

L'auteur  étudie  un  cas  du  mouvement  d'un  point  sur  une  sphère,  qui  con- 
duit à  une  équation  de  Lamé. 

Ribière.  —  Sur  l'équilibre  d'élasticité  des  voûtes  en  arc  de  cercle. 
(561-563). 

M.  Ribière  résout  par  des  séries  trigonométriques  un  cas  particulier  du 
problème  de  l'équilibre  élastique  d'une  voûte  en  arc  de  cercle  dont  la  longueur 
est  indéfinie  dans  le  sens  perpendiculaire  à  la  section  droite. 

La  voûte  supporte  le  poids  d'une  masse  homogène  limitée  inférieurement  à 
l'extrados  et  supérieurement  à  un  plan  horizontal  dépassant  le  sommet  de 
l'extrados  d'une  hauteur  h.  Cette  masse  peut  ne  couvrir  qu'une  partie  de  l'ex- 
trados :  le  reste  de  la  voûte  est  libre.  Dans  la  partie  chargée,  chaque  élément 
de  l'extrados  supporte  exactement  le  poids  de  la  masse  contenue  dans  un  cy- 
lindre vertical  ayant  pour  base  cet  élément. 

Stieltjes.  —  Sur  les  dérivées  de  sécjr.  (6o5-6o;^). 

Si  l'on  considère  les  dérivées  d'ordre  pair  de  sécj? 

a,  séc  J7,     (  a, -h  6, -3  )  séc  j:,    (  a,  4- 6,  s -h  c,  2*  )  séc  x,     ..., 

où  (i^  =  \  et  ;;  ~  tang';r,  la  forme  quadratique  à  une  infinité  de  variables 

0  () 

est  égale  à 

(a,X„-+-rt,\,-+-a,X,H-...)'-+-(^,X,H-ft^X,-4-...)»+(c,X,H-...)'H-.... 

La  considération  des  dérivées  d'ordre  impair  donne  lieu  à  une  proposition 
analogue. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  XV.  (Mars  1891.)  \\.\ 
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AppelL  —  Sur  certaines  expressions  quadruplement  périodiques. 
(607-608). 

Soient  RC^s,  f)  une  fonction  uniforme  de  z  et  /,  9.^  p,  y,  8  des  constantes, 
m  et  /t  des  entiers,  et  soit 

R^^  =  R  (€*+•»«+"?,  ey^'nT+»*  ). 
1"  Si  la  série 


^  ^mn 


est  convergente,  elle  définit  une  expression  uniforme  en  J7  et  y  admettant  les 
quatre  paires  de  périodes 

(art,  o),     (o,  2r0,     (a,  r),     (?,  2)- 
a"  Si  la  série 

m,  n  =  to 


2]      a— 6-R^, 


est  convergente,  elle  définit  une  expression  uniforme  en  x  et  y  admettant  les 
paires  de  périodes  (a?;(,  o),  (o,  an')  el  se  reproduisant  multipliée  par  le  fac- 
teur a  ou  le  facteur  b  quand  on  augmente  07  et  ^  de  la  paire  de  périodes 
(a,  y)  ou  o,  6).  C'est  une  expression  de  seconde  espèce. 

3*  Enfin,  si  l'on  veut  former  de  la  même  faÇon  des  expressions  quadruple- 
ment périodiques  de  troisième  espèce,  c'est-à-dire  se  reproduisant  multipliées 
par  une  exponentielle  de  la  forme 

quand  on  augmente  x  el  y  d'une  paire  de  périodes,  on  obtient  une  classe  par- 
ticulière de  pareilles  fonctions  en  supposant  que  la  seconde  période  de  l'une 
des  paires  de  périodes  est  égale  à  la  première  période  de  l'autre  (^  —  v)  (cas 
auquel  on  peut  ramener  tous  les  autres  par  des  substilutions  linéaires  cfléctuées 
sur  X  et^).  Cette  classe  de  fonctions  appartient  au  type 

m,n  =4- go 


I 


m.  n  =—  « 


Pellet.  —  Sur  les  caractères  cubiques  cl  biquadratiques.  (6oc)- 
610). 

Boiissinescj.  —  Forniules  de  disséniinalion  du  mouvement  trans- 
versal dans  une  plaque  plane  indéfinie.  (639-645). 

Fouricr  a  trouvé  rintcsralc  de  l'équalion  des  petites  vibrations  transversales 
d'une  plaque  élastique  indéfinie  dans  le  ras  où  l'on  se  donne  les  déplacements 
initiaux  9  3r/(^,  t,)  en  tous  les  points  (;,r,)  d'une  région  arbitraire,  et  où 
la  plaque  est  abandonnée  à  elle-nièrne  sans  vitesse  initiale. 

Mais  une  discussion   assez  délicate  restait  à  faire  pour  reconnaître  si   l'ex- 
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pression  de  ^  obtenue  par  Fourier  est  bien  déterminée  à  Torigine  du  temps  et 
tend  effectivement  à  la  limite  vers/(Ç,  r,). 

La  Note  de  M.  Boussinesq  a  principalement  en  vue  celte  discussion  tant  dans 
le  cas  précité  que  dans  celui  de  vitesses  initiales  imprimées  sans  déplacements 
initiaux  à  la  région  d'ébranlement. 

Sylvester.  —  Sur  la  réduction  biorlhogonale  d'une  forme  linéo- 
linéaire  à  sa  forme  canonique.  (65i-653). 

Picard,  —  Remarques  sur  certaines  séries  quadruplement  pério- 
diques. (659-660). 

Les  séries  quadruplement  périodiques  à  deux  variables  indépendantes,  si- 
gnalées par  M.  Picard  dans  une  Communication  précédente,  sont  des  cas  par- 
ticuliers des  fonctions  hyperabéliennes.  Les  fondions  hypersibéUenoes  sont  des 
fonctions  de  deux  variables  indépendantes  u  et  Vy  restant  invariables  par  les 
substitutions  de  la  forme 


/  au-hb    a'v-f-b'\ 

["'  "'  ^iTTd'  c'v  +  d') 


C'est  en  se  plaçant  dans  le  cas  simple  où  les  substitutions  fondamentales  du 
groupe  sont  au  nombre  de  deux  et  se  réduisent  à 

{Uy      Vy     aUy      bv)y  (  U,      Vy     tt'Uy     b'  V  )  y 

Oy  by  a'y  6'  6  la  H  t  des  nombres  positifs  quelconques,  que  Ton  obtient  comme 
série  fondamentale  l'expression 


1     1  û 


a^if»  a''^b''* 


(îia"' 6" -+-*)»  (i^a'^A'^-h  t)*' 


m  =  —  «0  n  -  —  «o 


qu'on  ramène  immédiatement  à  la  série  signalée  par  M.  Picard  dans  sa  pre- 
mière Note  en  posant  u  =  i&'y  v  =  ief. 

Floqiiet.  — Sur  le  mouvement  d'un  fil  dans  un  plan  fixe.  (661- 
663). 

On  considère  un  fil  homogène,  flexible  et  inextensible,  mobile  dans  un  plan 
fixe  et  dont  chaque  élément  ds  esi  sollicité  par  une  force  FmdSy  m  étant  la 
masse  de  l'unité  de  longueur  du  fil.  On  suppose  que  l'intensité  de  F  et  son  in- 
clinaison a  sur  la  vitesse  de  l'élément  dépendent  uniquement  de  la  grandeur 
de  cette  vitesse,  et  enfin  que  le  fil  se  meuve  en  conservant  une  figure  perma- 
nente. 

Alors,  si  l'angle  a  diffère  de  o**  et  de  180",  cette  figure  est  toujours  une  spirale 
logarithmique. 

Quand  a  est  constamment  nul  ou  égal  à  180",  la  ligne  de  repos  apparent  du 
fil  est  de  forme  arbitraire;  mais  sur  toutes  les  lignes  courbes  la  vitesse  de 
glissement  et  la  tension  sont  à  chaque  instant  les  mêmes  pour  une  mèine  vi- 
tesse initiale  de  glissement. 
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Ces  résultats  trouvent  leur  application  lorsqu'on  étudie  l'influence  de  la  ro- 
tation de  la  Terre  sur  le  mouvement  d'un  fli  dans  un  plan  horizontal.  La  figure 
de  repos  apparent  du  fil  est  une  spirale  logarithmique. 

Boussinesq.  —  Expressions  approchées  du  contour  de  Tellipse  et 
de  la  surface  de  l^ellipsoïde  en  fonction  des  deux  moyennes 
arithmétique  et  géométrique  des  demi-axes.  (697-699). 

La  longueur  de  l'ellipse  est  très  sensiblement  égale  à  colle  d'une  circonfé- 
rence dont  le  diamètre  serait  l'excès  de  trois  fois  la  moyenne  arithmétique  des 
demi-axes  sur  une  fois  leur  moyenne  géométrique.  L'erreur  atteint  seulement 
Tordre  de  la  huitième  puissance  de  l'excentricité. 

L'aire  de  l'ellipsoïde  est  à  très  peu  près  égale  à  celle  d'une  sphère  qui  aurait 
pour  rayon  R  les  quatre  cinquièmes  de  la  moyenne  arithmétique  des  demi-axes 
plus  un  cinquième  de  leur  moyenne  géométrique.  L'erreur  est  de  Tordre  de 
la  sixième  puissance  de  l'excentricité. 

Hadamard,  —  Sur  la  recherche  des  discontinuités  polaires.  (722- 
724). 

M.  Lecornu  a  montré  que  la  fonction 
a  pour  point  singulier  le  point 

lorsque  la  différence  entre  j:„  et  sa  limite  est  moindre  que  le  /i**"*  terme  d'une 
progression  géométrique  décroissante. 

Celle  hypothèse  est  très  particulière;  clic  correspond  au  cas  on  la  ft)nrtion  c 
a  en  x^  un  pùlc  simple.  Mais,  si  la  fonction  admet  le  point  x^  pour  pôle  mul- 
tiple, on  reconnaît  encore  que  le  rapport  -  "-  a  pour  limilc  x,,. 

Voici  maintenant  comment  on  reconnaîtra  (|ue  la  fonction  oix)  a  plusieurs 
pôles  situés  sur  son  cercle  de  convergence. 

Il  existe  toujours  une  valeur  de  p  pour  laquelle  le  déterminant 


m,p 


^m  ^m-^1         •  '  •        ''fil  1  ff~\ 


/n-^/>-  I        ^ m-i  p        '  '  •        "/n-+-j;»-a 


tend,  pour  m  =  x,  vers  —  »  0  désignant  le  rayon  du  cercle  de   convergence. 

Alors  il  y  a  sur   ce  cercle  p  —  i  pôles  (chaque  pôle  étant  complé  avec    son 
degré  de  multiplicité). 

Sonin,  —  Sur  les  termes  complémentaires  de  la  formule  somma- 
toirc  d'Euler  et  de  celle  de  Stirling;.  (7'>'>-7^7). 
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Dans  la  formule  d'Euler 

m—i  , 

OÙ 

6  =  a  -h  mA, 
le  resle  peul  être  exprimé  par  la  formule 

K,  =  -(-i)-^^^^[/-  '(*-+-eA)-/— (fl  +  e/i)],      o<e<^, 

sous  la  condition 

qui  a  lieu,  par  exemple,  lorsque   /"*(a  H h  5)   est  une  fonction  positive  dé- 
croissante entre  z:=oetz  =  b—  a. 

L'application  de  cette  formule  à  r(i  + j?)  donne  pour  valeur  approchée  de 
celle  fonction 

r(i -H  J?)  =  v/2ita?       >e~  "      . 


Hrioschi,  —  Les  discriminants  des  résolvantes  de  Galois.  (878- 
8-9)- 

On   sait    que   l'on    peut  donner  aux   trois  résolvantes  de  Galois  la   forme 
commune 

f{x)  =  A'B  -+-T2   J  =  o. 
En  désignant  par  A  le  discriminant,  on  trouve 

Pour /i  =  5 A=T2      J«(i— J)' 

»       /i  =  7 A  =  12      J*(i  — J)» 

— so 
»      n  =  ii...    A  =  ia     y{i  —  iy 

dans  les  trois  cas  le  discriminant  est  un  carré. 

Pincherle,   —  Sur   une  application  de  la  théorie  des  fractions 
continues  algébriques.  (888-889). 

L  Soient   7    — -y    y ^—— — deux  développements  de  la  même  fonction; 

le  second  est  le  prolongement  analytique  du  premier.  Si  l'on  développe  Tune 
quelconque  des  deux  séries  en  fraction  continue,  la  /i'**"*  réduite  développée 
en  sériede  puissances,  soit  de  a?,,  soit  de  x  —  x^y  coïncide  jusqu'au  2w'*"' 
terme  inclusivement  avec  l'une  ou  l'autre  des  séries  données. 
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II.  Soit  l'équation  différentielle  linéaire 

où   F{x)   est  régulière  pour  jr  =  oo  et  />;  a  pour  â:  =  x  au   plus  un  pôle 
d'ordre  i.  Cette  équation  admet  une  intégrale  uniforme  et  régulière  dans  le 

domaine  de  a:  =  oo.  On  peut  remplacer  —  et  F{x)  par  leurs  /i'*"**  réduites,  et 

Xi 

l'on  obtient  l'intégrale  approchée  jusqu'aux  termes  d'ordre  2n  inclusivement. 

III.  En  supposant  les  /?,  rationnels  et  appliquant  à  l'équation  précédente  la 
transformation  d'Euler 


9(^)  =  /    f{y)y-\dx, 

*-  0 


on  obtient  une  équation  linéaire  aux  différences,  dont  une  intégrale  approchée 
a  la  forme 

-  SAj^F(i,  ;r,  x  +  i,  a^)  (jx  m,  ■},...,  /i), 

où  F  est  la  série  hypergéométrique. 

Syhester,  —  Sur  la  correspondance  complète  entre  les  fractions 
continues  qui  expriment  les  deux  racines  d'une  équation  qua- 
dratique dont  les  coefficients  sont  des  nombres  rationnels. 
(1037-1041). 

Syhestet\  —  Sur  la  représentation  des  fractions  continues  qui 
expriment  les  deux  racines  d'une  équation  quadratique.  (1084- 
1086). 

SyU'ester.  —  Sur  la  valeur  d'une  fraction  continue  finie  et  sim- 
plement périodique,  (i  if)j-ii(j8), 

Stieltjes.  —  Sur  un  développement  (mi  fraction  continue.  (1297- 
1298). 

Si  l'on  envisage  le  dévcloppcnient  en  fraction  conlinue  de  l'intégrale 

.'  .      X  —  z 


•    // 


où  /(^)  ne  change  pas  de  sif^'nc  et  que  l'on  pose 

'  =  &"•'"• 

on  démontre  que  R^  est  le  minimum  de  la  forme  quadratique 

9(j:,,  a:,,  .. .,  j-„)  =   /     [\  -^r-  x^{x  —  z)  -^. . .  +  x^{x  —  zY]^  dz. 
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On  déduit  facilement  de  là  que,  si  l'intervalle  (a,  b)  est  fini,  l'on  a 


lim  R„=  o. 

n=no 


Il  n'en  est  pas  de  ménne  en  général  lorsque  b  =  ce.  Cependant  limK^  est 
encore  nulle  dans  un  grand  nombre  de  cas,  notamment  lorsque  f{z)  est  de  la 
forme 

zP-^en*       on        zP-*e-^^. 


JOURNAL  DE  LtCOLE  POLYTECHNIQUE,  publié  par  le  Conseil  d'instruction 
de  cet  établissement  (  ^  ). 

LVP  Cahier,  1886. 

Moutard.  —  Recherches  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes.  (i-5). 

Sous  ce  litre,  le  Journal  de  l'École  Polytechnique  reproduit  une  Noie  de 
M.  Moutard  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences  du  18  avril  1870.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  ici  une  brève  ana- 
lyse de  cette  Note  importante,  à  laquelle  se  réfèrent  les  auteurs  des  deux  Mé- 
moires suivants. 

M.  Moutard  étudie  la  forme  la  plus  élémentaire  que  puisse  revêtir  l'intégrale 
générale  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables 
indépendantes.  Cette  forme  consiste  en  une  relation  entre  les  trois  variables, 
deux  fonctions  arbitraires  de  quantités  distinctes  composées  explicitement  avec 
les  trois  variables,  et  les  dérivées  en  nombre  limité  de  ces  fonctions  arbitraires, 
les  arbitraires  n'entrant  d'ailleurs  sous  aucun  signe  d'intégration. 

Les  équations  susceptibles  d'admettre  une  pareille  intégrale  sont  toutes,  en 
exceptant  quatre  cas  particulièrement  simples,  réductibles  à  la  forme 

''-'    =:è(Ae.)-|..(Be.). 


àu  ôv       du  dv 

A  et  B  étant  des  fonctions  des  seules  variables  indépendantes,  assujetties  à 
vérifier  certaines  conditions.  L'intégration  de  cette  équation  se  ramène  à  celle 
d'une  équation  de  Laplace.  Or  on  peut,  suivant  M.  Moutard,  construire  l'équa- 
tion linéaire  la  plus  générale,  susceptible  d'être  intégrée  entièrement^  sous 
forme  finie,  au  moyen  de  deux  fonctions  arbitraires  et  de  leurs  dérivées  en 
nombre  déterminé. 
Parmi  les  équations  linéaires,  celles  qui  sont  réductibles  à  la  forme 

=  A  (m,  v)z 


àuàv 


V)  Voir  Bulletin,  XI,.  la^i. 
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oDl  une  importance  particulière.  La  construction  d'une  telle  équation  assujettie 
à  admettre  une  intégrale  générale  renfermant  n  dérivées  des  fonctions  arbi- 
traires dépend  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  211,  qui,  pour 
A  =  1,  se  réduit  &  l'équation  de  Liouville.  M.  Moutard  est  parvenu  i  obtenir 
par  voie  de  récurrence  l'intégrale  générale  de  cette  équation  en  profitant  d'une 
remarque  rencontrée  dans  ce  problème  de  Géométrie  : 

Transformer  une  surface  de  manière  que  les  éléments  linéaires  correspon- 
dants de  la  surface  donnée  et  de  la  surface  transformée  soient  dirigés  à  angle 
droit. 

Liouville  {Roger),  —  Sur  les  formes  intégrables  des  équaûons 
linéaires  du  second  ordre.  (7-62). 

Ce  travail  est  consacré  à  l'étude  des  équations  linéaires  du  second  ordre  à 
deux  variables  indépendantes  qui  s'intègrent  par  une  formule  contenant  l'une 
au  moins  des  fonctions  arbitraires  dégagée  du  signe  d'intégration. 

La  transformation  de  Laplace  permet,  on  le  sait,  de  reconnaître  si  une 
équation  donnée  appartient  &  ce  type  particulier;  mais  il  est  plus  difficile  de 
construire  a  priori  toutes  les  équations  pour  lesquelles  cette  transformation 
réussit.  C'est  à  M.  Moutard  qu'est  due  la  solution  de  ce  problème,  que  M.  R. 
Liouville  reprend  d'une  manière  nouvelle. 

Il  considère  une  équation  linéaire  sans  second  membre  et  en  suppose  don- 
nées cinq  intégrales  particulières,  au  moyen  desquelles  il  est  toujours  facile  de 
former  une  intégrale  complète.  Par  la  variation  des  constantes  arbitraires  qui 
y  figurent,  ces  intégrales  se  transforment  en  d'autres  fonctions  dont  chacune 
satisfait  à  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  Les 
coefficients  de  cette  équation  dépendent,  en  général,  des  solutions  qu'on  a 
choisies;  seuls  les  coefficients  des  dérivées  les  plus  élevées  ont  leurs  rapports 
invariables.  Toute  intégrale  connue  de  l'équation  proposée  correspond  à  une 
intégrale  connue  de  l'équation  nouvelle. 

Si  l'on  se  restreint  aux  équations  admettant  une  intégrale  générale  où  figurent, 
avec  une  fonction  arbitraire  au  moins,  dégagée  du  signe  d'intégration,  les 
dérivées  de  cette  fonction  jusqu'à  Tordre  n,  on  dira  qu'une  telle  équation 
appartient  à  Vindice  n.  Quand  une  équation  appartient  à  l'indice  n  — i, 
parmi  les  cinq  transformées  qu'on  en  déduit  à  la  fois,  il  y  en  a  toujours  une 
au  moins  qui  appartient  à  l'indice  /t  +  i;  réciproquement,  à  toute  équation 
d'indice  n  +  i,  on  peut  en  associer  quatre  autres  qui  soient  avec  celle-ci  les 
cinq  transformées  d'une  môme  équation  d'indice  n  —  \. 

De  là  résulte  que,  partant  du  groupe  des  équations  d'indice  zéro,  on  saura 
former  explicitement  les  groupes  d'indices  3,  /|,  etc.;  et  comme  tout  groupe 
d'indice  impair  est  contenu  dans  le  groupe  d'indice  pair  immédiatement  supé- 
rieur, ce  procédé  fournit  bien  (puisque  le  groupe  d'indice  zéro  satisfait  à  la 
première  condition  de  Laplace)  toutes  les  équations  admettant  une  intégrale 
générale  du  type  élémentaire  considéré  précédemment. 

Après  avoir  ainsi  résolu  la  question  (|u'il  se  proposait,  l'auteur  en  obtient 
une  autre  solution  en  considérant  une  forme  particulière  qui  ronvicnt  aux 
équations  du  second  ordre,  savoir 

f}±  _  f)± 
tiy  ~  tiar 
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ainsi  que  1  équation  adjointe  de  Tcqualion  primitive.  (Cette  équation  est  celle 
que  vcrific  le  facteur  par  lequel  l'équation  primitive  doit  être  multipliée  pour 
acquérir  la  forme  ci-dessus.) 

L**vy  [Lucien),  —  Sur  quelques  équations  linéaires  aux  dérivées 
pailiclles  du  second  ordre.  (63-77). 

Ce  Mémoire  comprend  deux  Parties,  l'une  analytique,  l'autre  géométrique. 
Dans  lu  première  Partie,  l'auteur  forme  des  équations  du  type 

d»5  dz       ,  dz 

(t)  .     .     -t-g  .     -\-b—-¥cz  =  o, 

ox  ay  Ox  oy 

qui  contiennent  dans  leurs  coefficients  autant  d'arbitraires  que  l'on  veut  et  qui 
s'intègrent  toutes  dès  qu'une  seule  s'intégre. 

Si  l'on  sait  intégrer  réquation  (1),  on  saura  intégrer  Véquation 


ôxOy       \  Oy    j  ùx  ôy  àx 


où  h  et  k  sont  les  deux  ins^ariants 

,  ,  àa  ,  ,  db 

h  =  ab  —  c  -i-  ^r-  *         k  =- ab  —  c  -h  -r- 

âx  oy 

i 

de  l'équation  {i)  et  où  ol  vérifie  l'équation 

ày 

Ç  étant  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  (1).  L'intégrale  générale  de 

l'équation  (2)  est 

^.  _àz        ^  dXo^X, 

t    —    — —    t  r »  « 

Oy  ôy 

z  étant  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 

On  peut  opérer  sur  l'équation  (2)  comme  sur  la  précédente  et  obtenir  ainsi 
une  équation  intégrable  avec  deux  fonctions  arbitraires  dans  les  coefficients, 
et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Dans  la  seconde  Partie,  l'auteur  se  propose  d'obtenir  toutes  les  surfaces  sur 
lesquelles  les  développables  d'une  congruence  de  droites  donnée  découpent  un 
réseau  conjugué.  La  solution  qu'il  obtient  fournit  une  interprétation  géomé- 
trique des  résultats  précédents,  analogue  à  celle  que  M.  Darboux  a  donnée  de 
la  méthode  de  Laplace. 

Polncaré.  —  Mémoire  sur  la  réduclion  simultanée  d'une  forme 
quadratique  et  d'uuc  forme  linéaire.  (79-142). 

Ce  Mémoire  complète  un  travail  publié  antérieurement  (même  Hecueil, 
LI*  Cahier)  où  l'auteur  étudiait  les  questions  relatives  à  la  réduction  et  à 
l'équivalence  des  formes  cubiques  ternaires. 
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Dans  rétude  qu'il  fail  actuellement  de  Téquivalence  des  formes  décomposables 
en  un  facteur  quadratique  et  un  facteur  linéaire,  l'auteur  rencontre  des  chaloes 
indéfinies  de  réduites  se  reproduisant  périodiquement,  ainsi  qu'il  arrive  pour 
les  formes  quadratiques  binaires  indéfinies. 

Le  problème  de  l'équivalence  de  deux  pareilles  formes  se  ramène  à  celui  de 
l'équivalence  de  deux  systèmes  comprenant  chacun  une  forme  quadratique  et 
une  forme  linéaire. 

L'énumération  des  nombreux  cas  et  sous-cas  serait  trop  longue  pour  que 
nous  puissions  ici  la  faire  en  détail. 

Ossian-Bonnet  (C).  —  Démonstration  nouvelle  de  deux  théo- 
rèmes de  M.  Bertrand.  (i/î3-i6î>.). 

I*  Expression  de  la  circonférence  géodésiquc,  aux  infiniment  petits  près  du 
troisième  ordre  inclusivement,  le  rayon  géo<lcsiquc  élant  Tinfiniment  petit 
principal. 

3*  Expression  de  l'aire  du  cercle  géodcsiquc  quand  on  ne  néglige  que  les 
infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au  qualrièiiic. 

Brisse  (Ch.),  —  Démonslration  du  théorème  de  d'AJembert. 
(163-169). 

Fouret,  —  Mémoire  sur  certains  mouvements,  dans  lesquels  des 
arcs  d'une  même  courl)e  plane  comptés  à  partir  d'une  origine 
fixe  sont  parcourus  dans  le  même  temps  que  les  cordes  corres- 
pondantes. (171-1^11). 

L'auteur  s'est  proposé  de  traiter  les  deux  (iucsti<ms  suivantes,  inverses  l'une 
de  l'autre  : 

1"  Un  point  matériel,  soumis  dans  un  plan  à  une  force  dérivant  d'un  polenliel 
déterminé,  part  d'une  origine  fixe  O  avec  une  vitesse  donnée.  Trouver  un  sys- 
tème de  rrmrbes  ((î)i  hoinolhcli(iues  et  jiu'^saiil  par  O,  (jui  soil  le!  que  le 
fiiobilc,  en  d«  rrivant  Tune  de  ces  courbes,  à  j>arlir  du  point  O,  atteigne  un 
point  (luclcouque  du  plan  dans  le  nic>nic  temps  qu'il  mettrait  à  décrire  la  corde 
c<^rrcspondanle; 

2°  Ktant  donné  dans  un  jijan  un  sysl«';me  de  courbes  (C),  bomotbéliiiues  et 
passant  en  un  même  point  O,  centre  commun  (riiomothélie,  trouver  une  force 
dérivant  d'un  potentiel,  sous  l'action  de  laquelle  un  mobile,  partant  avec  une 
vitesse  donnée  du  point  O,  parcoure,  à  partir  de  ce  point,  un  arc  quelconque 
d'une  quelconque  des  courbes  (C)  dans  le  mtrme  temps  qu'il  mettrait  à  décrire 
la  corde  correspondante. 

Le  premier  problème  n'est  pas  toujours  possible.  Pour  qu'il  le  soit,  il  faut 
d'abord  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle;  il  faut  en  outre  (juc  l'expression  du 
potentiel  ait  une  forme  particulière  :  ré(juation   des  courbes  syncbroncs  élant 

r  r-  ). '^(0), 

où  X  désigne   une  fonction   arbitraire  du  temps  et  r  le  rayon  vecteur  issu  du 
centre  d'homolhétie  O,  l'expression  du  potentiel  doit  être 
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<{/  élant  une  fonction  arbitraire  et  C  une  constante  arbitraire.  La  fonction  cp(0), 
dont  dépendent  les  courbes  synchrones,  s'obtient  par  une  quadrature. 

Le  second  problème  n'est  également  possible  qu'autant  que  la  vitesse  initiale 
est  nulle.  La  solution  est  alors  ramenée  à  ne  dépendre  que  d'une  élimination 
et  d'une  quadrature.  Le  potentiel  cherché  dépend  encore  d'une  fonction  arbi- 
traire. La  solution  du  second  problème  étant  obtenue  pour  un  système  de 
courbes  donné,  on  l'étend  à  une  infinité  d'autres,  déduits  du  premier  par  la 
transformation  de  W.  Hoberts,  qui  consiste  à  changer  r  en  r'*  et  6  en  /lô. 

M.  Fouret  applique  ces  résultats  généraux  à  une  classe  étendue  de  courbes 
dont  l'équation  contient  trois  paramétres.  Il  démontre  enfin  que  le  premier 
problème  n'admet  généralement  pas  de  solution  dans  les  deux  cas  suivants  : 
i<*  lorsque  la  force  émane  d'un  point  fixe  et  ne  dépend  que  de  la  distance  du 
mobile  à  ce  point;  2"  lorsque  la  force  a  une  direction  fixe  et  dépend  de  la  dis- 
tance du  mobile  à  une  droite  fixe.  Il  n'y  a  de  solution  que  dans  les  deux  cas 
d'une  force  centrale  proportionnelle  à  la  distance  et  d'une  force  constante  en 
grandeur,  direction  et  sens. 

liouc/ié,  —  Edmond  Laguerre,  sa  vie  et  ses  travaux.  (213-277). 


LVIP  Cahier,  1887. 

flugoniot.  —  Mémoire  sur  la  propagation  du  mouvement  dans 
les  corps  et  spécialement  dans  les  gaz  parfaits.  (3-97). 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  l'étude  du  mouvement  d'un  corps  quand  ce  mou- 
vement s'eflfectue  par  tranches  parallèles  et,  par  suite,  est  régi  par  une  équa- 
tion à  deux  variables  indépendantes  seulement.  Il  comprend  cinq  Chapitres, 
dont  trois  seulement  sont  publiés  dans  le  LVII*  Cahier  du  Journal  de  VÉcole 
Polytechnique.  Les  deux  derniers  seront  insérés  dans  un  des  Cahiers  suivants. 

Le  Chapitre  I*'  renferme  une  théorie  sommaire  des  caractéristiques.  L'auteur 
y  a  réuni  en  un  corps  de  doctrine  divers  résultats  disséminés  dans  les  Ou- 
vrages de  Monge  et  d'Ampère.  Si,  pour  se  borner  au  cas  le  plus  utile  en  Phy- 
sique mathématique,  on  envisage  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre,  à  deux  variables  indépendantes  x  et^,  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  de  l'ordre  le  plus  élevé  r,  5,  /, 

Hr-h2Kj-hL/-hM  —  o 

(H,  K,  L,  M  étant  des  fonctions  quelconques  de  x,  y,  «,  /?,  ^),  toute  intégrale 
5,  —  /, (a:,  y)  représente  une  surface;  et  l'on  appelle  caractéristique  de  cette 
surface,  les  courbes  suivant  lesquelles  elle  est  coupée  par  une  autre  surface 
intégrale  -2,  =  /,(^,  >')  qui  se  raccorderait  avec  la  première.  Quand  l'intégrale 
X,  est  connue,  les  caractéristiques  sont  données  par  l'équation  diflférentielle  du 
premier  ordre 

ax*  dx 

Le  Chapitre  II  est  consacré  à  la  recherche  des  équations  du  mouvement  par 
tranches.  On  admet  sans  démonstration  suffisante  que,  dans  le  mouvement 
d'un  gaz  parfait  sans  variation  de  chaleur,  la  détente  de  chaque  tranche  s'ef- 
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fcclue  suivant  la  môme  loi  que  la  détente  adiabatique  d'un  gaz  qui  se  dilate- 
rait avec  une  lenteur  infinie.  l'In  s'appuyant  sur  le  principe  de  l'équivalence, 
M.  Hugoniot  justifie  cette  hypothèse  dans  le  cas  où  la  variation  de  vitesse 
s'opùre  d'une  manière  continue.  Mais,  quand  il  se  produit  des  discontinuités 
dans  le  mouvement,  la  relation  primitive  entre  la  pression  et  la  densité  subit 
une  modification  brusque.  On  doit  alors,  dans  Téquation  du  second  ordre  qui 
régil  le  mouvement,  laisser  subsister  une  fonction  arbitraire,  dont  rélimination 
conduit  à  deux  équations  simultanées  du  quatrième  ordre  ayant  une  caracté- 
ristique commune.  L'auteur  applique  une  méthode  analogue  à  la  formation 
des  équations  du  mouvement  par  tranches  parallèles  ou  par  couches  sphé- 
riques  concentriques  pour  les  fluides  non  conducteurs  autres  que  les  gaz  par- 
faits. 

Le  Chapitre  III,  qui  est  capital,  a  pour  objet  l'intégration  des  équations  do 
mouvement  par  tranches  parallèles.  Dans  un  certain  nombre  de  cas,  on  est 
parvenu  à  représenter  la  solution  dans  son  ensemble  par  une  formule  unique, 
en  faisant  usage  des  séries  trigonomélriqucs.  Mais  ces  séries  ne  sont  pas  tou- 
jours susceptibles  de  difl'ércntialion,  et  l'on  ne  peut  en  faire  usage  pour  calculer 
les  vitesses  et  les  dilatations.  De  plus,  elles  ne  donnent  aucune  indication  sur 
le  mécanisme  dos  phénoniènes,  c'est-à-dire  sur  la  propagation  et  la  réflexion. 
De  telles  solutions  sont  évidemment  bien  imparfaites  à  cùté  de  celles  où  les 

valeurs  du  déplacement  u.  de  la  vitesse    ,    et  de  la  dilatation  t—  sont  exprimées 
'^  ()t  ax  ^ 

sous  forme  finie  au  moyen  de  fonctions  simples,  mais  dont  l'expression  change 
au  bout  de  certains  intervalles  de  temps,  en  rapport  avec  certaines  phases  de 
la  propagation.  Voici  le  principe  de  cette  méthode  : 

Quand  le  mouvement  d'un  corps  s'effectue  par  tranches  parallèles,  il  peut 
arriver  que  ce  corps  soit  à  un  instant  donné  divisé  en  deux  parties  par  une 
section  \  perpendiculaire  à  la  direction  des  vitesses,  le  mouvement  étant  re- 
présenté, d'un  côté  de  \  par  une  certaine  intégrale  et  de  l'autre  par  une  autre 
intégrale.  Dans  certains  cas,  l'une  dos  intégrales  s'étend  simplement  aux  dépens 
de  l'autre,  de  sorte  qu'à  l'instant  suivant  les  mouvcmenls  sont  encore  repré- 
sentés par  les  intégrales  primitives;  seulement  la  section  de  séparation  s'est 
(léplaréc  avec  une  vitesse  qui  est  la  vitesse  de  propagation.  <^)uand  il  en  est 
ainsi,  les  deux  mouvements  sont  dits  compatibles.  <)iiHnd  les  deux  iiiouvcmenLs 
sont  incompatibles,  il  nail,  au  niveau  de  la  tranche  de  séparation,  un  nouveau 
mouvement  compatible  avec  les  deux  autres  cl  qui  se  propage  dans  les  deux 
sens  aux  dépens  des  mouvements  primitifs. 

Le  mouvement  initial  du  corps  étant  donné,  ainsi  que  les  ronditions  imposées 
aux  extrémités,  il  se  développe  à  ces  exlrémilés  des  niouvetnonts  compatibles 
avec  le  mouvement  primitif,  lesquels  finissent  par  se  rencontrer.  Au  point  de 
rencontre  nait  un  mouvement  conipalihic  avec  les  deux  |)récédents  et  qui  se 
f)r<»page  diins  les  deux  sens  jus«ju'à  ce  qu'il  rencontre  une  des  extrémités.  Là 
prend  naissance  un  nouveau  mouvenient,  etc. 

La  détermination  analytique  du  uinuveinenl  exige  donc  que  l'on  calcule  une 
suite  de  fonctions  diffcrenles  les  unes  des  autres  et  dont  chacune  représente  le 
inouvciaent  d'une  partie  du  corps  pendant  un  certain  tenij>s. 

Ce  sont  les  conditions  de  compatibilité  i\u\  fournissent  les  règles  nécessaires 
à  la  détermination  de  ces  diverses  intégrales.  Le  mouvemenl  j)eut  être  repré- 
senté j>ar  un«;  surface  dont  l'ordonnée  \erlicalc  c>t  le  déplacement  //  d'une 
tranche  x  à   l'instant  /.  (>udnd  II  ne  ^c  produit   pa>  de  di>c<»nlinuité  dans  les 
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vitesses,  les  dilutiUions  cl  les  pressions,  les  surfaces  représenlalivcs  des  deux 
mouvements  compatiMes  se  raccordent  le  long  de  la  ligne  d'intersection,  qui 
est  une  caractéristique  commune  aux  deux  surfaces.  Il  en  résulte  que  la  vitesse 
de  propagation  d'un  mouvement  A  dans  un  mouvement  B  est  égale  au  coeffi- 
cient angulaire  de  la  projection  horizontale  de  la  caractéristique  commune.  Ce 
théorème  permet  de  calculer  la  vitesse  de  propagation  quand  on  connaît  seu- 
lement le  mouvement  B.  En  particulier,  si  le  corps  part  du  repos,  on  peut 
calculer  la  vitesse  de  propagation  au  moyen  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles sans  eflfectuer  d'intégration. 

M.  Hugoniot  applique  cette  méthode  de  détermination  des  intégrales  au 
mouvement  d'une  tige  élastique  fixée  à  la  partie  supérieure  et  portant  un  poids 
à  l'autre  extrémité,  problème  dont  la  solution  n'avait  pas  encore  été  donnée 
en  termes  finis. 

Passant  à  l'étude  des  fluides,  il  montre  que,  dans  un  gaz  parfait,  primitive- 
ment au  repos,  la  vitesse  de  propagation  est  égale  à  la  vitesse  normale  du  son, 
quel  que  soit  le  mouvement  qui  se  propage,  tant  qu'il  ne  s'y  produit  pas  de 
discontinuités.  Cette  vitesse  n'est  pas  modifiée  par  les  frottements  ;  il  en  est 
de  même  pour  tous  les  fluides  non  conducteurs. 

David,  —  Développement  des  fonctions  implicites.  (147-169). 

Étant  donnée  une  équation  algébrique /(^,  a:)  =  o,  déterminer  une  série 
qui  représente  y,  ou  plus  généralement  une  fonction  de  y,  au  moyen  de  la  va- 
riable X  pour  une  valeur  quelconque  de  x. 

Tel  est  le  problème  que  M.  David  résout  dans  toute  sa  généralité. 

Pour  y  parvenir,  il  commence  par  établir  la  formule 

où  ^{yyX)  désigne  une  fonction  uniforme  dey,  x  et,  par  suite,  une  fonction 
très  générale  d'une  racine  y  de  l'équation  f{yyX)  =  0;  l'intégration  se  fait 
suivant  un  contour  arbitraire  tracé  dans  le  plan  des  y,  mais  qui  ne  doit  pas 
dépasser  un  point  singulier  de  la  courbe  /{y^  x)  =  0.  On  recohnatt  là  une  gé- 
néralisation d'une  formule  bien  connue  de  Cauchy. 

Si  maintenant  {x^,  y^)  désignant  un  point  ordinaire,  on  isole  la  somme  Y 
des  termes  qui  ne  contiennent  que  y  et  qu'on  mette  l'équation  de  la  courbe 
sous  la  forme 

OÙ  G  est  une  fraction  rationnelle  dont  le  numérateur  ne  devient  nul  ni  pour 
X  =  x^j  ni  pour  y=y^f  et  dont  le  dénominateur  ne  devient  pas  nul  pour 
y  =  y^;  si  l'on  substitue  ensuite  cette  valeur  de  fiy^x)  dans  l'intégrale  dé- 
finie ci-dessus,  on  pourra  développer  9 (y,  a?)  en  la  série 

x  —  x.  â<p  ^       {x  —  X.)'  (h  ^, 

Cette  série  se  réduit  à  celle  de  La  grange  dans  le  cas  particulier  où  la  fonc- 
tion G  ne  contient  pas  y. 
Quant  au  domaine  de  convergence  de  la  série,  son  contour  est  représenté 
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•ar  le  plaa  det  x  par  réqaatioa 

J  ^dr 

flBodC(jp -»«,)«  =T, 

où  T  déiigne  la  Yalear  qae  prend  le  premier  membre  quand  on  y  remplace  x 
par  le  premier  point  sin^lier  a,  et  où  C  est  la  valenr  de  la  fonction  G  ponr 
ar  =  jp,  et^=jr,. 

La  série  de  Lagrange  généralisée  par  M.  David  est  d'aillears  la  seale  série  à 
simple  entrée  qui  développe  une  fonction  d'une  racine  de  l'éqnatlon  proposée. 
Tontes  les  autres  séries  que  Ton  peut  obtenir  pour  la  solution  de  ce  problésM 
sont  des  séries  à  double  entrée  dont  le  contour  de  convergence  est  compris 
dans  celui  de  la  série  de  Lagrange. 

Tel  est  le  cas  de  la  série  que  M.  Gomex  Teiieira  a  proposée  récemment  ponr 
le  développement  des  fonctions  implicites. 

Humbert.  —  Sur  les  arcs  des  courbes  planes  algébriques.  (171- 

.87). 

Si  l'on  mène  les  tangentes  commanes  à  une  courbe  algébrique  quelconque 
et  à  la  courbe  de  direction  représentée  en  coordonnées  tangentielles  rectangu- 
laires par  l'équation 

F*  (  M,  V,  IV  )  —  X  (  M*  -M^  )  ç*  (  a,  V,  w  )  =  o, 

et  si  l'on  fait  ensuite  varier  cette  courbe  en  changeant  le  paramétre  X,  la 
somme  algébrique  des  arcs  décrits  par  les  points  de  contact  des  tangentes  com- 
munes sur  la  conrbe  fixe  est  exprimable  en  fonction  rationnelle  de  01. 

Ce  théorème  général  est  susceptible  de  nombreuses  applications,  dont  voici 
quelques-unes  : 

I*  Si  l'on  mène  à  une  courbe  algébrique  toutes  les  tangentes  sur  lesquelles 
deux  droites  fixes  interceptent  un  segment  de  longueur  /,  et  si  Ton  fait  ensuite 
varier  cette  longueur,  les  points  de  contact  de  la  courbe  et  de  chacune  des 
tangentes  décrivent  sur  cette  courbe  des  arcs  dont  la  somme  est  k  chaque 
instant  une  fonction  rationnelle  de  /. 

2*  Le  cas  le  plus  intéressant  est  celui  où  les  courbes  de  direction  sont  des 
cercles  concentriques.  Si  l'on  fait  varier  le  rayon  d'un  cercle,  son  centre  restant 
fixe,  la  somme  algébrique  des  arcs  décrits  sur  une  courbe  algébrique  par  les 
points  de  contact  est  à  chaque  instant  égale  (à  une  constante  prés)  à  la  va- 
riation de  la  somme  algébrique  des  longueurs  des  tangentes  communes. 

3"  Cette  proposition  est  d'ailleurs  comprise  dans  celle-ci  : 

Les  3v  points  de  contact  avec  une  courbe  algébrique  de  classe  v  des  tangentes 
communes  à  cette  courbe  et  à  un  cercle  peuvent  être  groupés  deux  à  deux  de 
manière  à  déterminer  sur  la  courbe  v  arcs,  dont  la  somme  algébrique  est  égale 
à  la  somme  algébrique  des  longueurs  des  tangentes  communes. 

Cette  proposition,  appliquée  aux  coniques,  donne  immédiatement  le  théorème 
de  Graves  et  Chasles. 

M.  Humbert  signale  encore,  dans  le  même  ordre  d'idées,  les  propositions 
suivantes  : 

Si  Ton  mène  à  une  courbe  algébrique  ne  passant  pas  par  les  points  cycliques 
du  plan  les  normales  tangentes  à  un  même  cercle,  et, si  l'on  fait  ensuite  varier 
le  rayon  de  ce  cercle,  son  centre  demeurant  fixe,  la  somme  algébrique  des  arcs 
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décrils  sur  la  courbe  par  les  pieds  des  normales  varie  proportionnellement  au 
rayon. 

Si  Ton  considère  sur  une  courbe  algébrique  tous  les  points  pour  lesquels  le 
rayon  de  courbure  a  une  longueur  donnée,  et  si  Ton  fait  ensuite  varier  cette 
longueur,  la  somme  algébrique  des  arcs  décrits  par  les  points  considérés  est 
nulle. 

Lioianlle  (/?.).   —    Sur   quelques   équations    différentielles  non 
linéaires.  (189-250). 

Il  s'agit  d'un  type  très  général  d'équations  du  second  ordre  :  celles  dont  l'in- 
tégrale générale 

exprime  une  relation  linéaire  entre  trois  constantes  arbitraires. 

L'étude  (le  ces  équations  est  intimement  liée  à  celle  des  systèmes  d'équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 

M.  W.  Liouville  commence  par  rechercher  les  conditions  que  doit  remplir  un 
pareil  système  pour  admettre  trois  ou  bien  quatre  intégrales  distinctes.  L'ex- 
pression de  ces  conditions  est  notablement  facilitée  par  la  considération  d'un 
système  adjoint  que  l'auteur  enseigne  à  former.  On  est  alors  en  mesure  de 
trouver  Icà  trois  solutions  communes  à  trois  équations  du  second  ordre  linéaires 
aux  dérivées  partielles.  Une  méthode  connue  ramène  la  recherche  de  ces  solu- 
tions à  l'intégration  d'une  seule  équation  diiïérentielle  ordinaire,  linéaire  et  du 
troisième  ordre.  Mais  cette  équation  contient,  en  général,  un  paramètre  qu'il 
faut  laisser  entièrement  arbitraire  et  il  est  aisé  d'imaginer  ce  qu'une  pareille 
obligation  comporte  de  difficultés.  Il  est  un  cas  cependant  où  aucun  paramétre 
arbitraire  n'apparaît  dans  rétjuation  du  troisième  ordre;  c'est  celui  où  l'une 
des  équations  du  système  proposé  est  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace. 
Or  M.  Liouville  montre  que  l'on  peut  ramener  tous  les  cas  à  celui-là. 

Cela  fait,  il  peut  aborder  Tétude  des  équations  différentiel  les  ordinaires  dont 
l'intégrale  exprime  une  relation  linéaire  entre  trois  constantes  arbitraires. 
Toutes  ces  équations  rentrent  dans  le  type 

y"  -\-  a, y* -h  Za,y'*-\-  Za^y'-¥  a«-f-  o, 

où    les  coefficients  «,,  a„  a,,  a,   sont  des  fonctions  de  a?  et  de  ^  assujetties 
seulement  aux  deux  conditions 


et   l'intégrale  s'obtient  en  égalant  à  zéro   la  solution    générale  d'un  système 
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COMPTES  RENDUS  iibbdomadairbs  des  séances  de  l*Acauémie  des  Sciences. 

TomeClX;  1889  (»). 

Darboux  et  Kœnigs.  —  Sur  deux  appareils  nouveaux  de  Méca- 
nique. (49-5 1). 

Le  premier  de  ces  deux  appareils  a  pour  but  de  décrire  le  plan  dans  l'espace 
au  moyen  de  tiges  articulées.  Il  est  fondé  sur  le  théorème  suivant^  dû  à 
M.  Darboux  : 

«  Si  trois  points  d'une  tige  de  longueur  invariable  décrivent  trois  sphères 
dont  les  centres  soient  sur  une  même  droite  D,  tout  autre  point  P  de  la  tige 
décrit  aussi  une  sphère  dont  le  centre  O  est  sur  la  droite  D.  Les  points  P  et  O 
se  correspondent  homographiquement,  et  il  existe  en  particulier  un  point  M  de 
la  tige  qui  correspond  au  point  situé  à  l'infîni  sur  la  droite  D.  Ce  point  M  dé- 
crit donc  un  plan  normal  à  la  droite  D.  » 

Le  second  appareil  fournit  une  représentation  du  mouvement  d'un  corps 
solide  tournant  librement  autour  de  son  centre  de  gravité.  Il  est  fondé  sur 
une  combinaison  des  deux  modes  de  représentation  de  Poinsot,  l'un  consistant 
dans  le  roulement  de  l'ellipsoïde  central  sur  un  plan  fixe  D,  l'autre  dans  le 
roulement  d'un  cône  C  sur  un  plan  II'  parallèle  à  n. 

Si  Ton  relie  invariablement  le  cône  C  à  la  polhodie,  et  qu'on  oblige  par  un 
engrenage  le  cône  à  rouler  sur  le  plan  H'  animé  lui-même  d'une  rotation  uni- 
forme, la  polhodie,  réalisée  physiquement,  se  trouve  entraînée  et  roulera  sur 
le  plan  II,  en  possédant  à  chaque  instant  une  vitesse  angulaire  u>  proportion- 
nelle au  rayon  vecteur  du  point  de  contact. 

Léauté,  —  Remarque  sur  les  transmissions  à  grande  vitesse.  (52- 
54). 

Pour  être  assuré  d'éviter,  dans  un  ensemble  mécanique,  les  changements 
relatifs  de  sens  et  les  perturbations  qui  en  résultent,  il  suffit  que,  pour  chaque 
arbre,  le  rapport  du  nombre  de  tours  fait  par  minute  au  nombre  de  tours  qu'il 
serait  capable  de  faire  si  l'action  motrice  cessait  brusquement  aille  en  croissant 
constamment  à  mesure  qu'on  s'éloigne  de  la  machine. 

Fontviolant  {de),  —  Sur  les  déformations  élastiques  d'un  corps 
solide,  isotrope  ou  cristallisé,  sous  Faction  d'une  force  d'in- 
tensité constante  pivotant  autour  de  son  point  d'application. 

(216-219). 

Si  une  force  Fa  d'intensité  constante  pivote  autour  de  son  point  d'appli- 
cation A  appartenant  à  un  corps  solide  isotrope  ou  cristalliséf  un  point  quel- 


(')  Voir  Bulletin,  t.  .\V„  p.  28. 
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conque  B  de  ce  corps  se  meut  sur  un  ellipsoïde,  dont  trois  diamètres  eotûugués 
quelconques  représentent  les  déplacements  élastiques  du  point  B  correspondants 
à  trois  directions  rectangulaires  déterminées  de  la  force  Fa* 

Réciproquement,  si  une  force  F|,  égale  à  la  première,  pÎTOte  aatoor  du 
point  B,  le  point  A  se  meut  sur  un  ellipsoïde  égal  au  premier,  dont  trois  dia- 
mètres conjugués  quelconques  représentent  les  déplacements  élastiques  du 
point  A  correspondants  à  trois  directions  rectangulaires  de  la  force  Vu» 

En  faisant  coïncider  B  arec  A,  on  a  ce  corollaire  : 

Si  une  force  Fa  d'intensité  constante  piTOte  autour  du  point  A,  ce  point  se 
meut  sur  un  ellipsoïde,  dont  trois  diamètres  conjugués  quelconques  repré- 
sentent les  déplacements  élastiques  correspondants  à  trois  directions  rectangu- 
laires de  la  force  Fa,  et  dont  les  aies  représentent  trois  déplacements  pour 
lesquels  il  y  a  coïncidence  entre  la  direction  de  chacun  de  ces  déplacements  et 
la  direction  correspondante  de  Fa. 

Kœnigs,  —  Sur  les  surfaces  à  double  génération  circulaire  et  sur 
les  surfaces  doublement  enveloppées  par  des  quadriques.  (364- 
366). 

L'auteur  résout  complètement  le  problème  suivant,  qui  intenricnt  dans  plu- 
sieurs questions  de  Géométrie. 
Trouver  k  polynômes  linéairement  indépendants  de  la  forme 

et  tels  que  la  somme  de  leurs  carrés 

soit  nulle. 

M.  Kœnigs  fait  remarquer  que  k  est  au  plus  égal  à  9;  car  tout  polynôme  /j 
est  une  fonction  linéaire  et  homogène  des  9  quantités 

Z,  =  V,  Z  =  Xpi,  Z,  =  |i% 

T,  =  X,  T,=  |x,  T  =1. 

Si  l'on  pose 

F=  \.(Yî-xz,)  +  a,(y;-xz,)  +  2B(y.v,-xz) 

-t-  qB,  (ZZ.-  Y,T,)  -h  2B,(ZZ,-  Y,T,)  -+-  2C(T.T,-  ZT) 
-f-  2C,(Y.Z  -  Y,Z.)  -+-  2G,( Y.Z  -  Y.ZJ  +  2l),(\T,--  Y,Z.) 
-4-  2D,(XT.-  Y.ZJ  -h  2K,(Z,T  -  Tî  )  -t-  2E,(Z,T  -  TJ  ) 
-4-2G.(Y,T-TZ.)4-2G,(Y,T-T,Z,)-4-2}|,(ZT.-Z.T.) 
-^2H,(ZT,-Z,T,)-4-H(XT-  Z')-f-K(Z,Z,-ZO 
-f-2K,(Y,T,-Z0-h2K,(Y,T,-Zj, 

la  forme  F  s'évanouit  idcntiquenieDt  lorsqu'on  y  remplace  X,,  Y,,  . . .  par 
leurs  valeurs  (i).  Si  Ton  donne  aux  vingt  coefticicnts  de  F  des  valeurs  arbi- 
traireSy  elle  pourra  ôlrc  décomposée  en  9  carrés;  mais  on  pourra  disposer  des 
arbitraires  de  façon  que  F  soit  rédurtible  à  «,  7,  ^,  '>,  /,,  3,  2  carrés;  le  pro- 
blème est  donc  résolu. 
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Si  l'on  prend,  par  exemple,  tous  les  coefficients  nuls,  sauf  A,=  a%  A,=  6% 
B  =  aby  K  =  H,  la  forme 

F  =  (rt  Y,-  6YJ«-  X(fl'Z,-+-  b'Z,->r  labZ  -  HT)  -  HZ,Z, 

est  décomposable  en  une  somme  de  cinq  carrés  /,,  /,,  . . .,  f^. 

Les  expressions  àt  f^y  f^y  •••»/»  en  fonction  des  paramètres  X,  ji  sont  les 
coordonnées  pentasphériques  d'une  surface  doublement  cerclée  du  huitième 
ordre;  ^,  (x  sont  les  paramètres  des  deux  familles  de  cercles. 

Si  l'on  suppose  A:  =  6,  les  six  polynômes  f^  sont  les  coordonnées  d'une  droite 
d'une  congruence  qui  est  le  lieu  de  deux  familles  de  quadriques.  Chacune  des 
surfaces  focales  est  l'enveloppe  de  deux  familles  de  quadriques,  propriété  qui 
les  rapproche  des  cyclides. 

Boussinesq.  —  Complément  à  la  théorie  des  déversoirs  en  mince 
paroi  qui  s'étendent  à  toute  la  largeur  du  lit  d'un  cours  d'eau; 
calcul  approché,  pour  les  nappes  déprimées  ou  noyées  en  des- 
sous, de  la  non-pression  exercée  à  leur  face  inférieure,  d'après 
l'élévation  imposée  au  niveau  d'aval  dans  le  canal  de  fuite.  (54 1- 
546). 

Liouville  {R-)-  —  Sur  les  invariants  de  certaines  différentielles  et 
sur  leurs  applications.  (56o-563). 

Dans  cette  Note,  extraite  d'un  Mémoire  plus  étendu,  M.  H.  Liouville  résume 
réludc  qu'il  a  faite  des  équations  difTércntielles  de  la  forme 

(  I )      dx  d'y  —  dyd'x  -+-  a^  dy^-h  3a,  dy*  dx  -h  3a^  dy  dx'  —  a^  dx'  =■  o, 

où  a,,  a,,  a,,  a^  sont  des  fonctions  quelconques  de  x  el  y. 

L'auteur  avait  antérieurement  fait  connaître  plusieurs  invariants  de  ces 
équations  pour  les  transformations 

• 

(2)  x'-fi^x,y),       y'-^Kx,y). 

Il  restait  à  trouver  les  modes  de  construction  propres  aux  cas  exceptionnels 
et  à  classer  ces  cas  qui  constituent  les  singularités  du  type  d'équations  con- 
sidéré. 

Pour  cela,  l'auteur  fait  un  usage  continuel  du  système 

idz  —  p  dx  —  q  dy  =  o. 
dp  -h  (P>  H-  Q'^  -h  Kz^dx  -h  (  P>  4-  Q'7  -h  H'5)  dy  -  o, 
dq-¥  {P'p  -i-  q'q  -h  [\'z)dx-h  {Pp  -}-  Qq  -^  î{z)dy=o, 

dans  lequel  x  cl  y  sont  deux  variables  lices  entre  elles  par  une  relation  qui 
n'est  pas  donnée;  «, />,  q  trois  inconnues  fonctions  d'une  seule  variable  indé- 
pendante; P,  Q,  ...»  H"  des  fonctions  déterminées  de  Xf  y. 

A  ce  système  se  rattache  d'une  manière  invariante  l'équation  (i),  lorsque 
l'on  pose 
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Car,  si  l'on  voulait  isoler  Zt  il  faudrait,  en  différenliant  les  équations  du  sys- 
tème (3),  former  une  équation  linéaire  dont  Tordre  est  en  général  le  troisième, 
mais  s'abaisse  au  second  lorsque  l'équation  (i)  est  vérifiée,  et  cette  propriété 
subsiste  évidemment  après  Tune  des  transformations  (3). 

C'est  la  considération  du  système  linéaire  associé  qui  a  permis  à  M.  Lioa- 
ville  de  distinguer  les  cas  remarquables  que  peuvent  présenter  les  équations 
du  type  (1). 

Ces  distinctions  conduisent  à  la  solution  du  problème  suivant  : 

Étant  donnée  une  équation  du  type  (1),  reconnaître  s'il  existe  une  substi- 
tution 

>^  =/(J?,r).        Y  =  ?(a:,^), 

telle  que,  dans  l'équation  transformée 

d\  d'Y  —  rfY  rf'X  -h  A,  rfY»-+-  3  A,  c/Y"  rfX  -+-  3  A,  cHT  rf^\  -4-  A,  rfX»  =  o, 

les  coefficients  A,,  ...,  A^  ne  renferment  point  l'une  des  variables;  et  quand 
cette  substitution  existe,  la  calculer  ainsi  que  l'équation  transformée  corres- 
pondante. 

La  solution  de  ce  problème  fournit  une  classe  étendue  d'équations  difiéren- 
ticlles  dont  on  sait  abaisser  l'ordre  par  un  changement  d'inconnue  évident. 

Une  seconde  application  concerne  les  équations  réductibles  à  la  forme 

Cl)  ^.+y^y"'*'+\y  =  o, 

OÙ  X,  X,  désignent  des  fonctions  quelconques  de  x.  On  prouve  que  le  nombre 
m  ne  change  par  aucune  des  transformations  (2).  Cependant  à  chacune  des 
équations  {\)  en  correspond  une  autre 


m 


dans  laquelle  X',,  X'  sont  liés  à  X,,  X   par  des  relations  connues  et  dont  les 
intégrales  se  déduisent  de  relies  de  la  proposée,  cl  réciproquement. 

Picard,  —  Sur  la  détermination  des  intégrales  de  certaines  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  par  leurs  valeurs  sur  un  contour. 

(499-501). 

La  méthode  d'approximations  successives  dont  M.  Picard  a  fait  usage  anté- 
rieurement {Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  ScienceSy  déc. 
18S8)  pour  intégrer  certaines  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  dont 
l'intégrale  se  trouve  délerniinée  par  la  succession  de  ses  valeurs  le  long  d'un 
contour  fermé,  peut  être  appliquée  avec  succès  à  certaines  équations  non 
linéaires. 

Telle  est  l'équation 

â^  a       0'  Il 

. h  -  -  --  Ae", 

MÙ  \  désigne  une  fonction  continue  de  jl'.   r.   po>iiivc  (\nn>  la  région  du  plan 
où  restera  le  point  (x.  y). 


IlEVUE   DES   PUBLICATIONS.  6i 

L'auteur  montre  d'abord  qu'il  ne  peut  y  avoir  deux  intégrales  de  celle  équa- 
tion continues  ainsi  que  leurs  dérivées  dans  un  contour  C,  et  prenant  sur  le 
contour  la  même  succession  de  valeurs. 

Cela  posé,  on  peut  évidemment  admettre  que  ces  valeurs  se  réduisent  à  zéro. 
Si  l'on  forme  alors  la  suite  d'équations 

AS,  —  A,        AS,  tr:  A  cî^i,         . . . ,        AS^  —  A  e^n-t, 

les  S  à  indices  impairs  forment  une  suite  croissante  cl  tendent  vei'S  une  cer- 
taine limite  représentant  une  fonction  u  de  x,  y;  les  S  à  indices  pairs  forment 
une  suite  décroissante  et  tendent  vers  une  limite  v.  Les  fonctions  li  et  t^  s'an- 
nulent sur  le  contour  et  satisfont  aux  deux  équations 

Am  =  Ac%        Av-Ac". 

Les  deux  limites  u  et  v  ne  coïncident  pas  toujours;  mais  elles  le  feront  si  le 
contour  C  est  sufiisamment  petit.  On  obtient  alors  l'intégrale  de  l'équation  (i) 
s'annulant  le  long  de  C  sous  forme  de  série 

S.-H(S,-S,)-h(S,-Sj-i-.... 

Pour  étendre  la  solution  à  un  contour  quelconque,  M.  Picard  applique  au 
problème  actuel  une  méthode  assez  analogue  au  procédé  alterné  employé  par 
M.  Schwarz  dans  le  cas  de  l'équation  de  Laplace. 

Une  méthode  d'intégration  semblable  a  celle  qui  vient  d'être  développée  Cft 
applicable  à  l'équation  plus  générale 

Au  =  Ae"—  Be-", 

où  A  et  B  sont  des  fonctions  continues  et  positives  de  Xf  y{\  >  B).  Pour  une 
suite  de  valeurs  données  sur  le  contour  C,  la  solution  est  unique  et,  pour  ob- 
tenir l'intégrale  qui  s'annule  tout  le  long  de  C,  on  formera  les  équations 

AS,  ==A-B,        AS,  =  AeS,  —  Be-s, 

Si,  pour  tous  les  points  intérieurs  à  C,  on  a 

B 
A 

les  S  à  indices  impairs  et  les  S  à  indices  pairs  auront  respectivement  deux 
limites  u  et  ^,  qui  coïncideront  lorsque  le  contour  sera  suffisamment  petit. 

Boussinesq,  —  Complément  à  la  théorie  des  déversoirs  en  mince 
paroi  qui  s'étendenl  à  toute  la  largeur  du  lit  d^un  cours  d^eau  : 
mise  en  compte  des  varialions  de  la  contraction  qu'éprouve  la 
nappe  déversante,  du  côté  de  sa  face  inférieure.  (5i5-52o). 

Brioschi.  —  Sur  la  dernière  Communication  d'Halphen  à  l'Aca- 
démie. (520-522). 

Dans  sa  dernière  Communication  à  l'Académie  «  Sur  la  résolvante  de  Galois 
dans  la  division  des  périodes  elliptiques  par  -;  »,  Halphen  a  exprimé  les  racines 

Bull,  des  Sciences  mathém.j  i*  série,  t.  XV.  (Avril  1891.)  R.6 
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de  l'éqaïUoa  da  feptième  de|ré  en  ronetioD  des  ri 

laire  jacobienae  do  haiUèoie  degré. 

■   Le*  tqaatfoB*  modaleirei  lei  pliu  ilmple*,  aaic|ucll>'>  M.  Ilriusctti  donc 

nom  de  JoeobUiutm,  tont  cdlee  dont  le*  no 


r-{^y/W'f. 


|i  élut  le  moltiplicatear,  I',  I''  et  >,  V  ayant  les  significatiOM  htbitadiea. 

Les  nciae*  de  réqastioa  calcaite  par  Halphen  s'exitriitieBt,  «tw  a>e  tégire 
modlSealioa,  de  la  manière  saiTante  : 

«■=  — ''—slym~y.)(y.~r,)[r,—j',)(y,—y,h 

et  l'on  obtient  la  résolvante 

L±vE5V 


«•(, 


>-.)(.+ î^ 


=  J, 


J  étant  rinvariant  absolu. 

H.  Brloscbî  montre  que  celle  résohante  pput  être  ramenée  i  la  forme  indi- 
qaée  il  j  a  longtemps  par  H.  Hermitc,  an  moyen  de  la  formule  de  b 
mation 

...  Z  =  lx-,),ri. 

EnBn,  si  1  on  pose 


Is  résolvante  prendra  la  nouvelle  torme 
dans  laquelle 


i^^ïh 


Kœnigs.  —  Sur  les  surfaces  donl  le  rfj'  pciii  être  ramené  de  plu- 
sieurs manières  au  type  de  Liuuville.  (jG5-568). 
L'élément  linéaire  d'une  surface  étant  donné  sous  la  forme 

I  peut  trouver  une  funclion  A  de  «  et  une 


M.  Darboux  a  montré  que,  % 
ToaclioD  B  de  ^  vérlGuni  l'ide 


(0 


;^_3A'"-^-i-A-l^ 


J  v/Â  J  v'i 
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le  cls^  sera  ramené  à  la  forme  de  Liouvillc 

ds^=[/{x'-^y)-g{x'-y)]dx'dy. 

Si  Ton  suppose  que  le  ds*  ait  été  donné  sous  la  forme  de  Liouvillc 

[\{x,)-B,{y,)]dxdx, 

et  qu'il  puisse  prendre  une  seconde  forme  de  Liouville  par  la  transforma- 
lion  (2),  l'équation  (i)  qui  détermine  les  coefficients  de  transformation  A  et 
B  devient 

(v.-«j(A''-ir)-h(A-B)(A';-B;) 
H-  -1(a'-b')a;-  A(A'-+-b')b;  =  o. 

Représentant  par  aV  toute  surface  dont  le  ds^  jouit  de  cette  propriété, 
M.  Kœnigs  énonce,  entre  autres,  les  théorèmes  suivants  : 

«  I.  Soient  (  A,  —  B, )  rfj;  rfv  le  ds*  d'une  surface  a\>  A  et  B  un  couple  de 
transformation  de  ce  ds*\  le  ds*  exprimé  par 

(A-B)^/x,f/r, 

appartient  aussi  à  une  surface  a\)  et  A,,  B,  constituent  un  couple  de  transfor- 
mation de  ce  nouveau  ds^. 

»  IL  On  peut  ajouter  une  même  constante  aux  coefficients  de  transformation 
d'un  ds^^  sans  qu'ils  cessent  d'être  les  coefficients  de  transformation  de  ce  ds*,  » 

Ces  ds'  sont  conjugués.  Du  ds*  d'une  surface  aV  donnée,  on  peut  déduire 
sans  calcul  deux  familles  de  ds*  de  surfaces  a\»  savoir  une  famille  dont  fait 
partie  le  ds^  et  la  famille  des  ds*  conjuguées.  On  peut  enguite,  au  moyen  de 
quadratures,  en  déduire  toute  une  chaîne  de  ds*  contenant  de  nouvelles  con- 
stantes et  convenant  à  des  surfaces  a\- 

Raffy.  —  Sur  les  éléments  linéaires  doublement  harmoniques. 
(609-61 1). 

M.  Darboux  a  signalé  ce  problème  :  Trouver  tous  les  éléments  linéaires  ré- 
ductibles de  deux  manières  à  la  forme  de  Liouville,  et  il  l'a  ramené  à  la  re- 
cherche de  quatre  fonctions  X  de  x,  Y  de  >',  ^  Aç.  x  -\-y  cK  f  àa  x  —  y  satis- 
faisant à  l'équation  indéterminée 

i  (X'_r)(?-/) 

I       4-3(X'-Y')9'-3(X'-+- Y')/'-h2(\- Y)(9--/')  =  0. 

M.  Raiïy  remarque  la  réciprocité  de  cette  équation  :  connaissant  quatre 
fonctions  X(j:),  Y(>'),  ^{x  -¥ y)^  fi^x  ~ y)  qui  la  vérifient,  on  en  obtiendra 
une  nouvelle  solution  en  prenant  pour  9,/,  X,  Y  respectivement  les  fonctions 


L'antenr  signal*  une  deaiitme  propriété  de  U  mène  éq 
Étant  donné  l'iUment  donblemeal  harmaniqae 

ifi''-*-y)-Ai-~y)]d*'<iy. 

li  l'on  connilt  dani  tnn*fomation«  diuinctca,  tavoir 


A 


*=« 


■« 


-f 


On  a  donc,  en  adjoignant  t  X  et  t  Y  ainsi  définis  les  valeurs  de  7  et  de  / 
qui  figurent  dans  S,  dm  noiivelle  sointion  de  l'éqDBtioo  (()• 
En  a[^liqaint  ce  principe  t  l'éléinent  linéaire  de*  surfaces  1  coarinre  con- 

■tanle  j-p — ^7r;t  et  en  désignant  par  R(^),  R,(^)  deux  poi^namcs  arbi- 
traires du  quatrième  degré  en  x",  on  trouve  ponr  X,  Y  les  expressions 


X(*)  = 


Y(r) 


pu  peut  dire  qoe  ces  «pressions  de  X,  Y  fournissent  par  réciprocité  la  soia- 
tioD  complète  du  problème  de  M.  Darboui,  absiractiao  faite  des  surfaces  i 
courbure  cooitaote  et  des  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  révoluiion. 


Ilumberl. 
6i3). 


Sur  l'aire  de  certaines  zones  ellipsoïdales.   (611- 

un  ellipsoïde  d'à: 


Soit  un   cône  de  révoluiion  cire 
l'eicè»  de  l'aire  latérale  de  ce  cône  limité  à 
contact  sur  l'aire  de  la  calotte  ellipsoïdale  compris 
exprimé  i  l'aide  des  fonctions  elliptiques;  il  est  égi 

C+b'c- ,. 


soromet  et  i  la  courbe  de 
i  son  intérieur  peut  être 


•V^ 


H'"* 
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Pour  le  paraboloïde  elliplique,  l'excès  de  l'aire  latérale  d'un  c6ne  de  révo- 
lulion  circonscrit  sur  l'aire  de  la  calotte  intérieure  est  une  fonction  algébrique 
des  coordonnées  du  sommet  du  cône. 

De  la  formule  relative  à  la  calotte  ellipsoïdale,  se  déduit  ce  théorème  de 
Géométrie,  analogue  à  celui  de  Graves  : 

«  Si  l'on  appelle  zone  ellipsoïdale  la  zone  comprise  sur  l'ellipsoïde  entre 
deux  ellipses  le  long  desquelles  on  peut  circonscrire  à  la  surface  un  cône  de 
révolution,  les  aires  de  deux  zones  ellipsoïdales  ont  une  somme  ou  une  difle- 
rcnce  exprimable  algébriquement  lorsque  les  quatre  plans  qui  limitent  ces 
zones  touchent  un  ellipsoïde  homothétique  à  l'ellipsoïde  primitif.  » 

Miltag-Lejfflei\  —  Sur  les  invariants  d'une  équation  diflercnlielle 
linéaire  et  homogène.  (ôS^-ôSg). 

Soit  l'équation  différentielle  linéaire  et  homogène 

où  Po,  P,,  ...  sont  des  polynômes. 

Si  l'on  désigne  par  S, (ar  — a:,),  S,(4r  —  a:,),  ...,  S, (a?  —  x^)  des  séries 
entières  représentant  un  système  fondamental  autour  du  point  ordinaire  «r^, 
et  si  partant  de  ce  point  on  y  revient  par  un  contour  fermé,  continu,  ne  se 
coupant  pas  lui-même,  S^{x  —  x^)  prendra  une  nouvelle  valeur 

S«(J7— ^To)  =  ««,  S,(4r  —  arj -h. . .-+- a^^  S,(a?  —  arj; 

les  quantités  a  désignent  des  constantes  indépendantes  de  la  forme  du  contour 
tant  qu'il  varie  sans  passer  par  un  point  singulier. 
Si  l'on  développe  le  déterminant 


A=; 


a„-f-w     ...  a„ 


*ii  •  •  •  *ji« 


■   *  •  •  • 


«m  •••       «iii.-<-«^ 


suivant  les  puissances  de  (<) 

A  =  W-f-  V,to*-'H-. .  .4-  V^_,w  -+-  V^, 

on  sait  que  les  coefficients  V,,  ...,  V^  sont  des  invariants,  indépendants  uon 
seulement  de  la  forme  du  contour,  mais  de  plus  du  point  Xo  et  du  choix  des 
intégrales  fondamentales. 

M.  Mittag-Lefner  donne,  sous  une  forme  nouvelle,  l'expression  de  ces  inva- 
riants. 

Ils  peuvent  être  développés  en  séries  convergentes  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  des  coefficients  des  polynômes   numérateurs  P, (ar),  ..., 

^,A^)y  ^^  ^^  1^  quantité  -v- '  ^  désignant  un  nombre  entier   positif,  qu'on 

A 

peut  choisir  arbitrairement  à  condition  de  le  prendre  égal  ou  supérieur  à  un 

entier  positif  donné  \- 

Les  coefficients  de  ces  séries,  qui  peuvent  être  déterminés  par  voie  de  récur- 
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reDCC,  soDl  loos  des  fonctions  rationnelles  des  affixes  des  points  singuliers  el 

de  la  quantité  e  ^  ,  a?ec  des  coefGcients  entiers. 

Kœnigs^ —  Sur  les  surfaces  dont  le  ds^  estrëducliblc  de  plusieurs 
manières  à  la  forme  de  Liouville.  (639-64  0* 

Dans  sa  précédente  Communication  sur  le  même  sujet,  l'auteur  a  indiqué 
sommairement  une  méthode  pour  déduire  d'un  élément  réductible  à  la  forme 
de  LiouTille  d'autres  éléments  jouissant  de  la  même  propriété.  Tous  les  df* 
qu'on  peut  déduire  de  cette  manière  du  </#*  du  plan  rentrent  dans  la  forme 
générale 

où  l'on  a  posé 

^  Ay*(g)-hBpMg)H-Cp'(^)-4-Dp(jt)H-E 

A,  By  G,  D,  E  étant  des  constantes.  Ces  </«*  reprennent  la  forme  de  Liouville 
si  l'on  prend  pour  variables 


y= 


On  retombe  ainsi  sur  un  type  identique  au  type  d'où  l'on  est  parti,  mais  où 
les  sept  constantes  A,  B,  C,  D,  E,  g^,  g^  ont  des  valeurs  nouvelles.  L'intégra- 
tion  de  l'équation  d'Euler  donne  les  géodésiques  de  ces  surfaces. 

Raffy.  —  Sur  certains  éléments  linéaires  harmoniques.  (661- 
663). 

Solution  d'un  problème  relatif  aux  éléments  linéaires  harmoniques,  c'est- 
à-dire  réductibles  à  la  forme  de  Liouville  : 

Ktant  donne  un  élément  linéaire  \dxdy^  reconnaître  si  cet  élément  est  ré- 
ductible ou  non  à  la  forme 

'i(x'+y)dxdy. 

Si  Ton  pose 


on  parvient  aux  deux  condilions,  à  la  fois  nécessaires  et  suffisantes, 


ei      et  ~  Ox      Or'  "  Ox,  V  Ox       e^ 


Phillips.  —  Inslrumcnl  de  mesure  des  élcmenls  de  rélaslicilé. 

(687). 

Cet  appareil  permet  de  mesurer  simplement  el  exactement  le  coefficient  d  c- 
lasticité  et  la  limite  d'allongement  de  tout  corps  métallique  susceptible  d'être 
étiré  en  fil.  Son  emploi  n  exige  pas,  comme  dans  les  méthodes  ordinaires,  la 
mesure  des  très  petites  déformations. 
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L'insirument  n'est  autre  que  l'ensemble  d'un  spiral  et  d'un  balancier  :  le 
ressort  spiral  est  formé  de  la  substance  à  essayer  et  se  termine,  à  ses  extrémités, 
par  deux  des  courbes  dont  M.  Phillips  a  établi  la  loi  et  donné  des  modèles 
dans  son  Mémoire  sur  le  spiral  réglant. 

Ilunibert,  —  Sur  certaines  aires  ellipsoïdales.  (734-737). 

1"  Sur  un  ellipsoïde  (E,  )  homofocal  et  extérieur  à  un  ellipsoïde  (E),  on 
prend  une  conique  quelconque  dont  le  plan  passe  par  le  centre,  et  Ton  circon- 
scrit à  cette  conique  et  à  (  E  )  une  dcveloppable  :  l'excès  de  l'aire  At  cette  déve- 
loppable,  limitée  à  la  conique  et  à  l'ellipsoïde  (E),  sur  l'aire  ellipsoïdale  com- 
prise sur  (E)  à  son  intérieur,  est  constante. 

2<*  L'aire  comprise,  sur  un  ellipsoïde,  entre  les  deux  boucles  de  la  courbe  de 
contact  d'une  développabic  circonscrite  à  cette  surface  et  à  une  sphère  exté- 
rieure est  égale  (à  une  quantité  algébrique  près)  à  celle  d'une  zone  ellipsoïdale 
à  bases  parallèles,  la  zone  étant  définie  algébriquement  sur  l'ellipsoïde  en  fonc- 
tion de  la  sphère. 

Leliem^re,  —  Sur  les  lignes  asjmptotiqucs  el  les  systèmes  con- 
jugués tracés  sur  une  surface.  ( 792-794 )• 

Dans  une  précédente  Communication,  M.  Lclieuvrc  s'est  posé  ce  problème  : 

Parmi  les  surfaces  A  pour  lesquelles  les  coordonnées  d'un  point,  exprimées 
avec  deux  paramètres  /,  ji  sont  rationnelles  en  jx,  quelles  sont  celles  pour  les- 
quelles l'intégrale  générale  {x  de  l'équation  des  asymptotiques  n'a  que  des 
points  critiques  fixes? 

La  forme  de  cette  équation  montre  qu'alors,  pour  les  conjuguées  des  lignes 
/  =::  const.,  {X  cst  donnéc  par  une  équation  de  Uiccati.  On  est  donc  conduit  à 
rechercher,  parmi  les  surfaces  A,  celles  sur  lesquelles  les  lignes  fx  =  const.  et 
/  =  const.  sont  conjuguées,  problème  que  l'auteur  résout  dans  le  cas  où  les 
lignes  /  =  const.  sont  planes. 

La  solution  de  ce  problème  entraîne  cefle  de  quelques  autres  questions;  par 
exemple,  déterminer  les  surfaces  admettant  deux  systèmes  conjugués  plans, 
ou  celles  qui  enveloppent  des  cônes  le  long  des  lignes  planes  t  =  const. 

Quiquet.  —  Généralisation  de  la  loi  de  Makeliam.  (794-797)» 

« 

Exprimer  seulement  à  l'aide  de  n  variables,  indépendantes  de  Xy  la  probabilité 
que,  dans  x  années,  un  groupe  de  ai  +/?  individus  existera  encore  tout  entier. 

Si  l'on  désigne  par  a,  p,  ...,  0  ces  n  variables,  par  a,  by  . .  .^  ly  les  Ages  de 
n-\-p  individus  (qu'on  assujettit  à  des  relations  convenables  avec  a,  ^,  ...,  0), 
on  doit  avoir 

; — ; —   7T~\ — •'* 7i\ — =  u  (a,  p,  . . .,  u,  JF). 

La  fonction  ?(-3),  qu'il  s'agit  de  déterminer,  représente  le  nombre  des  vi- 
vants à  l'Age  z  pour  un  nombre  donné  de  naissances. 
Or,  si  l'rm  prise 
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lire  M.  Quiquet,  donnée  piii 

).f<a)-M*+'(o)+...+  p+<--')(û)=o. 

Eu  fiiiianl  n  =  i,  on  reli'ûuve  U  loi  de  Gompenz,  celle  de  Mïkchim  et  aussi 
deui  autres  lois  très  simples  précédemment  sîf-nalées  par  l'auteur. 

Lorsque  n  =  i,  ou  trouve  pour  9(:)  diverses  expressions  ft  quatre,  cinq,  et 
même  six  constantes,  qui  permettent  de  dresser  plus  exactemeat  que  par  le» 
Tormules  déji  connues  une  Table  de  mortalité  déduite  d'observations  directes. 

Markoff.  —  Sur  les  séries  ^p' 2  F''  <y^'*"9^^)- 

V .'.  -  y  (-,)'-  ■•■^'■-'^-'>'  r     ■     + 5 1, 

Zdk'"  ié'-       '       ..■j.3...{J*--i)  L(iA--i)'        i3*(3il--i>J 

V 1  -  L^  +  y"  (  -  o'  ''-^•■^'--■''*^'''  r  -!-  -*- 5 1 

Z^k-~  l        Zé''        '   ..3.5.7...((iA-.)   LU'       («*  +  0(eA  +  3)J 

Les  séries  qui  Torment  les  seconds  membres  sont  très  convergentes.  La  pre- 
mière a  permis  i  M.  MarkolT  de  calculer  avec  vingt  décimales  exactes. 

an — ;  -1-  ï;"*"7i  "•"■*""  It303o569o3  15959418540. 


Ocagne  (I)'}-  —  Deux  ihéorèmes  généraux  sur  les  Irajecloîrescl 
les  enveloppes  de  points  et  de  droites  mobiles  dans  un  plan. 
(959-960). 

Si  une  droite  issue  d'un  point  M  coupe  une  courbe  C  au  point  P  suus  l'ungle  6, 
on  dira  que  Ml'  est  une  distance  lout  l 'angle  D  du  point  M  à  la  courbe  C. 

De  même,  si  une  droite  perpendiculaire  à  la  droite  D  au  point  A  coupe  la 
courbe  C  au  point  P  sous  l'angle  9,  oo  dira  que  AI*  est  une  ilistance  sous 
l  angle  S  de  la  droite  D  à  la  courbe  C. 

Cela  pose,  vuid  les  Jeux  théorèmes  démonliéi  par  M.  d'Ucagnc  : 


i-Si  les  distances  sous  l'angle  B,  Ml',=  /,,  Ml',- 
â  une  ou  plusieurs  courbeâ  C  sont  liées  par  la  m 


.  Ml\~  /„diin  poin 


et  si  les  projections  dos  centres  de  courbure  SI,,   fi,.  ....  IJ„  lépondanl  à  P,, 
!*,>    ■-.   '*„,  respccli  veulent  sur  MI'„   MI'„    ....    M,,  sont   II,,  II, II.,  la 

mv.  3T-  ik  % m.w.  '"i»"""»-  ■ppii.i-™-  "■  "..  » °- 

l'St  les  disUnces  sous  l'angle  e,/„(, /.  d'une  droite  à  une  ou  plu-ieurs 

courbes  C  sont  liées  par  la  relation 
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masses  -~-y  ■— t  •••!  -~  respectivement  appliquées  aux  centres  de  courbure 
correspondants  des  courbes  C. 

Lorsque  0  =  o,  ou  0  =  —  »  on  retrouve  des  théorèmes  déjà  connus. 

Peano.  —  Sur  une  formule  d'approximation  pour  la  rectificalion 
de  l'ellipse.  (960^-961). 

Réclamation  de  priorité  à  propos  de  la  formule  approchée 
récemment  indiquée  par  M.  Boussinesq  pour  la  rectification  de  l'ellipse. 


BULLETIN  DE  LA  Société  Mathématique  de  France  (  '  ). 

Tomo  XVII,  1889. 

Lucas  {F,).  —  Statique  des  polynômes.  (17-69). 

Soit  un  polynôme 

de  degré  p  relativement  à  la  variable  complexe  z  ~  x-^  iy.  Les  p  racines  z^^ 
z^y  ...■,  z^  déterminent  un  système  de  p  points  qu'on  peut  matérialiser  par  la 
pensée  en  supposant  que  chacun  d'eux  repousse  le  point  variable  N  en  raison 
inverse  de  la  distance. 

Les  projections  P  et  Q,  sur  les  axes,  de  l'action  totale  des  points-racines 
sont  fournies  par  la  relation 

La  condition  d'équilibre  pour  le  point  N  est  que  ce  point  coïncide  avec  un 
des  points-racines  de  la  dérivée  du  polynôme  F(2). 

On  déduit  de  là  que  tout  contour  fermé  convexe  environnant  les  racines 
d'une  équation  algébrique  environne  aussi  les  racines  de  l'équation  dérivée. 
Lorsque  tous  les  points-racines  sont  en  ligne  droite,  cette  droite  contient  aussi 
les  racines  de  l'équation  dérivée;  entre  deux  racines  consécutives  de  l'équation 
proposée,  il  y  a  toujours  une  racine  de  la  dérivée.  On  retrouve  ainsi  le  théo- 
rème de  Rolle. 

Si  l'on  désigne  par  R  le  module  de  F  (  2  ),  le  potentiel  de  l'action  des  p  points- 
racines  a  pour  valeur  logR. 


(•)  Voir  Bulfelin,  \IV.,  p.  2o3. 
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Les  courbes  de  niveau  sonl  des  cassinoïdes  ayant  pour  foyers  les  poinls- 
racines. 

Les  lignes  de  force  (stelloïdcs)  ont  p  branches  infinies  hyperboliques  par- 
tant respectivement  des  points-racines  et  dont  les  asymptotes  passent  toutes 
par  le  centre  des  moyennes  distances  de  ces  points  en  figurant  une  espèce  de 
rose  des  vents. 

F*  (  5  )  I 

Si  Ton  met  le  quotient  ..,    ;  sous  la  forme  t^~^'»  Téquation 

r(s)      A- 

donne,  pour  chaque  système  des  valeurs  de  k  et  de  y>  P  valeurs  de  z  formant 
un  groupe  polaire. 

Tous  les  points  d'un  groupe  polaire  sont  également  actionnes,  en  intensité  et 
en  direction,  par  des  points  racines  de  F(2). 

Il  peut  arriver  qu'un  groupe  polaire  contienne  un  point-racine  (ombilic). 
L'action  algébrique  d'un  groupe  polaire  sur  un  ombilic  est  constante  en  gran- 
deur et  direction  quel  que  soit  ce  groupe;  cette  action  est  toujours  égale  à  celle 
du  groupe  fondamental  des  points-racines. 

Les  courbes  de  degré  xp  définies  par  Téquation  P» -+- Q»  =  const.  sont  des 
lignes  isodynaniiqties.  Kl  les  ont  pour  trajectoires  orthogonales  un  système  de 
lignes  correspondant  aux  actions  parallèles. 

Les  lignes  isodynamiques  peuvent  avoir  des  points  singuliers  ou  nœuds.  Ces 
nœuds  sont  aussi  ceux  des  lignes  correspondant  aux  actions  parallèles.  lU 
coïncident  avec  les  ombilics. 

Toute  ligne  isodynamique  peut  être  engendrée  par  le  mouvement  d'un  groupe 
polaire:  et  toute  trajectoire  orthogonale  de  lignes  isodynamiques  peut  être 
engendrée  par  les  mouvements  simultanés  de  deux  groupes  polaires  correspon- 
dant à  des  actions  de  sens  opposés. 

Chacune  de  ces  trajectoires  orthogonales  (de  degré  "ip—  i)  passe  par  les 
points-racines  de  V  {z)  et  par  les  points-racines  de  F'(;:);  elle  établit  donc 
un  cnchaincmenl  entre  les  puinls  de  ces  deux  groupes  polaires  principaux; 
l'aulcur  lui  donne  [n)ur  rc  niolif  le  nuiii  de  lii^ric  /lalysif/ue. 

Toulc  ligne  hulysique  a  une  seule  bninche  infinie  laquelle  est  hyperbolique 
et  possède  une  asymptote  parallèle  aux  actions  algébri(|ucs  exercées  sur  les 
points  de  la  ligne  halysique.  Celte  asymptote  passe  toujours  par  le  centre  des 
moyennes  distances  des  pf»inls-racines  de  F(-). 

L'auteur  fait  connaître  un  grand  nombre  de  propriétés  des  lignes  halysique?. 

Il  termine  par  des  considérations  sur  l'assimilation  des  points-racines  à  des 
électrodes. 

Si  l'on  assimile  les  points-racines  à  des  électrodes  (positives)  déversant 
toutes  la  même  (]uanlité  d'électricité  sur  le  plan  considéré  comme  une  plaque 
conductrice  infinie,  les  courbes  de  nive;iu  seront  les  cassinoidcs  de  degré  ?/? 
signalées  ci-dessus,  ayant  pour  foyers  les  poiiits-riicines.  On  peut  tracer  \c> 
cassinoïdes  sur  la  phiquc  en  employant  deux  fils  reliés  à  un  galvanomètre,  la 
pointe  de  l'un  étant  mainlenue  fixe  sur  un  point  de  la  plaque,  tandis  qu'on 
déplacerait  la  pointe  de  Tautre  de  manière  à  n'a\oir  pas  de  déviation  (méthode 
de  Kirehholl  ). 

Les  points  nodaux  des  courbes  de  niveau  coïncident  avec  les  points-racine* 
du  polynôme  dérivé  F'(c). 
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Ces  courbes  tendant  rapidement  vers  une  circonférence^  on  prendra  pour 
électrode  négative  le  contour  tout  entier  de  la  plaque. 

Comme  tous  les  points-racines  de  F' (2)  doivent  être  à  l'intérieur  de  la  pe- 
tite circonférence  qui  entoure  tous  les  points-racines  de  F(«),  il  suffira  pour 
la  recherche  des  premiers  de  tracer  des  arcs  de  courbes  équipotenticlles  qui  se 
trouvent  dans  cette  circonférence. 

Si  donc  on  connaît  les  points-racines  d'un  polynôme  F(  j),  l'emploi  des  cou- 
rants voltaïqucs  permet  d'obtenir  sans  calculs  les  poinls-racines  de  F'(2). 

Frolov,  —  Égalités  à  deux  degrés.  (69-83). 

L'auteur  dit  que  deux  groupes  de  termes  a,,  a,,  . . .,  a;,;  A,,  A,.  . . .,  6„  for- 
ment une  égalité  à  deux  degrés  lorsqu'on  a  simultanément 

a,  -+-  rt^  H- . . .  -h  a„  =  6,  -f-  6,  4- . . .  -h  A„, 
a\  -\-a\  -+-...-»-aJ  =  b\ -{-  AJ-h.-.H-  6;, 

cl  il  désigne  une  telle  égalité  par  la  notation  abrégée 

rt,a,  ...a„  J^^,A,  ...6„. 

Les  égalités  à  deux  degrés  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

On  peut  augmenter  ou  diminuer  d'une  même  quantité  tous  les  termes  d'une 
égalité;  les  retrancher  d'une  môme  quantité;  les  multiplier  ou  diviser  par  une 
même  quantité;  additionner  plusieurs  égalités. 

Parmi  les  égalités  à  deux  degrés,  il  faut  distinguer  les  égalités  semblables^ 
c'est-à-dire  celles  où  les  différences  des  termes  correspondants  (supposés  en 
môme  nombre)  sont  proportionnelles  les  unes  aux  autres. 

On  peut  additionner  les  termes  correspondants  des  égalités  semblables;  mul- 
tiplier entre  eux  les  termes  correspondants  de  deux  égalités  semblables;  ajouter 
aux  termes  de  deux  groupes  d'une  telle  égalité  une  suite  de  (|uantités  déter- 
minées. 

Ces  théorèmes  fournissent  divers  moyens  pour  former  des  égalités  à  deux 
degrés. 

L'auteur  se  propose  ensuite  de  répartir  en  deux  groupes  égaux  tous  les 
nombres  consécutifs  d'une  progression  arithmétique  sans  omettre  ni  répéter 
aucun  de  ces  nombres. 

Partant  de  l'égalité  à  deux  degrés 

u  1,  <>,  7  J_^»  3,  5,  8, 

il  obtient,  en  augmentant  tous  les  termes  de  S, 

9,  n,   i4,  i3   I    10,  1 1,   i3,  lO, 

En  additionnant  ces  égalités  de  deux  manières,  on  en  obtient  deux  autres 
représentant  la  répartition  des  seize  premiers  nombres  en  deux  groupes  égaux. 

Augmentant  encore  de  8  les  termes  de  régalilé  primordiale,  et  répétant  le 
môme  procédé,  on  arrive  à  repartir  les  8m  premiers  nombres  de  2"*  •  manières 
différentes. 

Appliquant  un  procédé  analogue  à  régalité 

i,  3,  7,  S,  0,  II    I    1,  4,  5.  fi,  10,   12, 


^^^^^^^^^^^^SBCOND^Îiîm^ 

■^ 

rr|.Tl,ro,,.Ic...gr..ur.        1 

1 

/sM/y  (l'abbé).  —  Élude  nt^onu-lriquc  sur  lace 

.orbiircdcs  psaido-     ' 

,                        sn.r«ces.(8,i->o.). 

^^^^Ê                 Vite  piciido-turface  tsl  un  lîru  KVum^iriigiiF  prodii 

■it  par  dpiii  s>slc.ii«Jir 

^^^^H             cuurlirs   varidlilr.i  iic  s'i^ntrL-cuufiiinl  qu'iiux    iiilinuNcnl 

L  pclUî   du  sefomi  ordi» 

HTM. 

Un  U>\  tiea  ne  peal  tm  rapréimité  par  nM  éttutim  Baie  entre  Irob  *f 
lieUM  «,  ^,  4  ;  mm  il  peut  l'Mre  par  au  fqaitioa  dî(r<nnUelle 

jainU  É  U  eoadilloa  de  noa-intégrabilit^  ^  ~  ^  ^  "' 

Toate  larface  pent  être  coifiidfrie  comme  noe  limite  commune  à  une  daid)k 
■érie  de  pfeado-turfaCM  inSniment  Toftlnet. 

En  tout  point  d'ane  piendo-anrface,  on  peut  concevoir  nne  ■nrfacè  ■niiliane 

(HcaUtrice  F  corretpondaat  k  h  moyeaDc  aritlunëtUiDe  -  (  -■  "l"  ~t  )  ^^  ">"'' 
burei  corrâitirei  det  ligaet  coordoontet. 

Cette  (arhce  «it  étroitement  liée  aoi  plans  principini  des  pMado-«nitua 
qui  lui  wnt  tangente*. 

L'objet  que  m  propoM  l'auteur  eit  l'eitension  aux  pseudo-aurtecei  de*  prii- 
cipale*  formule!  propoaée*  comme  meaure  de  la  conrimie  de*  taKices. 

La  courbure  d'une  piead»4nrface  aéra  par  défiaition  la  courbure  de  la  Mt- 
face  F  correspondante.  Mait,  abandonnant  la  mesure  de  la  conrbnre  ^pcaéc 
par  Gaou,  l'anteur  se  place,  poar  définir  la  conrbnre,  i  un  point  de  rue  mient 
approprié  k  l'objet  qu'il  a  en  Tue  : 

Que  l'oniportesarla  normale  en  un  point  de  la  surface  F  des  I on gaean  égales 
aux  courbure*  de*  diTenea  sectioBi  Dormales,  et  que  sur  chacune  de  ces  lon- 
gueurs comme  diamètre, dans  le  plan  de  la  section  aormile  correspondante, on 
décrive  un  demi-cercle.  On  engendre  uac  surface  {hémicyclide)  qui  joue  Te 
rùle  d'une  indicatrice  convexe  an  point  considéré  de  la  pseu do- surface. 

Ces  indicatrices  (toujours  fermées)  peuvent  présenter  trois  variétés.  Si  l'on 
appelle  H,,  R,  les  rayons  de  courbure  principaux  de  ces  trois  variétés  d'indica* 
trices,  leurs  aires  sont  respectivement 


Ces. 


s  qui  (suivan 


mesurent  la  courbure  des 


paeudo- surfaces. 

On  pourrait  aussi  représenter  la  courbure  par  le  volume  de  l'indicatrice. 
Cette  représen talion  est  particulièrement  simple  dans  le  cas  des  pseudo-surfaces 
miuima,  ofi  les  trois  variété»  de  volumes  en  question  se  réduisent  i  deux,  ayant 


faleurs  respectives  - 


i  n; 


Berdellé.  —  Démonstration  clémcniair 
par  M.  Catalan.  (102). 
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TouL  multiple  de  8  est  la  somme  de  huit  carrés  impairs. 


Coursât.  —  Sur  une  propriété  des  surfaces  minima.  (102- io4). 

Étant  donnée  une  surface  mininoa  quelconque,  sur  chaque  normale  on  porte, 
à  partir  dû  pied  M^  de  la  normale  et  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  deux-  lon- 
gueurs MqM,  et  MqM,,  la  longueur  M, M,  restant  constante  quand  on  se  déplace 
suivant  une  ligne  asymptotique  de  Tun  des  systèmes  et  variant  suivant  une  loi 
quelconque,  quand  on  passe  d'une  ligne  asymptotique  à  une  autre  du  même 
système;  les  points  M,,  M,  décrivent  deux  surfaces  S,,  S,  telles  qu'un  pinceau 
de  normales  à  la  surface  S  découpe  sur  ces  deux  surfaces  des  aires  équivalentes. 

On  peut  déduire  de  cette  propriété  la  solution  de  certains  problèmes  de  dé- 
blais et  remblais. 

Laisant,  —  Sur  un  déterminant  remarquable  (104-107). 


Le  déterminant 


est  identique  à 


«0 

-y 

o 

■    •    ■    • 

o 
o 


X 

-r 

•  •  •  » 
o 
o 


ex.  •  ■  «  • 

o  .... 

*C  •  •  •  • 

■    •  •    •    •    • 

y  X 


o 
o 

•   •  a 

o 

X 


a^  x*^  4-  fl,  ar"»-*  y  -H  û,  ^'*'""'  ^*  -h ...-+-  a^  y**. 


Cette  remarque  permet  donc  d'écrire,  sous  forme  de  déterminant,  soit  une 
forme  binaire  de  degré  quelconque,  soit  un  polynôme  entier  en  â?(eD  faisant 

y  =  i). 

M.   Laisant  indique  une  loi  intéressante  pour  former  les  dérivées  partielles 

successives  de  ce  déterminant. 


Ocagne  {d'),  —  Sur  les  nombres  de  Bernoulli.  (107-109). 

Dans  son  Mémoire  Sur  une  classe  de  nombres  remarquables  {American 
Journal  of  MathematicSj  t.  IX,  p.  38o),  M.  d'Ocagne  a  considéré  une  suite  de 
nombres  définis  par  les  relations 

m  ^  m  '  m        '       m— i  m— «' 

d'où  résulte  pour  expression  générale  de  ces  nombres 

/^--C  r/,-i)-4-C;.(/?-2r-...-4-(-i)P  'CJ_, 

A  p  = '- î— - , 

'"  1.2. .  .jj 

lesC  désignant  les  nombres  de  combinaisons. 
Les  nombres  de  Bernoulli  sont  liés  à  ces  nombres  k^  par  la  formule 


B 


-_      ^'M 


4 


m  -4-  I 


7{  SECONDE  PARTIE. 

qui  devient,  par  subiiitulion  de  lu  yalenr  ci-detsus  de  ^.i 

Bioche.  —  Sur  les  courbée  de  M.  Bertrand.  (log-iia). 

On  peut  détermiDer  deux  courbes,  Tuoe  à  courbure  contUote,  l'autre  à  tar- 
iion  coostantCi  de  façon  que  les  tangentes  à  ces  courbes  soient  deux  à  deux  pa- 
rallèJes.  Sur  ]a  développable  des  plans  déterminés  par  ces  couplet  de  tangealet 
les  lieux  des  points  qui  divisent  les  génératrices  dans  un  rapport  coMtaat  soat 
des  courbes  de  M.  Bertrand,  c'est-à-dire  des  courbes  telles  que  les  iKHmales 
principales  de  chacune  d'elles  soient  normales  principales  &  une  autre  courbe. 

Chailan.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  sphère.  Dé- 
termination, à  Taide  des  conditions  initiales,  des  cas  oik  le  mo- 
bile quitte  la  sphère,  (i  la-i  i8). 

Un  point  pesant  se  meut  à  l'intérieur  d'une  sphère  de  rayon  /.  Il  est  lancé 
avec  une  vitesse  initiale  c^^  à  partir  d'un  point  situé  à  une  distance  z^  au-dessas 
du  plan  horiEontal  xy  passant  par  le  centre  de  la  sphère. 

• 

Premier  cas.  —  Le  mobile  est  au-dessus  du  plan  xy, 
II  quittera  forcément  (a  sphère  si 

Il  la  quittera  conditionnciicmcnt  (c'est-à-dire  pour  les  directions  initiales 
supérieures  à  un  certain  angle)  si 

Deuxième  cas.  —  Le  mobile  est  au-dessous  du  plan  xy^  mais  au-dessus  du 
plan  z  =  ^/v^. 
Il  quittera  conditionnellement  la  sphère  si 

g{^t-^2zj>vl>2gz^,. 

Troisième  cas.  —  Le  mobile  est  au-dessous  du  plan  -  =  5  /v/â. 
Il  quittera  forcément  la  sphère  si 

Il  la  quittera  conditionnellement  si 

7  (7-.,-^3v/9-;-«^)>i''„>->fi'-s., 


ou    SI 


g{it-i-lZ,)>  çl>  f  (7C,H-  -H  93*  -  «/'). 


^ 


KEVUE  DES  PUBLICATIONS.  75 

Intomari.  —  Sur  une  propriété  caraclérisliquc  des  lignes  géo- 
désiques  d'un  cône.  (1 18-124). 

Dans  toute  géodésique  d'un  cône,  le  rapport  du  rayon  de  courbure  au  rayon 
de  torsion  est  une  fonction  linéaire  et  eniiére  de  l'arc  de  la  ligne  géodésique, 
et  réciproquement  toute  courbe  qui  jouit  de  cette  propriété  est  une  géodésique 
d'un  cône. 

Cette  proposition,  que  l'auteur  établit  en  considérant  les  lignes  géodésiques 
d'un  cône  comme  les  arêtes  de  rebroussement  des  développables  circonscrites  à 
une  sphère,  peut  élre  rattachée  à  un  ordre  d'idées  plus  général  se  rapportant 
aux  lignes  géodésiques  d'une  surface  développable  : 

Si  l'on  appelle  p  le  rayon  de  courbure  de  l'arétc  de  rebroussement  de  la  dé- 
veloppable, S  l'arc  de  la  géodésique,  R,  et  R,  ses  deux  rayons  de  courbure,  u 
son  angle  avec  la  génératrice  qui  passe  par  un  de  ses  points,  on  a 


°  R,     J  sin' 


(1)  diù 
(1) 


Si  l'arètc  de  rebroussement  est  une  courbe   dont   la  première  courbure  est 
constante,  il  vient 

S-S„_Ci^+a ^ , 

et  dans  le  cas  du  cône,  on  trouve  la  formule 

Teixcira  (G.).  —  Note  sur  l'intégration  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  second  ordre.  (laS-iSi). 

En  profitant  des  recherches  d'Ampère  sur  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, M.  Imschenctsky  a  fait  voir  que  l'équation  ^ 

où  H,  K,  L,  M,  N  désignent  des  fonctions  de  ar,  y,  -s,  /?,  g,  peut  être  trans- 
formée en  une  équation  linéaire  quand  on  connaît  une  intégrale  primitive  par- 
ticulière avec  trois  constantes  arbitraires. 

M.  Gomez  Teixcira  montre  comment  on  arrive  aux  mômes  résultats  par  des 
considérations  directes. 

Picard.  —  Sur  certaines  expressions  quadruplemenl périodiques. 

(i3i-i42). 

On  sait  que,  fie')  étant  une  fonction  rationnelle  de  e*,  la  série 


m  =  4-oo 


2]    /(e*^"*"), 


/n  =  —  oD 


si  elle  est  convergente,  représente  une  fonction  doublement  périodique  aux  pé- 
riodes 2it/  et  Cl). 


■i  elle  eat  cooTWfnU,  oa  iiara  ■•«  foMtkia  qMdnpIemmt  périodiq«e  de* 
ei^. 

Ce*  fjriei,  doat  om  M'aTilt  intqa'i  préseat  donné  ■■ctia  exemple  elèctî^  h 
■ont  ^'an  cei  pertknKer  dei  /ometlmu  liyperabMtiuu*  de  M.  Piennl. 

H.  Picird  eu  oondait,  ptr  le  déreloppentest  de  le  tktarie  de  oee  fonction*,  I 
envieigcr  la  lérle  donble 


2   1 


{i«i-A*+0*  lva'-b'-+ty' 


a,  b,  a',  à'  éUnl  de»  qoeutitél  pcMïtive*  qaelcoeqaes. 

Q  montre  qu'elle  ett  coaTergeate  poor  tonte  *«lear  de  u,  t>  à  l'exc^itioa  det 
Tilcun  rMlei  et  a^itîTee. 

Cette  sirie  pemet  d'en  former  une  infiait^  d'antres  joaiasant  de*  mtnci 
]>rapriété«.  Il  ïnfBtde  prendre  deux  fonction ■  ralionQelle*  R(ii)  et  R,{p)  doit 
toae  le*  pAte*  «oient  situés  sur  U  partie  négitiTo  de  l'aae  de*  qnaatilé*  rédia 
et  qai  reitent  Snies  respectivement  ponr  u  =  o,  u  =  n  et  pour  v  =  o,  «  =  ee,  et 
de  constraire  le  dtfeloppemeat 

''•■''°Xj.'"'''''""'"''°''''''''— •'"'•'■'■^"■-^•'■- 

Si,  main  tenant  l'on  fait 


Celle  txpratioii  admei  qua 


(,  +  ».—">■). 
e  Couplée  de  périodes  donl  le  Tableau  e 


yi-, 


'\f' 


Mais  eJle  ne  représente  pas  une  funclion  quadruplciunl  périodique  se  com- 
portant pour  toute  valeur  finie  de  x  et  ^  comme  une  fonction  rationaclle.  lillc 
n'est  pas  définie  pour  les  valeurs  de  x  e\.  y  dans  lesquelles  le  coeCncient  de  U 
partie  imaginaire  esl  égal  k  un  multiple  impair  de  k.  Ces  surfaces  de  singn- 
Urités  essentielles    cmpËchent    le    pruloDgement    analytique    de    l'expression 

Il  s'agit  maintenant  de  développer  la  fonction  '^{x,  y)  en  série  trigonomé- 
triqae.  M.  Picard  traite  d'abord  le  cas  d'une  fonction  d'une  seule  variable  aux 
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périodes  to  (réelle)  ei  iti    ■ 


m  —  -k-  * 


I 


•'(')=      2:      7Î 


gX-^mt 


(l-hC**"»*»)' 

m  =  —  «8 
On  peut  la  mellre  sous  la  forme 

l'(jF)r^2^A^COS.-^l- 

Par  une  analyse  très  élégante,  où  il  est  amené  à  calculer  l'intégrale  définie 

/ r-  cos  a  X  dx. 

a 

qu'il  trouve  égale  à  — î ^.»  l'auteur  obtient  l'expression  suivante  des  coeffi- 

^  isinitai  "^ 

cients  A„  : 


P       ta{e^'*  —  e-'^*) 


Les  fonctions  quadruplement  périodiques  ^{x^  y)  peuvent  aussi  (après  une 
substitution  linéaire  effectuée  sur  les  variables)  être  converties  en  séries  tri- 
gonométriques 


(I)' 


7    7  A„  ^  cos  -5- cos    ^  ,      -H  "«  -  sjn  -^ sin 

Les  coefficients  A      B      sont  fournis  par  les  formules  remarquables 

_  8  /  A B  A' B'        \ 

V'~"  a*w'(ap'— a'fJ)\      eA  — ^A  e^—e»  "^  cA— «-A'  cB'_  g-By' 

_  8  /  A B  A' B'        \ 

FI-  wo)'(a3'— a'fi)^,      cA—^-A  eB  — c»  "^  «A'-e-A'  gH  _e-B7* 

où  Ton  a  posé 

!»^'       //?^'       7a'\  -ax»     /      ^.7a\ 

Les  séries  obtenues  présentent  une  grande  analogie  avec  les  séries  trigono- 
métriques  d'une  seule  variable  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 


«  =  • 


Jonquière,  —  Note  sur  la  série  2.  ~7* 

»  =  i 

Dans  un  Mémoire  présenté  en  1888  à  l'Académie  des  Sciences  de  Stockholm, 

l'auteur  a  étudié  les  séries  de  la  forme    X,   ~r  ^"  supposant  que  s  est  un  en- 

tier  positif. 
Bull,  des  Sciences  mathëm,,  a»  série,  t.  W.  (Mai  1891.)  R  7 


7<  sel:u^Dii  paiitie. 

ÏÏM  affrUni  ;<  (.  *)  b  losrtiKB  i%mi  ral»e»4e  aiM  teu«  aéric  «Um  |p  mcle 
dccaaU*  X  =  k  «1  4e  nj«a  suU  ri  ea  4«Mc»aai  fax  /<<,  «)  la  (bmImb 
fc  BtnMUlli  dtàtit  par  tV^MiMia 

il  c  déMonué  ■■  ret*Ua« 

fsi  pMwa  de  prnkwKrr  an*ti li<|urBirBi  U  finiiHMi  ;  daai  Imii  le  plaa  dn  ^ 

n  M  fTDpMe  Blamirunl    >Ir   cliiftiitr  (1  d'rIBilivr  la  r>Hi«lia«  ;(*,  i}  d'sM 

mamUn  (éa^nlF,  c>*l*l-<lirT  |wur  Jr*  talrun  i|artf«n^ai^  des    lariabln  t 

«Udaiie  4c  rideaUU  MauM 


(^Sf> 


dtflait  la  foactioa  C  po"  toatca  Ici  Talean  de  x;  mai*  rialégrale  «'■  de  mm 
qac  ai  la  partie  tMIe  de  >  eit  positiTc.  Oa  léTcra  cette  reauieUaB  es  dèlab- 
iBBt  c  par  la  foroinle 

fiodice  /  déaigaaat  un  lacet  partant  d  a  point +  <c  et  coatonmant  le  point  aén 
daai  le  «eai  direct. 

Ob  p«Bt  de  cette  eipreuion  dédaire  une  éqnation  «emblaUe  à  l'éqoaUoa  (i) 
et  plui  fiatn\t,  d'aillenn  signalée  déjA  par  M.  Lerch, 


•■'(■•y-^S-I 


-("ffcT 


Ma'n  la  lérie  qui  Ggure  au  second  membre  n'est  convergente  que  si  la  partie 
riïetle  de  i  est  négative.  Il  Tnut  encore  lever  cette  rcsiriclion.  L'auteur  j  par- 
vient en  généralisant  la  fonction  ■/_  He  Bernoulli  au  moyen  de  la  formule 


'à-,.C-^ 


où  L  déiigoe  ua  lacet  qui  part  du  point  • 
direct.  La  relation  qui  précède  peut  alors 
tait  générale 


c,„,....t(„i)_,„,,(„J=î£),^. 

M.    Jonqulére  fait  une  étude  spéciale  des  fondions  /{t.x).  Parmi  les  pro- 
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priélés  qu'il  signale,  menlionnons  celle-ci  :  la  dérivée  d'une  telle  funcliou  |)ar 
rapport  à  x  est  aussi  une  fi)nclion  de  Rernoulli  généralisée. 

Kœnigs.  —  Sur  les  lois  de  force  centrale,  fonction  de  la  distance, 
pour  laquelle  toutes   les  trajectoires   sont    algébriques.  (i53- 

Les  seules  luis  de  forces  centrales  fonctions  de  la  distance  pour  lesquelles  les 
trajectoires  sont  toutes  algébriques  sont  l'attraction  et  la  répulsion  en  raison 
inverse  du  carré  de  la  distance,  et  l'attraction  et  la  répulsion  proportionnelles 
à  la  distance. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  curieuse,  en  ce  sens  que  les  deux  cas 
de  l'attraction  et  de  la  répulsion  doivent  y  être  traités  d'une  manière  tout  à 
fait  différente. 

Pcrott.  —  Sur  une  proposition  empirique  énoncée  au  Bulletin. 
(i53- 155). 

L'auteur  fournit  un  exemple  numérique  qui  met  en  défaut  une  loi  arithmé- 
tique énoncée,  dubitativement  d'ailleurs,  par  M.  Catalan. 

Pellet.  —  Sur  les  formes  réduites  suivant  un   module  premier. 
(156.167). 

La  théorie  des  fonctions  entières  réduites  suivant  un  module  premier  p 
offrant  la  plus  grande  analogie  avec  celle  des  équations  abéliennes,  l'auteur 
met  à  profit  les  ressources  que  lui  offre  cette  dernière  pour  la  théorie  algébrique 
des  équations. 

Voici,  dans  cet  ordre  d'idées,  un  théorème  fécond  en  conséquences  : 

8(:r)  étant  une  fonction  rationnelle  à  coefficients  entiers,  soit  {x  le  nombre 
de  valeurs  distinctes  qu'elle  prend  lorsqu'on  remplace  x  successivement  par 
les  m  racines  d'une  congruence  irréductible  (mod  p)  et  de  degré  m;  jx  est  un 
diviseur  de  m  et  ces  {x  valeurs  sont  racines  d'une  congruence  irréductible. 

Comme  première  application  de  ce  théorème,  M.  Pellet  indique  la  suivante  : 
Étant  donnée  la  congruence 

F(jr)  —  o  (mod  />), 
e  désignant  l'exposant  du  produit  de  ses  racines,  1°  si  \  est  un  facteur  premier 
de  e,  ne  divisant  pas  ^^ »  F(j:'')  est  irréductible  (mod/?);  a"  si  X  divise 


)  ¥{x^)  se  décompose  en  X   facteurs   irréductibles    de   même  degré  et 


e 

d'exposant  égal;  S»  si  X  divise  p  —  i  sans  diviser  e,  F(jr^)  se  décompose  encore 
en  X  facteurs  irréductibles  de  même  degré,  mais  d'exposants  inégaux. 

Comme  seconde  application,  ¥{x)  étant  une  fonction  irréductible  (mod  />), 
de  degré  v,  dans  laquelle  le  coefficient  du  terme  de  degré  v  —  i  n'est  pas  congru 
à  o  (mod/7),  la  fonction  F(xp— a:)  est  irréductible. 

L'autre  consacre  la  dernière  partie  de  son  travail  à  l'étude  des  périodes  des 
racines  de  l'unité. 


ijaùant.  —  Mate  sur  les  vmnalioDS  du  rapport  miiaiii 
qattre  points  dont  trots  sont  fixes.  (169-170). 

Ocagn»  ((/'}.  —  Snr  les  isomélriqaes  d'une  droite  p«r  nppWt  à 
nn  système  de  droites.  (171-1^5). 

H.  d'Ocaïae  tppella  ItoaMrique  d'un*  courbe  k  par  rapport  à  un  tyilimt 
d*  eourbM  (c)  tonte  coorbe  telle  que  ion  arc  comprii  entre  deas  qaeloonqMi 
-  dei  courba  dn  ij*t<me  (c)  loit  égtt  t  l'trc  de  It  courbe  ilr  comprii  entre  le* 
mtmei  courbe*. 

En  particulier,  une  courbe  e*t  i*oinitriqae  d'une  drailc  D  par  rappot 
BU  droite*  i*inet  d'nn  point  O  toraque  l'arc  de  cette  rouriw  compria  entie 
deaa  quelconque*  de*  droite*  ii*ue*  de  O  eit  égal  au  legmcol  de  la  droite  D 
compri*  entre  ce*  droite*. 

Si  l'on  prend  pour  origine  le  point  O,  pour  aie  de*  a  la  perpendicalaiTc 
•baiuée  de  0  lur  la  droite  D,  l'axe  Oy  itant  parallèle,  t  O,  le  problime  de  U 
recherche  de*  i*oinétr(qnes  de  D  eit  r<Mlu  par  le*  formule* 

C  +  au  ,         , 

mû) 

{C  +  tttt)[ap'<a)-a(C  +  au)p(u)] 
'  aapCu) 

a  délignant  la  diitance  du  point  O  1  la  droite  D. 

Jeffery.  —  Sur  l'ideniité  des  nœuds  d'une  courbe  du  quatrième 
ordre  el  de  ses  contravariants  quartiqiie  et  sextique.  (1 76-182). 

L'équation  tangealietle  d'une  i^uartique,  en  fonction  de  ses  contra  variants  S 
et  T,  étïDt 

S'— )7T'=o, 

on  est  conduit  ï  inférer  de  li  que  les  courbes  auxiliaires  auront  des  n<eud*  si 
U  quartique  proposée  en  a  elle-même. 

De  plu*  les  courbes  S  —  o  et  T  =  o  sont  respectivement  les  enveloppes  d'une 
droite  qui  coupe  la  quartique  primitive  en  quatre  points  Curmant  une  propor- 
tion équiharmooique  et  harmonique.  Dans  le  voisinage  d'un  nceud,  les  points 
d'intersection  se  rapprochent  de  plus  en  plus,  jusqu'i  ce  que  trois  d'eotrc  eax 
coïncident  ou  deviennent  infiaiment  voisins,  sur  une  tangente  au  nœud. 

L'auteur  a  vérifié  par  le  calcul  l'existence  el  l'identitë  de  ces  nccuds  dans  les 
cas  séparés  des  quarliques  uninodales,  binudales  el  Irinodales.  Mais  il  y  a  lieu 
de  distinguer  :  bien  que  les  tangentes  aux  nœuds  des  trois  courber  (quarliqae. 
S  et  T)  soient  identiques,  la  courbure  des  branclies  peut  être  dilTvrenie. 
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Ordinairement  pour  la  quarlique  et  pour  S  il  n'y  a  pas  d'inflexion;  mais  il  y 
a  deux  inflexions  en  chaque  nœud  de  T.  En  particulier,  les  contravariants  S 
et  T  des  quartiques  bicirculaircs  sont  doués  de  foyers  respectivement  doubles 
et  triples. 

Papetier.  —  Application  du  Calcul  des  quaternions  à  l'étude  des 
surfaces  du  second  ordre.  (182-204). 

Dans  Tctude  des  quadriques  par  les  quaternions,  Hamilton  et  les  auteurs  qui 
l'ont  suivi,  MM.  Tait  et  Laisant,  se  sont  bornés  à  considérer  les  surfaces  à 
centre  unique. 

M.  Papetier  montre  que  le  Calcul  des  quaternions  se  prête  aisément  à  l'étude 
des  quadriques  en  général  et  qu'il  permet,  comme  la  Géométrie  analytique  à 
trois  dimensions,  de  classer  les  surfaces  du  second  ordre. 

Catalan,  —  Extrait  d'une  Lettre.  (2o5-2o6). 

L'auteur  fait  connaître  à  la  Société  une  démonstration  élémentaire  d'un  théo- 
rème qu'il  avait  établi  par  des  considérations  d'Arithmétique  supérieure  : 

Tout  multiple  de  8  est  la  somme  de  huit  carrés  impairs.  Cette  démonstration 
lui  a  été  communiquée  par  M.  Berdellé,  dont  il  simplifie  le  raisonnement. 


NOUVELLES  ANNALES   db  Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Cii.  Brissb 
et  E.  Bouché  (*).  —  3*  série. 

Tome  IX;  1890. 

Laisant  (C.-A,).  —  Remarques  au  sujet  du  théorème  de  Garnot. 
(5-2o). 

Ce  théorème  est  relatif  aux  intersections  des  côtés  d'un  polygone  avec  une 
courbe  algébrique  plane.  Simplification  des  démonstrations  habituelles.  Exten- 
sion nouvelle  à  l'espace  et  établissement  d'un  certain  nombre  de  propositions 
corrélatives. 

Questions  proposées  :  1591,  1592.  (20). 

Bertrand  (/.).  —  Principes  généraux  sur  le  choix  des  unités. 

(21-35). 

Extrait  du  Chap.  Xlll  des  Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de  l'Élec- 
tricité. L'article  est  accompagné  d'une  Note  de  la  Rédaction  que  nous  croyons 
devoir  reproduire  : 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XIV,,  p.  lija. 


s?.  SECONDE  PAHTIE. 

«  Nous  croyons  élre  agréable  cl  ulile  à  nos  lecteurs  en  leur  offrant  cet  ex- 
trait d'un  Livre  dont  la  lecture  est  si  attrayante,  que  son  auteur  semble  TaToir 
écrit  d'un  trait  de  plume  et  comme  en  se  jouant,  malgré  les  difHcultés  réelles 
que  le  sujet  comporte  et  qui  se  trouvent  élucidées  avec  cet  art  incomparable 
dont  M.  Bertrand  possède  le  secret.  Les  cinq  premiers  Chapitres  ont  trait  à  l'at- 
traction des  sphères,  au  potentiel,  au  théorème  de  Green,  aux  lignes  de  force  ; 
ils  forment  une  sorte  d'introduction  aux  huit  Chapitres  suivants,  qui  sont  con- 
sacrés à  l'Électricité  statique,  aux  aimants,  aux  courants,  aux  actions  électro- 
magnétiques et  électrodynamiques,  à  la  théorie  de  l'induction  et  aux  machines 
électromagnétiques.  Enfin,  l'Ouvrage  se  termine  par  la  théorie  des  unités, 
dont  la  partie  générale  fait  l'objet  du  présent  extrait  ». 

Papetier.  —  Autre  solution  de  ia  question  proposée  au  Concours 
général  en  1889.  (35-4o). 

Sur  le  système  des  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  formé  par  les  tan- 
gentes communes  à  un  cercle  et  à  une  parabole.  L'auteur  emploie  les  coor- 
données tangentielles. 

Leinekugel  (G.).  —  Remarques  géométriques  sur  la  même  ques- 
tion. (4 1-46). 

L'auteur  arrive  à  énoncer  un  assez  grand  nombre  de  propositions,  obtenues 
par  des  considérations  purement  géométriques. 

Motel  {IL-P,  du)^  —  Note  de  Géométrie  descriplive.  (46-49). 

Solution,  par  la  régie  et  le  compas,  de  la  question  suivante:  Mener  un  plan 
tangent  à  l'hyperbuloïde  réglé  par  une  droite  donnée. 

Question  proposée  :  1593.  (49)- 

Mcray  {Ch,)  et  lliquier  (C/i.).  —  Sur  quel(|urs  perfcclionne- 
menls  dont  serait  susceptible  l'exposition  de  la  théorie  des  quan- 
tités négatives.  (5o-59). 

Extrait  de  Leçons  nouvel /es  sur  l'Ana/yse  i  nji  ni  lés  i  maie  et  ses  applications 
géométrif/ues  (en  préparation).  Les  auteurs  oui  pour  but  d'éviter  toute  obscu- 
rité el  d'arriver  à  ne  pas  s'écarter  du  domaine  de  rAlg«"'bro  pure.  Ils  prétendent 
y  parvenir  en  partant  de  la  dclinition  suivante  :  «  Nous  appellerons  provisoi- 
rement qualifiées  des  quanlilcs  absolues,  convcnlionncllemml  pourvues  de 
certaines  qualités  factices  les  rendant  apics  à  subir  les  opérations  également 
factices  qui  vont  e^tre  successivement  dénnics.  » 

Marie  (M,),  —  Réalisation  et  usa^c  des  formes  imaginaires  en 
Géométrie.  (60-90,  161-181,  1^~d-Mj'àj  i-^V^  |4,  ooS-o^S). 

Cette  série  d'articles  à  laquelle  une  suite  est  annoncée  reproduisent  des  con- 
férences données  par  l'auteur  au  Collèse  Stanislas,  à  Sainte-Barbe,  à  l'École 
Sainte-Geneviève  et  à  rKcuIe  Monge.  On  y  retrouve  les  rloririue^  -ur  les  iinasi- 
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naircs,  auxquelles  M.  Marie  a  consacré  une  bonne  partie  de  son  existence 
scientifîque.  Ne  pouvant  ici  analyser  minutieusement  un  tel  travail,  ni  instituer 
une  discussion  sur  les  points  fondamentaux  de  cette  théorie,  qui  séparent  pro- 
fondément l'auteur  de  Caucliy,  nous  chercherons  seulement  à  indiquer  d'une 
façon  sommaire  les  sujets  traités. 

Keprésentation  d'un  point  d'un  plan  par  une  relation  imaginaires;,^,  d'une 
équation /(a:,  j')  =  o.  —  Conjuguées  d'un  lieu  réel.  —  Cordes  réelles  d'une 
conjuguée.  —  Conjuguées  des  coniques.  —  Éléments  d'un  lieu;  enveloppe  ima- 
ginaire des  conjuguées.  —  Ligne  droite.  —  Tangentes  aux  courbes  imaginaires. 
—  Propriétés  de  l'enveloppe  imaginaire.  —  Asymptotes  aux  courbes  imagi- 
naires. —  Contacts  et  courbure  des  courbes  imaginaires.  —  Courbes  oscula- 
triccs.  —  Développées.  —  Quadratures  du  lieu  réel  et  de  ses  conjuguées.  — 
Valeur  concrète  d'une  intégrale.  —  La  valeur  d'une  intégrale  est  indépendante 
du  chemin  suivi.  —  Périodes  des  intégrales.  —  Extension  du  second  théorème 
d'Apollonius.  —  Génération  des  périodes.  —  yVire  comprise  entre  une  branche 
de  courbe  et  son  asymptote.  —  l*ériodes  cycliques  ou  logarithmiques.  —  Clas- 
sification des  quadratrices  des  courbes  algébriques. 

Ocagne  {M,  d^).  —  Stir  les  séries  réctirrenles.  (93-97). 

Nouvelle  démonstration  de  l'expression  du  terme  général  d'une  série  récur- 
rente, établie  par  l'auteur  précédemment  dans  le  même  Recueil  (p.  C5,  1884 )  : 
Théorie  élémentaire  des  séries  récurrentes. 

Marchand  {E,),  —  Le  théorème  de  Dupin  et  la  cyclidede  Diipin. 
(98-115,   182-197). 

Le  théorème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 

«  Quand  une  sphère  variable  touche  constamment  de  la  même  manière  trois 
sphères  fixes,  chacun  des  trois  points  de  contact  décrit  un  petit  cercle  de  la 
sphère  fixe  correspondante.  » 

Cette  proposition  se  rattache  étroitement 'à  la  recherche  de  la  sphère  tan- 
gente à  quatre  sphères  données,  ou  du  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés, 
et  à  la  génératrice  de  la  cyclide  de  Dupin  (transformée  du  tore  par  inversion  ). 
L'auteur  fait  usage  de  la  méthode  des  cycles. 

A/nigues  (E.),  —  Théorème  de  d'Alemberl.  (i  i(i-i  18). 

Démonstration  nouvelle  de  cette  proposition  que  toute  équation  a  une  racine 
reposant  sur  ce  que  le  minimum  du  module  du  premier  membre  est  nul. 

En  présence  du  grand  nombre  de  démonstrations  simples  et  rigoureuses 
qu'on  possède  actuellement,  il  serait  bien  à  désirer  que  celte  proposition  fon- 
damentale reprit  dans  l'enseignement  et  dans  les  programmes  la  place  à  laquelle 
elle  a  droit. 

Saint-Germain  (de).  —  Noie  stir  le  problème  de  Mécanique 
proposé  à  TAgrégalion  on  1889;  extrait  d'une  Lettre  à  M.  Rou- 
ché.  (1 18- 123). 


•   ♦ 
I 


M  SBCONDB  PARtiB. 

Momroiieiil  relatif  d'un  jNiial  aMajetti  à  fcHer  sur  la  «turfiMé  #  »  e*^  ctaot- 
licité  par  aae  foiea  coonae;  Ica  aiaa  ooordoaBéa  tourMurt  «aifimnéaMai 
aatovr  de  la  droite  m^x^^  topposée  fixe. 

Borel  {E.).  —  Noie  sar  un  théorème  de  H.  Humbeii  et  sur  un 
Uiëorème  de  M .  Foaret.  (  i  aS- 1 29). 

Sur  la  somne  des  aé^lea  qve  forment  avec  une  droite  fixe  lea  taiigestes 
eoaUDaaea  à  deux  courbes  algà>riqiies.  —  Sar  les  prodvits  des  eoeffictests  a»>^ 
Italaîres  des  droites  joignant  un  point  îofi  avx  points  d'intersectios  de  denx^ 
eonrbes  algébriques  Tariables,  renoontrant  les  axes  coordonnés  en  des  points 
txes. 

Gambey.  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  spéciales 
proposée  au  Concours  d'Agrégation  de» Sciences  mathématiques 
de  1889.  (129-138). 

Questions  diverses  relatives  à  un  c6ne  du  second  degré  et  à  deux  qnadriqnes 
inscrites  dans  ce  cône. 

Husquin  de  Hhéville,  —  Sur  l'aberration  de  courbure.  (t38- 
i4o). 

L'axe  d'aborraUon  est  la  droite  qni  joint  un  point  d'une  conrbe  plane  an 
milieu  d'une  corde  infiniment  voisine,  parallèle  à  la  tangente.  6  étant  l'angle 

I   #fR         t    R' 

de  cet  axe  avec  la  normale,  on  a  tang8  ^  ~  7"  =  f  ir* 

Uusquin  de  Bhéville.  —  Sur  la  courbure  d'une  podaire.  (i4o- 

i43). 

Démonstration  simplifiée  d'une  formule  du  Traité  d'Analyse  de  M.  L.aurenl. 
—  Coastruction  géométrique.  —  Application  aux  courbes  p"*  =  a"*  cos m u>. 

Cesaro  {E,).  —  Remarques  sur  l^osculation.  (i43-i57). 

L'auleur  traite  la  question  par  l'emploi  des  équations  intrinsèques.  Applica- 
tion à  d'assez  nombreux  exemples.  Élude  spéciale  de  la  parabole  osculatrîce. 
Cette  étude  doit  être  rapprochée  de  celles  de  M.  Hibaucour  sur  le  même  sujet. 

Brocard  {H,).  —  SolutioD  de  la  question  1566.  (147-159). 

Propriété  d'une  conique. 

Kallenberg  van  den  Bosch  {C,-R,-J,).  —  Solution  de  la  ques- 
tion 1591.  (159-160). 

Sur  les  trois  normales  à  une  parabole  menées  par  un  point  de  son  plan. 
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Niewenglowski  (B.),  —  Note  sur  le  théorème  de  Sturm.  (i8i- 
182). 

Étude  du  nombre  des  racines  imaginaires. 

Kallefiberg  van  den  Bosch  {C.-B.-J,),  —  Solution  de  la  ques- 
tion 1592.  (198-199). 

Sur  les  quatre  normales  à  une  ellipse  menées  par  un  point  de  son  plan. 

Barisien.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  pour 
les  bourses  de  Licence  (Toulouse,  1888).  (200-2o3). 

Sur  les  paraboles  osculatrices  à  une  ellipse  en  un  de  ses  points. 

Issaly  (l'abbé).  —  Théorie  des  systèmes  triples  de  pseudo- 
surfaces. (204-222). 

L'auteur  appelle  pseudo-surface  le  lieu  géométrique  que  forment  deux  sys- 
tèmes de  courbes  variables  lorsqu'elles  s'entrecoupent,  non  pas  rigoureusement, 
mais  aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près,  tout  au  plus.  Voici  les  divi- 
sions principales  du  Mémoire  : 

Préliminaires.  —  Relations  différentielles.  —  Équations  fondamentales  de  la 
théorie  des  systèmes  triples  de  pseudo-surfaces.  —  Application  aux  systèmes 
triples  de  surfaces;  généralisation  du  théorème  de  Dupin  relatif  aux  surfaces 
orthogonales.  —  Extension  des  équations  de  Codazzi  et  du  théorème  de  Gauss. 

Fouret  (G.).  —  Remarque  sur  le  cas  douteux  relatif  à  certains 
caractères  de  convergence  des  séries.  (222-226). 

L'objet  principal  de  cet  article  est  de  montrer  que,  si  l'application  du  critère 
basé  sur  l'expression  ^u„  ne  donne  aucune  conclusion  sur  la  convergence  de 

la  série,  il  en  est  de  même  du  critère  fondé  sur  ta  considération  de  -^^  ;  et 

u 

réciproquement. 

Mannheim  {A.),  —  Théorème  de  Géométrie  cinématique  (Ex- 
trait d'une  Letlre).  (227-228). 

Sur  les  droites,  passant  par  un  méipe  point,  liées  à  une  figure  mobile  de 
grandeur  invariable.  Pour  une  position  de  ces  droites,  les  points  centraux  des 
surfaces  engendrées  appartiennent  à  un  cylindre  de  révolution. 

Bibliographie.  —  G.  de  Longchamps  :  Essai  sur  la  Géométrie 
de  la  règle  el  de  l'équerrc.  Compte  rendu  par  M.  Rouché.  (228- 
a.l'i). 

BaK'ier.  —   Propriétés  focales  des  coniques  el  des  quadriques. 

(':i33-239). 
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Emploi  des  coordomié«p  tanseotielles  ;  démoii^tratioii  simple  d'asseï 
breuses  propriétés. 

Question  proposée  :  1993.  (^Sg). 

Maleyx{L.).  ^  Élude  géométrique  des  propriétés  des  coniques 
d!aprèsleur  définition.  (a4o-258,  3i8-337,  4214-435,  éfii^^, 
596-613). 

Le  titre  donaaat  une  idée  asses  claire  do  sujet  trtité,  nous  oons  boraom  à 
reproduire  rindication  des  divisions  principales  du  Mémoire  : 

Définitions;  classification  des  sections  coniques  en  trois  genres.  *-  Centre  et 
diamètres  dans  Tellipse  ;  premières  propriétés  de  direetioli.  —  Premières  pro- 
priétés métriques  des  diamètres  de  Tellipse;  théorèmes  d'Apollonins.  —  Centre 
et  diamètres  dans  la  parabole.  —  Centre  et  diamètres  dans  l'hyperbole;  pre- 
mières'propriétés  de  direction.  —  Sécantes  à  Thyperbale;  construction  par 
points;  intersection  avec  une  droite.  —  Premières  propriétés  métriques  des 
diamètres  de  l'hyperbole.  ^  Théorèmes  d'Apollonius  dans  Thyperbole.  —  PMe 
et  polaire  dans  les  coniques.  —  luTolutioo  ;  définition  ;  deux  théorèmes.  —  In-  * 
▼olution  des  diamètres  conjugués  des  coniques  à  centre.  —  Théorème  de  Pappas. 
—  Construction  des  points  communs  à  une  droite  et  à  une  conique  donnée 
par  cinq  points.  —  Théorème  de  Desargues  ;  généralisation.  —  Théorème  corré- 
latif. —  Construction  d'une  conique  dont  on  donne  cinq  points.  —  Construc- 
tion de  coniques  définies  par  cinq  données. 

Fouret  ((?.).  —  Démonstration  et  applications  d\in.  théorème  de 
Liouville  sur  l'élimination.  (258-a88). 

Il  s'agit  d'une  proposition  sur  les  termes  dont  dépend  le  coefficient  d'un  terme 
de  degré  déterminé  dans  réquation  résultante.  M.  Fouret  en  donne  une  dé- 
monstration remarquable  par  sa  simplicité.  F^es  nombreuses  applications  géo- 
métriques qu'il  en  déduit  sont  relatives  au  théorème  de  Chasics  sur  les  points 
de  contact  des  tangentes  à  une  courbe  algébrique,  parallèles  à  une  direction 
donnée,  aux  normales  à  une  courbe  menées  par  un  point  donné,  aux  points 
communs  à  deux  courbes  algébriques,  et  à  plusieurs  extensions  de  ces  pro- 
priétés aux  surfaces  algébriques.  Le  cas  des  courbes  isotropiques  donne  lieu  à 
d'intéressantes  remarques.  On  peut  rapprocher  ce  Mémoire  d'une  autre  étude 
de  l'auteur  Sur  quelques  propriétés  involutives  des  courbes  algébriques^  pu- 
bliée dans  les  Comptes  rendus  du  cercle  mathématique  de  Palernie,  t.  111, 

p.  t^2. 

Ocagne  {M.  rf').  —  Deux  théorèmes  généraux  sur  les  trajectoires 
de  points  et  les  enveloppes  de  droites  dans  le  plan.  (289-293). 

L'auteur  appelle  distance  sous  l'angle  6  d'un  point  M  à  une  courbe  (C)  la 
longueur  MP,  quand  la  droite  MP  coupe  la  courbe  en  P  sous  l'angle  6.  Cette 
notion  lui  permet  de  démontrer  simplement  diverses  prupositions  de  Poinsol  cl 
He  MM.  Pomcv  cl  Laurent. 
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Cesaro  (E.),  —  Sur  rétude  intrinsèque  des  surfaces  réglées. 
(294-297). 

Cet  article  de  M.  Cesaro  se  rattache  à  ses  Remarques  sur  les  sur/aces 
gauches^  parues  dans  le  même  Recueil  (1889,  p.  44^)vll  retrouve  des  propriétés 
énoncées  par  M.  Bioche  dans  une  Communication  à  l'Académie  des  Sciences 
{Comptes  renduSf  10  mars  1890). 

Pirondini  (G.).  —  Sur  les  trajectoires  orthogonales  d'une  ligne 
mobile.  (297-317). 

L'étude  en  question  est  fondée  sur  le  déplacement  du  triédre  Irirectanglc 
formé  par  la  tangente,  la  normale  principale  et  la  binormale  à  une  courbe 
gauche,  lorsque  ce  triédre  entraîne  avec  lui  une  ligne  mobile.  Partant  de  là, 
l'auteur  parvient  à  plusieurs  propositions  intéressantes  et  concernant  surtout 
les  courbures. 

Agrégation  dks  Sciences  mathématiques  (Concours  de  1889). 
Mathématiques  élémentaires.  Mathématiques  spéciales.  Ana- 
lyse et  ses  applications  géométriques.  Mécanique  rationnelle. 
Enoncés  des  compositions.  (338-34o). 

Agrégation  de  l'enseignement  secondaire  spécial  (Concours  de 
1889).  —  Algèbre  et  Trigonométrie.  Géométrie  descriptive. 
Mécanique.  —  Enoncés  des  compositions.  (34o-342). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Normale  supérieure  en  1889. 
—  Mathématiques.    Physique.  —   Énoncés  des  compositions. 

(342.344). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  spéciale  militaire  (1889).  — 
Mathématiques.  Géométrie  descriptive.  —  Énoncés  des  com- 
positions. (344-345). 

Concours  pour  les  bourses  de  licence  (Paris,  1889).  —  Enoncé 
de  la  composition.  (345-346). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Centrale  en  1889  :  première  et 
DEUXIÈME  session.  —  Géométric  analytique.  Calcul  trigonomé- 
trique.  Epure.  Physique.  Chimie.  —  Enoncés  des  compositions. 

(  346-35  !)• 

Concours  général  de  1889.  —  Mathématiques  élémentaires. 
Philosophie.  Enseignement  secondaire  spécial.  —  Énoncés  des 
compositions.  (35 1-352). 


|>oil  — '*-'  «urpaase  touLe 
de  m  leurs 

rSSg,  p.  16).  Remarque*  sui 
sur  un  IhËorème  de  Caucby. 

Brisse  (C/i.).  —  Nouvelle  méthode  de  discussion  de  l'équatioo 
en  S.  (36'j-3'j3). 

L'tnteuT  exaniiae  rapidenent  let  propriéUi  priatipale»  de  l'A<iaatiaï  es  S 
et  «■  (UdoU  BnsBite  dîrmei  coaiéqaence*,  princlpalemeat  iv  point  de  vue  dei 
ddcompoùtioM  eo  tomniet  de  carrât.  La  mitkode,  comne  «n  le  fait  remarqeVt 
l'applique  t  nae  éqaatioa  ea  S  da  degré  qadcoaqae. 

Pellegrin  (£".)•  —  Solution  de  U  question  1581.  (373-374). 

Sar  le*  trois  aornate*  oieiiées  d'an  point  t  ane  parabole. 

Audibert.  —  Solutïoa  de  la  question  159S.  (374-375). 

Sar  tes  qutre  normales  menies  d'un  point  t  une  eliipse. 

Robert  (CA.).  —  Note  sur  une  propriété  do  cylindre  droit  ayant 
pour  directrice  une  spirale  logarithmique.  (3ga-395). 

Snr  la  transformée  par  déroulement  du  cylindre,  de  l'intersectioa  avec  une 
sarTace  de  révotution  dont  l'axe,  parallèle  aux  gfnératrices,  passe  par  le  pAle 

Kallenberg  van  den  Bosch  [C.-B.-J.).  —  Relations  entre  la  dis- 
tance d'un  point  P  du  plan  d'une  conique  au  foyer  et  les  rajrons 
vecteurs  des  pieds  des  normales  abaissées  du  point  P  sur  la 
courbe.  (390-400). 

L'auteur  étudie  successivement  les  cas  de  la  parabole,  de  l'ellipse  et  de  l'bj- 
perbole  et  arrive  i  des  relations  d'une  remarquable  simplicité. 

PtJBLlC*TIO«S  RiCENTES.    —    (4oo-402). 

C  B.  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  l'admission  à 
l'Ecole  centrale  en  1S88;  première  session.  (4oiî-4io). 
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C.  B.  —  Solution  de  la  question  proposée  pour  Tadmission  à 
rÉcole  centrale  en  1888;  seconde  session.  (410-417). 

Lieux  géométriques  relatifs  à  une  ellipse. 

Concours  d^dmission  a  l'Ecole  Polytechnique  en  1890.  — 
Mathëma tiques.  Composition  française.  Physique  et  Chimie. 
Langues  vivantes  autres  que  l'allemand.  Géométrie  descriptive. 

(417-419)- 

Maupin  (C).  —  Solution  de  questions  proposées  pour  la  Licence 
en  juillet  1889,  à  Rennes.  (420-4î*-4)* 

i*>  Equation  diiïérentielle  de  certaines  courbes  tracées  sur  une  surface 
donnée;  2**  équation  générale  des  surfaces  satisfaisant  à  deux  équations  simul- 
tanées aux  dérivées  partielles. 

Ocagne  {M,  cf).  —  Quelques  propriétés  générales  des  courbes 
algébriques  obtenues  au  moyen  des  coordonnées  parallèles.  (445- 

455). 

La  méthode  des  coordonnées  parallèles  a  été  exposée  par  M.  d'Ocagne  dans 
les  Nouvelles  Annales  en  188^.  Dans  le  présent  article,  il  en  fait  application  à 
plusieurs  propriétés  des  courbes  algébriques,  et  retrouve  en  particulier  le  théo- 
rème de  Chasles  d'une  façon  remarquablement  simple. 

Fontaneau  {£.),  —  Sur  l'équilibre  d'élasticité  d'une  enveloppe 
sphériquc.  ( 455-4; i). 

La  question  a  été  traitée  par  MM.  Thomson  et  Tait.  L'auteur  emploie  un  pro- 
cédé différent,  qui  semble,  dit-il,  ouvrir  la  voie  à  des  applications  plus  géné- 
rales. Les  calculs,  fondés  sur  les  notations  de  Lamé,  paraissent  présenter  une 
assez  grande  complication;  mais  cette  complication  est,  au  moins  en  partie,  on 
doit  le  dire,  inhérente  au  sujet  lui-même. 

Ocagne  {M.  ci'),  —  Addition  à  une  Note  sur  une  application  des 
coordonnées  parallèles.  (471-472). 

Voir  même  Recueil,  1889,  p.  568.  Étude  de  formules  de  transformation. 
Biehler  (Ch,).  —  Sur  les  équations  binômes.  (47''*-476). 

L'auteur  fait  usage  des  fondions  V„=  j:*" h — -  et  U^  =  V^-hV^_,4-...-t-V,-Hi. 
Ces  dernières  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  des  fonctions  de  Sturm. 

Balitrand,  —  Application  des  coordonnées  intrinsèques.  Caus- 
tiques par  réflexion.  (47^-479)' 
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La  dcfinilion  des  caustiques  est  généralisée,  les  rayons  incidents  étant  ici 
tangents  à  une  courbe  donnée.  La  méthode  permet  même  de  remplacer  l'éga- 
lité des  angles  d'incidence  et  de  réflexion  6,  6'  par  une  relation  quelconque 

e'-/(e). 

Stieltjes,  —  Note  sur  l'intégrale    /    e~'*^du.  (479-480). 

Simplifîcation  d'une  démonstration  récente  donnée  par  M.  Méray  et  fondée 
sur  l'emploi  de  la  formule  de  Wallis. 

Jamet  (F.).  —  Recherche  de  quelques  courbes  planes^  par  Tin- 
termédiairc  de  leurs  développées.  (496-502). 

L'article  débute  par  un  théorème  concernant  l'expression  de  Parc  de  certaines 
courbes.  M.  Jamet  en  déduit  une  méthode  pour  trouver  une  équation  différen- 
tielle applicable  à  la  développée,  et  en  fait  une  application  au  cas  des  conique». 

Maleyx  {L.).  —  Méthode  élémentaire  pour  étudier  les  variations 
des  fonctions  continues.  iMaxiniums  et  minimums.  (^o^-doS). 

La  méthode  repose  sur  celte  remarque  que,  si  V{x)  -  ~ — -»  on  a 

L'auteur  en  fait  ensuite  application  à  deux  exemples. 

Soulier  (P.).  —  Démonstration  des  théorèmes  de  Pascal  et  de 
Brianchon  sur  les  hexagones  inscrits  el  circonscrits.  (52f)-53o). 

Ces  démonstrations,  d'une  extrême  siinplicilo,  sont  fondées  sur  la  perspec- 
tive. 

Acriér.ATio^  di:s  Sciknces  mathkmatiqiks  (CoKcouns  de  i8()()).  — 
Mathématiques  élémentaires.  Malhéinatiques  spéciales.  Analyse 
et  ses  applications  géométriques.  .Mécarncpio  ralionnolle.  — 
l*2noncés  des  compositions.  (53o-53 ''.). 

Agrégation  des  Sciences  matiiémvtiques.  (Cokcoi  ns  de  1891  ).  — 
Programme  d'où  seront  tirés  les  sujets  de  composition  :  yVnaUse, 
Mécanique.  —  Sujets  de  leçons  :  Mjitliémalicjucs  élémentaires. 
Mathématiques  spéciales.  (532-5/)-). 

CONCOUIIS   n^DAflSSrON   A  l/KcOLR  PoLYTE(  MMQl  E  EN    l8()0.   —    Cn'o- 

mélrie  descriptive  (deuxit^me  sujet).  —  Knoncé  de  l:i  (•onipo>i- 
tion.  (53^). 
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Concours  d'admission  a  l'Ecole  Normale  supérieure  en  1890.  — 
Mathémalîques.  Physique.  —  Énoncés  des  compositions.  (538- 
539). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Centrale  en  1890;  Première  et 
DEUXIÈME  session.  —  Géomélric  analytique.  Calcul  trigonomé- 
trique.  Epure.  Physique.  Chimie.  —  Enoncés  des  compositions. 

(539-544). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  spéciale  militaire  (1890).  — 
Mathématiques.  Géométrie  descriptive.  —  Énoncés  des  compo- 
sitions. (544-545). 

Saint-Germain  {de),  —  Note  sur  le  problème  de  Mécanique 
proposé  au  Concours  d'agrégation  en  1890.  (546-552). 

Extrait  d'une  Lettre  à  M.  Rouché.  Ellipsoïde  d'inertie  et  mouvement  d'un 
tétraèdre  homogène  non  pesant,  dont  l'un  des  angles  solides  est  trirectangle. 

Sanctis  (P.  de).  —  Recherche  d'une  équation  des  surfaces  mou- 
lures. (552-556). 

Méthode  permettant  d'obtenir  l'équation  générale  des  surfaces  moulures. 
Cette  équation  contient  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  deux  fonc- 
tions qui  définissent  la  génératrice. 

Bosi  (L,),  —  Généralisation  et  solution   de  la  question  1593. 

(556-558). 

Propriétés  de  coniques  passant  par  des  points  déterminés. 

Correspondance.  —  Extrait  d'une  Lettre  de  M.  d'Ocagne  concer- 
nant une  solution  inexacte  de  la  question  1566.  (558). 

Pomey  {J.-B.).  —  Démonstration  des  formules  de  Frenet.  (559- 
56o). 

II  s'agit  des  formules  connues  concernant  les  courbes  gauches.  La  démon- 
stration est  fondée  sur  la  théorie  des  projections. 

Auric.  —  Formule  de  Waring.  (  56 1-564  )• 

Expression  d'une  fonction  symétrique  en  fonction  des  sommes  de  puissances 
semblables  des  éléments  constituants.  L'auteur  fait  application  d'une  identité 
générale  qu'il  établit  tout  d'abord. 


Tano(J.).—  Quelqi 

(5ti4-5<J7)- 
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mploÏE  le>  rvciDCs  |iritiiillvcs  des  équalioDS  Lînùm 
in  tliéori^mc  df  Iticliirlut  :  ■■   Le  nombre  3  eït  racii 
ilirc»  prcnikrs  de  \»  furinf  ■>' -4- i  (nomhri-t  ROiiisicns  )  ". 


-  lii   mtlJioclt'   d'apprr 


lalion  (Ifr  NcHion. 


>[  proposa  de  pr^daer  Im  conditloDï  duns  lesquelles  la  méthode 
it  <^tre  cmpinyée  iiUIcmeot  el  k  roup  sdr.  Il  discute  la  r^gle  de 
Pnurier  en  signalaDl  ee  qu'elle  présenic  de  trop  rcatrirtif,  et  établit,  »ptit 
une  discussion  RAmpkle,  une  r^gle  s^adrale.  Il  examine  ensuite  la  convergence 
des  rr^sultats  obtenus,  puis  la  limite  ilc  l'erreur.  Il  montre  enOn  eommeot  on 
peut  étendre  l'usage  de  la  méthode.  L'arllde  et  lermine  par  un  i^ercaln  nambn 
d'eicmptes,  qui  achèvent  de  porter  11  rtarté  sur  rette  luléressanle  discussinn. 

CarvaUo  (£"•}•  '—  ConUct  de  deux  quadriques.  (586-594)- 

âuide  tré*  complète  de  U  'qtiettion.  H.  Carralto  titadie  let  coaditiou  de 
■impie,  double,  triple  et  quadruple  conuct,  puj*  lei  coataeta  en  aombre  sapé- 
rienr  à  qnilre.  Dam  ce  dernier  cas,  il  y  en  a  une  iaflaité,  et  cela  peat  le  in- 
duire de  troll  maaiir«»dilféreDiei. 


Duporcq  {E.).  —  Sur  U  somme  des  puissances  semblables  des  fi 
premiers  nombres.  (594-595). 

Méthode  iDgéaienie,  l'appnjraat  sar  la  formation  d'un  délermiaut  obteaa 
par  le  triangle  de  Pascal. 

Ravier  {S.).  —  Solution  de  )a  question  proposée  au  Concours 
général  de  1890.  (614-619). 


luadriqut 
lalytique 


M.  Ravier,  qui  a  obtenu  le  pris 
puis  une  solution  géométrique  de 
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MONATSHEFTE  fïr  Matiiemathik  und  Piitsik,  édité  par  G.  von  Escherich 

et  Em,  tVeyr. 

Première  année,  1890. 

Stefan  (7.).  —  Sur  la  théorie  de  la  formation  de  la  glace.  (1-6). 

Kônig{J.).  —  Sur  les  fonctions  continues  possédant  dans  chaque 
intervalle  des  maxinia  et  des  minima.  (7-12). 

Si  la  fonction  F{x)  est  continue  entre  les  limites  A  et  B  et  qu'elle  possède 
des  valeurs  égales  dans  tout  intervalle,  aussi  petit  qu'il  soit,  contenu  entre  ces 
limites,   alors   on  pourra  déterminer  un  nombre  ^  aussi  voisin  qu'on  voudra 

d  un  nombre  arbitraire,  tel  que  lim J* =  o,  pourvu  que  les  h 

"'n 

soient  des  grandeurs  tendant  vers  zéro  et  convenablement  choisies.  A  la  fin,  on 
traite,  en  s'appuyant  sur  le  théorème  cité,  la  fonction  donnée  par  Weierstrass 


n  —  90 


f{x)  =  \^  6*  cos ( a" "ï: )  et  l'on  montre  qu'il  y  a  des  nombres  \  aussi  voi- 

/i=0 

sins  que  Ton  veut  d'un  nombre  arbitraire  tels  que  lim  — ~ — -  =  C, 

n 

C  étant  un  nombre  arbitraire  et  les  h  étant  choisis  de  la  manière  déjà  men- 
tionnée. 

Mertens  {F,),  —  Les  symboles  invariants  de  la  collinéation  de 
l'espace.  (i3-32). 

On  déduit  un  système  de  symboles  invariants  de  la  forme  bilinéaire  quater- 
naire /(x,  u)  =  ILa^b^x^uAdj  p  =  i,  a,  3,  4)  et  l'on  exprime  par  ces  symboles 
d'une  manière  entière  tous  les  autres  symboles  invariants  de  la  forme  donnée. 

Meyer  {F,),  —  Sur  les  dérivées  d'ordre  supérieur  d'un  quotient 
de  deux  fonctions.  (33-38). 

Si  l'on  pose 
alors  on  formera  la  m'*"*  dérivée  du  quotient  -,- — -  d'après  la  loi 

ir\f^^^  (/)  "^^   "^""""^  ?./o^-t-^  ?a/0  6„_,-4-.  .  .-4-  9n-JÔ'^  «.+  Ç-Zo", 

où  l'on  doit  mettre  ù  la  place  de  i  et  A',  1,2,  . . .,  /i  et  où  les   a  doivent  par- 
Buii.  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XV.  (Juin  1891.)  H. 8 
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courir  tous  les  nombres  ^  o  satisfaisant  à  la  relation 

f'ix) 
On  trouve  pour  f(x)  =f'{x)  =/,  quela  (/i  —  i)'*"*  dérivée  du  quotient  ^.--.• 

se  forme  d'après  la  loi 


( 


-.).-./.-(^r=«2<->'-^^i^^/^/?'-/î"' 


où  les  ^  doivent  parcourir  toutes  les  valeurs  entières  ^o  satisfaisant  à  la  rela- 
tion Po-h  3,-h...-f-  p„=  ?,-+-  2p,H-...-+-/i3^  =  n.  On  rapproche  cette  formule 
de  la  formule  de  Waring  pour  les  sommes  de  puissances. 

Gegenbauer  (A.).  -  -  Quelques  théorèmes  aritlimélîques.  (Sg- 
46). 

On  déduit  quelques  formules  de  Bugajef,  Tchcbyclief  H'un  théorème  gcoéral 
et  Ton  ajoute  quelques  nouveaux  résultats. 

Wistinger  (  \V.).  —  Remarques  sur  les  équations  irrcduclibles 
d'ordre  entier. 

Dans  un  cercle,  avec  le  rayon  p  <     ,    .— -; — —  »  il  >'  a  tout  au  plus  une  seule 

racine  d'une  équation  d'ordre  n  dans  laquelle  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  est  i  ;  Il  est  le  rayon  d'un  cercle  autour  de  l'origine  renfermant 
toutes  les  racines. 

IJiermann  (O.).  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  fuch- 
siennes  de  la  première  famille  par  des  produits  infinis.  (49-79)- 

On  donne  la  forinc  la  plus  simple  des  fonctions  analytiques  uniformes  qui 
s'annulent  simplement  pour  un  point  a  du  polygone  fondamental  et  pour  lc> 
transformées  de  ce  point  par  les  substilulions  f^. /^C^)]  d'un  proupc  de  la 
première  famille,  et  pour  lesquelles  tous  les  points  de  la  circonférence  du 
cercle  fondamental  sont  des  points  crili(|ues  essentiels.  On  recherche  ensuite 
comment  se  eomporlera  celle  foiirlion  vis-à-vis  des  subslilulirms  du  grouj)e  et 
Ton  forme  l'expression  la  plu>  générale  d'une  foiulion  (avec  des  zéros  et  intinis 
donnés),  arialytitiuc  et  uniforme  à  l'inlérieur  du  cercle  fondamental,  et  l'on  re- 
cherche é^'alement  comment  cette  fonction  se  comporte  vis-A-vis  des  subslilu- 
lions. 

Puis  on  donne  les  conditions  pour  que  la  fonction  soit  fuclisienne:  loutefois, 
ces  conditions  ne  sont  pas  nécessaires  et  suffi-Nantes. 

Kolm  (G.).  —  Sur  la  relation  qu'il  y  a  cuire  les  (liflérenls  sv.s- 
Irmes  de  couicjues  tangentes  à  une  eonrhe  «j:énérale  du  qua- 
trième clej;ré.  (-1-91)  cl  (i:49-ir)S). 

On  démontre  ipi'un   système  de  conitpies   détermine  sur  un<'  ronitpie  d'un 
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autre  syslème  des  points  composés  de  groupes  correspondants  de  deux  involu- 
tions  projectives;  Tune  est  cubique  et  l'autre  de  premier  ordre  (suite  simple 
de  points),  ou  bien  toutes  deux  sont  quadratiques.  Les  deux  systèmes  ont,  dans 
le  premier  cas,  six  tangentes  doubles  en  commun  avec  la  courbe  donnée;  dans 
le  second  cas,  seulement  quatre. 

L'involution  cubique  donne,  dans  le  premier  cas,  une  véritable  conique  comme 
conique  involutive;  dans  le  second  cas,  cette  conique  se  réduit  à  un  couple  de 
points,  les  deux  points  par  lesquels  passent  les  droites  qui  joignent  les  couples 
de  points  des  involutions  quadratiques.  La  conique  involutive  reste  la  même 
dans  les  deux  cas,  si  Ton  remplace  une  des  deux  coniques  par  une  conique  du 
même  système.  Chaque  couple  des  soixante-trois  systèmes  de  coniques  quadru- 
plement  tangents  donne  donc  une  telle  conique  involutive.  Les  tangentes  doubles 
relatives  aux  deux  systèmes  touchent  la  conique  involutive  correspondante.  On 
développe  ensuite  les  propriétés  de  ces  coniques  d'involutions  surtout  celles  de 
leurs  tangentes  et  de  leurs  relations  mutuelles.  Endn,  on  développe  les  pro- 
priétés des  réseaux  {Netze)  dans  lesquels  les  systèmes  de  coniques  quadruple- 
ment  tangentes  sont  compris. 

Dantscher  {v,  V ,),  —  Remarques  sur  le  Calcul  intégral.  (92-94)- 

On  a 


où  f{t')  et  cp(/)  sont  des  fonctions  réelles  finies  et  uniformes  si   le  quotient 
/ 


• ne  eardc  pas  la  même  valeur  dans  l'intervalle  réel  t„-t-t,. 

{t)        "I  .0-    -   I 


Kiipper  (C).  —  Le  mouvement  hélicoïdal,  le  Nullsystem  et  le 
complexe  linéaire.  (95-104). 

Contient  les  développements  élémentaires  de  ces  sujets  comme  il  serait  dési- 
rable de  les  exposer  dans  les  écoles  techniques. 

Lerch  (M,).  —  Communication  sur  le  Calcul  intégral.  (io5-i  12). 

On  déduit  la  formule  de  VVeber 


J{z)  \ogzdzz=  r'(i)  log2 


de  la  propriété  des  fonctions  de  Bessel-Fourier 


J{x)  =  -    I     &"'''*' da\ 


ensuite  on  déduit  de  la  relation  de  Lipschitz 


r 

•-'0 


^a^-ht^' 
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et 

DaDs  cetle  dernière  formule  m  et  n  sont  des  nombres  entiers  impairs.  De  cet 

der  ni  Ère  ei  pression  pour  la  somme  arithmétique  ^E( h;lse  déduit  lu 

mcdiatement  la  propriétû  bien  connue 


'l. 


Tfirlinger  ('^'■)-  —  Sur  une  génûraltsation  de  la  surface  de 
Ktinimer  et  de  ses  relations  avec  les  fondions  (héla  de  deux  va- 
riables, (i  i3-ia8). 

On  démontre  que  ces  relations  ont  pour  analogues  des  relations  entre  le* 
fonctions  tliéla  de  p  variables  et  les  multiplicités,  à  p  dimensions  dans  l'espace 
«S  a  N  dimensions,  .N  =  îp-.  Celle  multiplicité  algébrique  M™  est  de  Tordre 
ni=^!2»'-'  et  ses  eoordoonées  ponctuelles  hoinogtnes  j;,.(  i  =  i,  . .  .,p)  se 
laissent  ciprimcr  comme  carres  des  fonctions  tbéla.  Aux  seiic  plans  tangents 
à  la  surface  de  Kummer,  suivant  des  coniques,  répondent  l'r  espaces  Fts-i  qui 


touchent  M™  le  long 

;  dcM^'l,.  m;;'  ! 

ie  transforme  par  a'v  collinéutions  (  y  com- 

mulliplicité  possède 
.[cK,immer(i(i)..  <lc 

identique)    qui 
V'  points  qui  s, 
une  conliguralioi 
:  telle  sorte  que  :i 

formcnt  un  groupe  en  lui-même;  cette 
uiit  d'ordre  3C-'.  Ces  points  furment  avec 
n  ('''')j— „(■„,)  analogue  ù  la  conliguration 
i'-("'-i)poinlssontsilucssurun  Hs-i, 

cl  que  1f-'(V—i)  C 

Mu'  se  iransforuic  er 
systOmes  léro.  Ces  ; 
forment  un  groupe, 

1  elle-même  par:, 
tel  que  les   poin 

tcnl  par  un  point.  Ensuite  on  monlre  que 
■i—i  (  v—i)  systèmes  zéro, et  par  ir—  ( ir-4- 1) 
iras  et  les  i-r  eollincations  déjà  nommées 
its  et  tes  llv.,  de  l\s  conduisent  aux  coo- 

lifioralioijs(^v  ).;■-'„ 
au  cas  où  la  surface 

;..,,  ....  A  laKn 
de  Kummer  se  l 

ransforme  en  hyperboIoVde. 

Giiieincr  (.A).  — 

Preuve  d'uu 

théorème   d'anthniétlquc.    {i5<)- 

On  donne  une  pr.- 

u^e  iirilliiiiéliq.1 

e  du  théorème  MMv.nt:  Si  m^k.n 
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rt„,  sont  des  nombres  positifs  entiers,  et  si 

n  =  a,,a„  . .  .a^^  ~*"  ^ai ^u  •  •  •  ^a*  —  •  •  .-h  «„,  • . .  flr,„i 
alors  le  produit 

m(m  4- A))m  -I-  2Ar)...[/n4-(/i  —  OAJ.Ar* 

est  divisible  par  le  produit 


n 


k 
Weyer  {Ed.),  —  Sur  la  théorie  des  formes  bilînéaires.  (i 63-236). 

Contient  un  résumé  d'un  Mémoire  paru  en  langue  tchèque  et  couronné  par 
l'Académie  des  Sciences  de  Prague,  O  theorii  foreni  bilinearnych  (La  théorie  des 
formes  bilinéaircs).  On  y  introduit  une  nouvelle  méthode,  pour  traiter  cette 
théorie.  Kl  le  consiste  à  considérer  certains  systèmes  de  valeurs  liés  à  une  ma- 
trice. Ces  considérations  permettent  la  solution  de  bien  des  problèmes,  par 
exemple,  le  problème,  déjà  résolu  par  Weierstrass,  de  la  transformation  simul- 
tanée de  deux  formes  bilinéaires. 

Spath  {F')'  —  Construction  de  coniques  avec  des  éléments  con- 
tenant des  imaginaires.  (237-246). 

On  emploie  le  théorème  de  Pascal  même  pour  le  cas  où,  parmi  les  cinq 
points  donnés,  il  y  a  un  ou  deux  couples  de  points  imaginaires  conjugués.  On 
enseigne  comment  construire  avec  la  règle  le  second  point  de  rencontre  de  la 
courbe  et  d'une  droite  réelle  passant  par  un  point  réel  de  la  courbe.  Ces  con- 
structions ont  été  données  par  M.  le  professeur  Stolz,  de  Inn^ruck,  dans  sou 
cours  à  l'Université  de  cette  ville. 

llaubner  (/.).  —  Sur  la  rupture  du  courant  dans  les  conducteurs 
superficiels.  (248-274»  358,  870). 

Liclitenfels  (O.).   --  Sur  le  ihéorème  fondamental  de  la  théorie 
des  cqualions  différentielles.  (270-282). 

A  la  preuve  de  Cauchy,  simplifiée  par  Briot  et  Bouquet,  est  ajoutée  une  nou< 
velle  :  elle  cï^t  analogue  à  la  preuve  que  Weierstrass  a  donnée  pour  le  développe- 
ment de  la  racine  d'une  équation  algébrique. 

Sludy  (E.),  —  Sur  les  systèmes  des  nombres  complexes  et  sur 
leur   emploi  dans   la  théorie  des  groupes  de  transformations. 

(^83-355). 

On  traite  d'abord  la  question  de  tous  les  systèmes  de  nombres  complexes 
avec  n  unités  |)rincipales,  puis  on  forme  les  deux  systèmes  de  nombres  com- 
plexes avec  deux  unités  principales.  les  cinq  systèmes  avec  trois  unités  princi- 


I 
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icï  seiïC  syslëmes  bt«  quatre  unités  principal».  Parmi  ces  syslùme*  m 
icnl  les  quaternions,  et  l'un  fuii  qurique*  remarques  sur  les  »j9té<ues  fttli- 
ift»  à  n  unités.  On  diaciilc  ensuite  les  groDpes  de  transforma  lion  s  les  plus 
ïimples,  reliés  L  un  système  de  nombres  complexes,  legroape  de  transformatinns 
projertives  récipro<jues,  le  groupe  ^rujeclir  dont  itiutes  les  traus/onaalioas 
(leuvcnt  iiec  permutées  avec  d'autres  iranslorniatioiis  inGniicsimales  donaia. 
la  rrpriSsciiUliun  des  paramètre!)  d'un  certain  groupci  ta  rotaliun  dE  la  spbén] 
et  le  muuTcuient  du  plan. 

Ameseder  {A.).  —  Ëlémenls  d' uni; Lhi^orie|iurenienl géométrique 
de  lu  colliiKÏalion  cl  de  lu  réciprocilé.  (37i-fju6). 

Dan»  cette  première  (urtie  de  la  Cummunication,  an  irailc  de  la  colljatatioa 
et  l'on  développe  une  théorie  purement  gi!oin£trique  de  )a  question.  Toutes 
coDsidora lions  analytiques,  comme  le  principe  de  ta  continuité  et  U  repr^n- 
tation  des  Imaginaires,  sont  soigneusemeul  évitées.  On  emploie  eieiasiveroa» 
des  éléments  rtels;  la  plupart  des  preuves  sont  nouvelles  et  s'appuient  sur  1» 
concepts  de  I*  projecilviié  cyclique,  de  la  projection  d'une  colllnfatiao  del'ts- 
pace;  de  la  perspective  et  de  l'intersection  (Scheiii  und  Schnilt),  d'un  quadrl- 

Cclte  prcmiiïre  communication  contient  les  parties  suivaulcs  :  I.  Project! vitfe: 
II.  Collinéations;  III.  Systèmes  de  collinéations  {.Veltc,  GtbUiehc):  IV.  C«lli- 
néations  de  Hermite  (collinéations  IransFonnant  les  »urrac»  du  second  depé 
en  elles-mêmes}.  C'est  de  cette  dernière  partie  i[uc  l'on  devrait  partir  puur 
traiter  la  seconde  partie,  la  réciprocité.  Mattieurcuscment  la  mort  est  vcnnr, 
le  17  janvier  iHij»,  enlever  le  aÏ  jeune  géomètre  aulvicliicn,  uvunt  tju'il  ait  pu 
Unir  cette  dernière  partie. 

liirkeland  {Ki\).  —  Un  tlit^orèmi!  sur  les  courbes  algébriques. 

Le  lieu  d'un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des  distances  i  uoe  courbe 
algébrique  est  constante  est  une  courbe  de  second  degré.  Chaque  asjmptote  de 
la  conique  forme,  avec  les  asymptotes  de  la  courbe  algébrique,  des  angles  tcb 
que  la  somme  des  carrés  de  leurs  cosinus  soit  m-\-  n,  m  étant  le  degré  et  n 
la  classe  de  la  courbe. 

Mertens  {F.).  —Le  potentiel  d'une  ellipse  homogène.  (4^5-418). 

Le  potentiel  de  l'ellipse  v;  +  m  =  '  par  rapport  au  point  (a,  é,  c)  peut  être 

s  sous  la  forme  

-Srf» 


(i  +  U'l 
où  S  =      "        4-         -jr;  +  — ,.  et  OÙ  l'on  intègre  dans  l'intervalle  *^o,  1  —  S^o. 

VVintinger    (  W.).    —    Remarqtie    stir  les  fonctions   modulaires. 

(429-43»). 
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L'auteur  se  demande  si  ces  fonctions  peuvent  se  ranger  sous  les  formules 
de  Poincaré  {Acta  mathematica,  t.  II,  p.  4)>  et  il  trouve  que  cela  a  efTective- 
ment  lieu. 

Stolz  (O,).  —  Sur  la  théorie  des  courbes  de  l'espace.  (433-442). 

On  déduit  une  série  de  formules  élémentaires  en  considérant  toujours  le 
principe  des  signes. 

Puchta  {AJ),  —  Loxodromies  et  géodésiques  du  tore.  (443-45o). 

Si  Ton  met  l'équation  du  tore 

(ar«4-y«-*-5»— a»— 6»)»4-4a»z»=  4a' 6' 
sous  la  forme 

x  —  {a  —  b  cos  u  )  cos  v, 

y  —  {a  —  b  cos  1/ )  sin  v, 

z—  b  sinu, 

alors  l'équation  différentiel  le  des  loxodromies  qui  coupent  les  parallèles  sous 

l'angle  <x  devient 

a  —  b  cos  a 

cos  a  =  •  » 

ou,  après  l'intégration, 

On  peut  supposer  C  =  o,  car  il  sufHt  de  considérer  la  courbe  passant  par  le 
point  {x  =z  a  —  ô,  y=5  =  o).  La  notation  m  U^  -h  n  U,,  désigne  chaque  loxo- 
dromie  se  fermant  après  avoir  traversé  chaque  parallèle  m  fois  et  chaque  mé- 
ridien n  fois.  Son  équation  est 


u         /a  —  b  mv  bm 

tang-  =i/^-T-ï;^a"grr         ou  tang(x  = 


^  2/1  ns/c^^^b* 

Ces  courbes  sont  algébriques  de  l'ordre  n{2m-\-  a).  Les  géodésiques  du  tore 
sont  données  par 


/     {a  —  b  cos  u  )  4  /  C  (a  —  6  cos  w)'  --  j- 


C. 


Sur  le  tore  il  y  a  entre  deux  poipts  fixes  P^  et  P,,  en  général,  une  infinité  de 
fïcodésiques  qui  toutes  sont  contenues  dans  ce  type  mL^H-/iL„;  à  chaque  cas 
spécial  de  m  et  n  (nombres  entiers),  correspondent  deux  d'entre  elles. 

Kiipper  (C),   —  Sur  les  rayons  obliques  d'un  complexe  linéaire. 
(45o-4o6). 

Quand  deux  hyperboloïdes  d'un  complexe,  passant  par  une  droite  a  de  ce 
complexe,   ne  se    touchent  qu'en  deux  points  de  a,  alors  chacun  de  ces  deux 


loo  SECONDE  PARTIE. 

points  est  le  foyer  du  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces  à  Tautre  point. 
Si  l'on  joint,  à  une  droite  a,  deux  autres  droites  b  et  6,,  infiniment  voisines, 
définies  par  des  projectivités,  on  donnera  par  là-méme  deux  faisceaux  de  rayons 
dont  les  centres  sont  situés  sur  a,  dont  les  plans  passent  par  a  et  dont  les 
rayons  sont  tous  coupés  par  a,  b  et  b^.  En  dehors  des  rayons  de  ces  deux  fais- 
ceaux, il  n'y  a  point  de  droites  qui  jouissent  de  cette  propriété  {comparez  les 
recherches  cinématiques  de  M.  Mannheim). 

Guber  {E.).  —  Sur  la  théorie  des  erreurs  d'observation.    {A^^j- 

464). 

On  démontre  que,  quand  les  fautes  inhérentes  aux  observations  suivent  la 
loi  de  Gauss  -—  e"^'*',  les  corrections  relatives  à  la  moyenne  arithmétique  suivent 

une  loi  semblable,  cependant  avec  une  précision  plus  grande  dans  le  rapport 
V^  à  V„_,,  quand  n  est  le  nombre  d'observations. 

Mandel  (M.).  —  Sur  la  généralisation  d'un  algorithme  de  Gauss. 
(465-472). 

Il  s'agit  du  critère  de  Gauss,  généralisé  par  Schcring,  du  reste  quadratique 
d'un  nombre  par  rapport  à  un  autre  {Berliner  Monatsberichte,  p»  33o;  1876), 
qui  a  été  prouvé  par  Kronecker  {loc.  cit.,  p.  33i-334). 

En  se  basant  sur  la  représentation  d'Eisenstein  du  symbole  de  Legendre  (  -  )* 

AI.  Mandel  donne  une  autre  preuve  de  ce  théorème  en  s'appuyant  sur  des  con- 

p 1 

sidérations  originales  sur  le  partage  en  classes  des  nombres  i,  2,  3,  ..., • 

fVassmulh  (A,).  --  Sur  la  variation  de  la  chaleur  spécifique  en 
fonction  de  la  température.  (473-48o). 

Teixeira  (G.).  —  Extension  d\m  théorème  dû  à  Jacobi.  Extrait 
d'une  lettre  à  M.  Lerch.  (43i-48/|). 

Il  s'agit  du  déterminant  jacobien  -±1/,,/,^ . .  ./^^  d'un  système  de  n  fonc- 
tion/j  de  n  variables  J7,  qui  s'annule  quand  il  y  a  une  relation  entre  les  fonc- 
tions. 
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JOURNAL  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  («)• 

LVIII*  Cahier,  1889. 

Ilugoniot.  —  Mémoire  sur  la  propagation  du  mouvement  dans  les 
corps,  et  spécialement  dans  les  gaz  parfaits.  (i-i25). 

L'auteur  poursuit  l'étude  du  mouvement  des  fluides  dans  les  tuyaux  cylin- 
driques (voir  Journal  de  l'École  Polytechnique,  57*  Cahier). 

Il  a  démontré  que,  si  Ton  néglige  les  forces  extérieures,  le  frottement  contre 
Tenveloppct  la  viscosité  et  la  conductibilité,  si  de  plus  on  suppose  qu'à  Tétai 
initial  la  pression  et  la  température  sont  constantes  à  l'intérieur  du  fluide,  le 
mouvement  est  régi  par  une  équation  de  la  forme 


01 


Il  _     fàu\  d'u 


Parmi  les  mouvements  possibles,  M.  Hugoniot  examine  ceux  qui  se  pro- 
duisent quand,  le  fluide  étant  primitivement  en  repos,  on  assujettit  l'une  des 
extrémités  de  la  colonne  à  une  condition  déterminée,  en  imprimant,  par  exemple, 
à  la  tranche  extrême  un  certain  mouvement  tel  que  la  vitesse  soit  nulle  à  l'o- 
rigine et  varie  ensuite  d'une  manière  continue. 

Les  intégrales  correspondantes  sont  celles  qui  sont  compatibles  avec  l'inté- 
grale 14  =  0,  laquelle  correspond  à  l'état  de  repos  de  la  colonne.  Si  l'on  repré- 
sente le  mouvement  du  corps  par  une  surface  rapportée  à  trois  axes  rectangu- 
laires OXf  Ot,  Ouy  l'intégrale  u  =  o  n'est  autre  que  le  plan  horizontal  xOt, 
et  les  surfaces  intégrales  cherchées  se  raccordent  avec  ce  plan  suivant  la  droite 

9(0) 
X  —  - — - 1  qu'elles  admettent  pour  caractéristique  (p,  désigne  la  densité  initiale 

Po 

du  gaz). 

Supposant  la  longueur  de  la  colonne  fluide  infinie,  afin  de  n'avoir  pas  à  se 
préoccuper  des  phénomènes  de  réflexion,  l'auteur  montre  que  tous  les  mouve- 
ments qui  peuvent  se  propager  dans  cette  colonne  primitivement  en  repos  sont 
représentés  géométriquement  par  des  surfaces  développables  dont  les  arêtes  de 
rebroussement  ont  la  même  indicatrice  sphérique.  Cet  important  résultat  lui 
permet  de  donner  immédiatement  les  expressions  du  déplacement  et  un  point 
quelconque  quand  on  donne  la  condition  imposée  à  l'extrémité  x  =  o. 

Mais  il  y  a  des  cas  exceptionnels  où  les  intégrales  ainsi  obtenues  ne  repré- 
sentent pas  complètement  le  mouvement  du  fluide;  ce  sont  ceux  où  il  s'intro- 
duit dans  ce  mouvement  des  discontinuités,  ce  qui,  chose  remarquable,  peut 
arriver  lors  même  que  la  vitesse  de  la  tranche  ébranlée  est  nulle  à  l'origine  et 
varie  ensuite  d'une  manière  continue. 

Une  des  principales  applications  des  théories  de  l'auteur,  c'est  l'intégration 


(')  Voir  Bulletin,  \\\. 
Duli,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  W.  (Juillet  1891.)  IV 
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lie  l'cqualion  du  mouvement  dans  les  gaz  parfaits 


K'^)=T"('-&> 


OÙ  m  représente  le  coefficient  de  détente  et  p^  la  pression  initiale. 
L'approximation  admise  habituellement  et  qui  réduit  l'équation  précédente  à 

1h'  '  '     po     <Â? 

dénature  notablement  les  phénomènes  qui  se  produisent  dans  la  réalité. 

Ainsi,  tandis  que,  d'après  la  théorie  ordinaire,  la  courbe  des  vitesses,  corres- 
pondant au  mouvement  vibratoire,  s'avancerait  uniformément  sans  se  déformer, 
en  réalité  cette  coftrbe  s'avance  uniformément  encore,  mais  en  se  déformant 
d'une  manière  continue. 

M.  Hugoniot  consacre  un  intéressant  Chapitre  au  mouvement  d'un  mobile 
soumis  à  la  pression  d'une  colonne  gazeuse;  il  fait  ressortir,  à  ce  sujet,  toute 
l'insuffisance  de  la  théorie  du  mouvement  des  projectiles,  qu'avaient  tenté  d'é- 
difier Lagrangc  et,  après  lui,  Piobert. 

Il  termine  par  d'importantes  considérations  sur  les  discontinuités  qui  peuvent 
naître  d'elles-mêmes  dans  le  mouvement  des  fluides,  sans  qu'on  les  ait  intro- 
duites dans  les  conditions  imposées  aux  limites. 

Callandreau.  —  Sur  le  développement  en  séries  du  polenliel  des 
sphéroïdes  de  révolution.  (127-154). 

Poisson  a  donné,  dans  la  Connaissance  des  Temps  pour  1829,  deux  formules 
pour  représenter  le  potentiel  de  l'attraction  d'un  sphéroïde  homogène  de  den- 
sité p 

/•- a(i-+-a>'). 

sur  un  point  exlérieuroii  intérieur  siluc  à  la  distance /•  du  centre  du  sphéroïde. 
Poisson  distingue  deux  cas  : 

i"  Le  sph«'MOï(lc  attirant  est  tout  entier  roriipris  dans  une  sphère  dérrito  de 
l'origine  eoinnic  centre  avec  /•  pour  rayon.  Alors,  si  l'on  désigne  par  (/m  l'élé- 
nienl  de  la  surface  spliéri(|ue  de  rayon  unilé,  et  qu'on  désigne  par  P,,  ]\,  ... 
les  coefficients  du  développement  de 

\  /•  ^  /•'  /  r     '        /■'     ' 

on  aura,  pour  le  potentiel  du  sphéroïde  sur  les  points  extérieurs  suffisamment 
éloignés  de  la  surface, 

oc  .'il  \ 

0  '      ^'  '' 

■2"  Si  la   sphère  de  ra>on   r  est  tout  entière  roniprise  dans  le  sjdiéroïde  et  à 
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l'intérieur  de  la  sphère  de  rayon  a,  le  potentiel  aura  pour  valeur 

Mais  ces  formules  s'appliquent-elles  à  toutes  les  positions  du  point  attiré? 
C'est  là  le  point  que  M.  Callandreau  se  propose  d'élucider. 

Il  y  parvient  en  s'aidant  du  théorème  suivant,  qui  n'est  qu'une  application 
d'une  proposition  bien  connue  de  Dirichlcl. 

1°  Si  V^,  V,-  vérifient  respectivement  les  équations 

2*  Si  V,,  V,.  et  leurs  premières  dérivées  par  rapport  à  r  et  0  sont  continues  à 
l'extérieur  et  à  l'intérieur  du  corps  et  s'accordent  pour  la  surface  du  corps, 
l'ensemble  des  formules  V^  et  V,.  représentera  le  potentiel  en  tous  les  points  de 
Tespace. 

Il  ne  reste,  grâce  à  ce  théorème,  qu'à  constater  que  la   continuité  n'est  pas 

rompue  à  la   surface  et  que  V^,  \  .;  -y-^>  -y-*;  -—^y  -—^  y  prennent  les  mêmes 

valeurs. 

Cette  question  peut,  dans  le  cas  des  sphéroïdes  de  révolution,  être  réduite  à 
une  autre  plus  facile.  L'auteur  montre  en  ciïet  que  les  séries 


"  =  -  .+1 


n=0 


V  .=:  r.p  I        r'  ajjL  —  — ^ h  2  rp \,  r  /         r  X,  a;x 

-+-2rp\,/"  /         logrX,  ^/{x-f-  >      ^  l_    "  r"  I         /'^-"X^c/jJi, 

OÙ  X^  désigne  un  polynôme  de  Legendre,  représenteront  le  potentiel  du  sphé- 
roïde pour  les  points  extérieurs  et  intérieurs  respectivement,  si  les  valeurs  de 

»  r*"^',  ...,  développées  en  partant  de  l'équation 

r  =  a{i-{-ay)y 

étant  substituées  dans  les  expressions  de  V^,  V.,  la  convergence  absolue  des 
séries  est  assurée. 

M.  Callandreau  donne,  dans  des  cas  très  étendus,  le  moyen  de  reconnaître  la 
convergence  de  ces  deux  séries. 


io4  SKCONDE  PARTIE. 


LIX*  Cahier,  1889. 

Léauté.  —  Sur  une  condition  du  bon  fonctionnement  des  instal- 
lations mécaniques  comportant  des  transmissions  par  liens 
rigides  ou  flexibles.  (1-6). 

Les  installations  mécaniques  établies  d'après  les  régies  ordinaires  donnent 
lieu  à  de  fréquents  mécomptes,  surtout  quand  elles  comportent  des  transmis- 
sions à  longues  portées  et  des  masses  animées  de  grandes  vitesses.  Les  engre- 
nages sont  le  siège  de  chocs  dangereux,  les  liens  flexibles  ont  des  oscillations 
d'une  amplitude  exagérée. 

C'est  que,  sur  Tarbre  de  la  machine  à  vapeur,  la  poussée  motrice  est  loin 
d'être  constante;  il  existe  d'ordinaire  des  points  morts  où  la  composante  tan- 
gentielle  de  cette  poussée  est  nulle.  Il  y  a  donc  des  périodes  pendant  lesquelles 
l'ensemble  mécanique  fonctionne  sous  sa  seule  inertie,  sans  être  soumis  à 
d'autres  forces  qu'aux  résistances  qu'il  doit  vaincre.  De  là  des  mouvements 
relatifs  en  arriére  qui,  nés  de  la  machine,  se  transmettent  dans  tout  le  réseau 
et  qui,  aux  points  de  jonction,  sont  capables  de  produire  ces  chocs  et  ces  os- 
cillations. 

Pour  éviter  ces  mouvements  en  arrière,  il  suffit  que,  même  dans  le  cas  limite 
de  la  puissance  nulle,  le  mouvement  ne  cesse  jamais,  pour  chacune  des  portions 
du  système,  de  se  transmettre  dans  le  sens  normal.  On  obtiendra  cette  condi- 
tion en  exprimant  que  raccéicration  de  chaque  portion  de  l'ensemble  dans  le 
mouvement  relardé  qu'elle  prend  alors  est  supérieure  à  Taccélération  de  la  por- 
tion qui  précède  et  inférieure  à  celle  de  la  portion  qui  suit. 

Si  donc  il  s'agit  d'un  engrenage,  soient  N,  le  nombre  de  tours  par  minute, 
en  marche  normale,  de  la  roue  menante;  H,  son  rayon;  ?)^,  sa  caractéristique 
cinématique^  c'est-à-dire  le  nombre  de  tours  qu'elle  ferait  sous  la  seule  action 
des  résijstanccs  si  l'on  supprimait  brusquement  la  puissance;  T,  le  temps  pen- 
dant lequel  elle  tourne  dans  ces  condilions;  y,  raccélération  du  mouvement 
retardé  ainsi  défini;  on  a 

»/»  lit  I  I  ..    •  I        ' 


()0 


et  deux  équations  analogues  pour  la  roue  menée.  La  condition  y, <  v^,  si  l'on 
lient  compte  de  ce  que  les  nombres  de  tours  N,  et  N^  sonl  inversement  propor- 
tionnels aux  rayons  H,  et  H^,  donne 


^,    .  ^', 


Ainsi,  pour  être  assuré  d'éviter  dans  un  ensemble  mécanique  les  changements 
relatifs  de  sens  et  les  perturbations  qui  en  résultent,  il  suffit  que,  pour  chaque 
arbre,  le  rapport  du  nombre  de  tours  faits  par  minute  à  la  caractéristique  ciné- 
matique aille  en  augmentant  constamment  à  mesure  qu'on  s'éloigne  de  la  ma- 
chine. 

Le  raisonnement  ne  s'applique  pas  au  premier  point  de  jonction,  celui  sur 
lequel  agit  directement  la  machine.  M.  Léauté  a  déjà  montré  que,  dans  ce  cas. 
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N 
le  quotient  —y  compté  sur  l'arbre  du  volant,  doit  être  inférieur  au  quotient 

correspondant  du  premier  pignon  diminué  du  terme  9000(1 —  y  )  t^i  où  P  est 

la  puissance  de  la  machine  en  chevaux  à  l'indicateur;  F  la  force  vive  des 
masses  mises  en  mouvement  depuis  le  moteur  jusqu'au  pignon  exclusivement; 

T  la  fraction  de  l'action  tangentielle  moyenne  de  la  vapeur  rapportée  à  la  cir- 
conférence du  volant  et  représentant  le  minimum  de  cette  action. 

Liouville  (/?.).  —  Mémoire  sur  les  invariants  de  certaines  équa- 
tions diCrérenlielles  el  sur  leurs  applications.  (7-76). 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  l'étude  des  équations  diflférentielles  de  la  forme 
,  .  d*y  dy^       ,      dy*       ,      dv 

OÙ  les  coefficients  a,,  a,,  a„  a^  sont  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y. 
Cette  étude  est  faite  à  l'aide  des  substitutions  générales 

(2)  x'=/{x,y),       y'=^{x,y) 

et  des  expressions  qu'elles  laissent  invariantes.  L'auteur  a  obtenu  ces  invariants 
en  profitant  de  la  liaison  qu'il  établit  entre  l'équation  proposée  et  un  système 
d'équations  différentielles  linéaires  qui  reste  toujours  associé  à  l'équation  dans 
toutes  les  transformations  que  lui  font  subir  les  substitutions  précédentes. 

La  connaissance  de  ces  invariants  conduit  tout  naturellement  à  la  solution 
de  ce  problème,  du  moins  dans  les  cas  ordinaires  : 

Étant  données  deux  équations  du  type  (i),  reconnaître  si  elles  peuvent  être 
réduites  l'une  à  l'autre  par  l'une  des  transformations  (a)  et  effectuer  cette  ré- 
duction quand  elle  est  possible. 

II  existe  toutefois  des  équations  pour  lesquelles  la  construction  successive  des 
invariants  ne  peut  être  faite  d'après  la  méthode  générale.  Ces  équations  excep- 
tionnelles présentent  d'ailleurs  une  simplicité  particulière. 

Parmi  les  applications  de  cette  théorie  à  l'intégration  elle-même,  la  plus 
étendue  est  relative  aux  équations  dont  l'ordre  peut  être  abaissé  parce  que 
leurs  coefficients  cessent,  après  certaines  transfoooiations,  de  contenir  l'une 
des  variables. 

M.  R.  Liouville  indique  les  caractères  auxquels  ces  équations  soDt  recon- 
naissables  et  les  calculs  qui  permettent  de  les  ramener  à  celle-ci  : 

^  -t-«,:K'+3a,>^-f-3a,y-ha,=  o, 

dans  laquelle  a,,  a^,  a,,  a^  sont  des  fonctions  quelconques  de  x. 

L'auteur  signale  en  second  lieu  un  second  type  très  simple  d'équations  qui 
peuvent  se  grouper  par  couples;  celles  d'un  même  couple  s'intègrent  à  la  fois; 
quelques-unes  sont  rendues  linéaires  par  une  transformation  convenable. 

On  est  encore  conduit  à  des  équations  linéaires  quand  on  cherche  les  con- 
ditions pour  qu'une  équation  du  type  (1)  représente  les  lignes  géodésiqucs 
d'une  surface. 


SBCONDS  PARTIB. 


H       Quand  une  pursille  équation  rcprtïsi'n.tG  ks  géod^ïîquciî  il'une  surface,  dont 
B   rfléiiicnl  linéaire  est  doaaé  par  la  formule 

■       nA> 


d^'==[/(t')-^■F(•')](rf«'+d^"). 


runoaUK  d'ailleurs  /(«]  ni  V[e},  U  réduction  de  l'élrnipni  li- 
néaire tk  U  forme  prfeédente  dépend  d'une  équation  différenlielle  linéaire  ri 
du  tecand  ordre,  dont  l'iotégrjlion  fournil  aussi  l'inli^eralc  complète  de  l'é- 
qualiim  propoide. 


MATHEMATISCIIE  ANNALEN,  iml.JiÈos  \w  V.  Klulii  ol  A.  Mayor  (•)• 
Tiiirio  XXX.   1887. 

Lilienthal{Il.  v.).  —  Sur  la  tliOoiûc  Jns  surfatt'S  des  cenlres  Je 
courburi;.  (i-i^)- 

L'auteur  a  publié  précédemment  des  /l-ccliercliei  »iir  lu  tliénrie  générale  da 
tur/ac«t  courbes  et  dea  tyitèmes  de  rayttm  rectiiignes  (  Donn.  iHHIi).  Il  mnntre 
ici  l'avantage  que  présente  la  inéthtidc  qu'if  a  emplnyéa  dam  l'étude  de  la 
courbure  des  surfaces  des  centres  do  courburdi  en  sa  plaçant  dan»  le  cas  oA. 
ni  la  surface  d'où  l'on  part,  ni  aucune  de  ses  deux  Burfaues  des  cenires  de 
iiourburei  n'est  ou  l>lon  une  spliéroi  ou  bien  une  surface  déiHoppable.  En  dé- 
signant pHr  p,  et  p,,  <iu  p,;>  p,,  les  deux  rayuns  de  courbure  principaux  en  un 
point  non  «iugulicr  d'urit  Kurfute,  l'auteur  appelle  première  cl  seconde  surface» 

rli^s.  i.riH';.  .Il'  i" liiii'-  li.--  SU  r^ites  corrcapnndant  respectivcrncnt  aux  rayons  p, 

ri  0  .  Il  .i.ililir  I  .l',il:..(.l  I.  ^  (orrnulOî  relatives  4  chacune  de  cea  deux  surfaces 

qui  donne  l'equation  aux  rayons  de  courbure  priiici{MUi  et  l'équation  de  leurs 
lignes  de  courbure  et  de  leurs  lignes  asymptotiques  cl  retrouve  par  une  voie 
simple  des  résultats  obtenus,  d'autre  part,  par  Halphen  et  Ilibaucour. 

Ililbcrt  (O.).  —  Sur  un  mode  de  rcprcsentalion  des  espressioiis 
invariantes  dans  le  domaine  des  formes  binaires,  (la-ag). 

Reproduction  abrégée  et  cïtension  sur  certains  points  des  résultats  exposés 
par  l'auteur,  dans  sa  dissertation  inaugurale  Sur  lea  propriéléa  invariantet  de 
certaines  /ormes  binaires,  et  en  particulier  des  fonctions  sphériquei. 

Meyer  (f-).  —  Sur  la  théorie  dès  fonctions  entières  réductibles 
à  n  variables.  (3o-74)- 

La  théorie  de  la  réductibilité  des  fonctions  entières  a  été  étudiée  jusqu'ici, 
surtout  i  un  point  de   vue  particulier.  Ou  bien   il  s'agissait,  comme  l'a  fait 


1')  Voir  Bulletin,  t.  XIII,.  p.  jS-i, 
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Serret  dans  son  Algèbre^  d'établir  sur  une  base  solide  les  propositions  fonda- 
mentales de  rAlgcbre  supérieure,  et,  en  particulier,  de  la  théorie  des  substitu- 
tions. Ou  bien  encore,  le  but  principalement  poursuivi  n'était  point  en  réalité 
algébrique,  mais  se  rapportait  presque  exclusivement  à  l'application  ultérieure 
des  résultats  obtenus  à  la  théorie  des  nombres;  c'est  la  voie  suivie  par  Kronecker 
et  le  but  vers  lequel  tendaient  ses  elTorts  autant  dans  la  série  des  leçons  faites 
sur  ce  sujet,  à  l'Université  de  Berlin,  que  dans  les  résultats  publiés  dans  son 
Mémoire  Théorie  arithmétique  des  quantités  algébriques. 

L'auteur  s'est  placé  à  un  point  de  vue  plus  algébrique  :  il  s'est  proposé  dans 
ce  travail  de  développer  le  c6té  purement  algébrique  de  la  question  et  cela  en 
appu3'ant  à  dessein  sur  le  développement  pratique  et  efTeclif  des  calculs.  L'im- 
portance de  l'étude  des  cas  où  une  fonction  entière  à  un  nombre  quelconque  de 
variables  peut  se  décomposer  en  plusieurs  facteurs  est  considérable;  en  Géo- 
métrie, tout  spécialement,  les  cas  des  décompositions  des  formes  rationnelles 
trouvent,  à  chaque  instant,  leur  application. 

Cayley{A.).  —  Sur  les  équations  auxquelles  satisfont  les  quanlilés 
L  de  Kieperl  dans  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 

(75-77)- 

Si  l'on  compare  le  Mémoire  de  Klein,  sur  la  transformation  {Math,  Ann.y 
t.  XIV,  p.  1^4»  1878),  à  celui  de  Kiepcrt,  Sur  ia  division  et  la  transformation 
des  fonctions  elliptiques  {Math.  Ann.y  t.  XXVI;  i88(i),  on  reconnaît  que  la 
quantité  L  de  Kicpertcst,  en  réalité,  le  carré  du  multiplicateur  dans  l'intégrale 

rendue  normale  au  moyen  du  facteur  'v^A. 

L'auteur  donne  pour  quelques  cas  particuliers  une  vérification  de  cette  pro- 
priété. 

Caylcy  {A.).  —  Note  sur  Téquation  sextique  de  Jacobi.  (78-84). 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  les  racines  carrées  prises  avec  un  signe  déterminé 
des  racines  2„,  5,,  5,,  z^y  z^^  z^  de  l'équation 

{z  —  aY—^\a{z  —  ay-^i(^b{z—aY—l\c{z  —  a)-h^b*—^^ac  =  Oy 

il  existe  entre  ces  six  quantités  des  systèmes  de  trois  équations  linéaires  (Cf. 
Bhiosciii,  Funzioni  ellittiche^  Milan,  p.  4»'^;  1880).  L'auteur  étudie  dans  cette 
Note  les  différentes  relations  qui  existent  entre  ces  systèmes  d'équation. 

Caylcy  {A.).  —  Sur  Tintcrsection  des  courbes.  (85-90). 

Remarques  sur  le  Mémoire  de  Bacharach,  Sur  le  théorème  des  points  d'in- 
tersection de  Cayley  {Math.  Ann.j  t.  XXVI,  i-^^-igc^'t  i885).  L'auteur  n'admet 
pas  que  l'on  doive  rejeter  comme  non  valable  la  méthode  de  l'énumération  des 
oonslanles. 

Dellsle  (A.),  —  Dclermination  de  la  fonction  la  plus  générale 
qui  satisfait  à  Téqualion  fonctionnelle  relative  à  la  fonction  "i. 
(()7-î  }()). 
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loire  posthume  tel  quel'ai 
.rUnlqi>el'auleur«¥ai 

.- -(  a  H- H.)  r(  «  -  B.  )  T(  0.4- u,)  î-(  H.- a.  ) 
hr(«  +  u,)r(i<-i<,)j-(u,+  «,)i-*u.-u.l  =  n. 

B  ISiUuagiber.  Berlin,  iSBl,  p.  5o8)  a  énoncé  ce  fait  que  cette  éq< 
tionpouviititrocuniidérie  Ei)innie»urr>sanie  ï  définir  la  fonction  3-.  Il  a  dm 
qusIquQs  indicitioni  aur  U  marcbc  t  9u>ttc  pour  établir  le  résultat-  Ce  » 
CM  indiciliuns  que  l'auteur  ■  développées  dam  le  préicnt  Mémoire- 


Sur  les  formes  linéaires  ternaires  (lao-iaG). 

e  d'établir  que  le^ 


sjtnbaliqan 
i  ei  prenions 


I 


L'aiitt^ur  se  propose  dam 
tuffisenl  pour  éliblir  toutes 
ifmboliquei.     ' 

Pascli  (M.).  —  Sur  la  Géométrie  projeclive  cl  la  représentation 
analytique  des  êtres  géométriqties.  (i3--i3i). 
e  Note  de  M.Vcn 


■a  Reycs  y  Prosper  (Math. 
n>  relatives  i  l'indépeadance  dt  ii 
rs  Leçoat  lur  ta  tiéoméirir  récente, 


Sur  quelques  points  de  h  théorie  des  Tonctioni. 


I/autenr  revient,  i  propos  d'ui 
Ann.,  X-XIX,  p.  .J/(),  sur  les  c 
(;foinétTic  métrique  qu'il  a  eipo 
t-cipiig,  iKS'r. 

Pasck  (Af.).  - 
{i3a-i74). 

CoDtribationi  t  l'ttadedes  principes  fondiine nu ox  de  Ir  tbeonedesfonciioM 
telle  qu'elle  se  trouve  aujourd'liui  constituée  grtce  aux  travaux  des  dn  Bois- 
Reymond,  Darboui,  Dini,  Caator,  Harnack,  SchelTer  et  Thomae. 

Appetl  (P-).  —  Quelques  remarques  sur  la  théorie  des  potenlîeh 
multilormes  (t55-i56). 

Exempte  simple  de  fonction  de  irois  variables  réelles  satisfaisant  i  l'équitio* 
&V  =  o  et  qui  admet,  en  un  point  de  l'espace,  plusieurs  détermina tioas  échan- 
geables entre  elles  si  l'on  décrit  des  courbes  ferniées  entourant  une  ligne  sin- 

Schafheitlin.(P.).  —  Sur  la  représentation  de  la  série   hyper- 
géométrique  par  une  intégrale  définie.  (157-178). 

On  sait,  depuis  Euler,  que  la  série  hypergéom étriqué  peut  eut  représentée,  i 
un  (acteur  constant  prés,  par  l'intégrale 


f   «'-■(,_„)■,?   >(!_  tu)    •d„. 
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L'auleur  établit  l'existence  d'un  mode  de  représentation  tout  différent;  sous 
le  signe  /  apparaissent  les  fonctions  de  BesseU  et  l'intégrale  n'est  valable  que 
pour  les  points  de  l'axe  réel  (voir  plus  loin  la  Note  de  Sorrine  parue  à  la  fin 
du  même  volume). 

Kneser  {A,).  —  Sur  le  genre  (Gattung)  du  plus  petit  ordre 
possible,  qui  comprend  les  genres  de  quantités  algébriques 
donnés.  (179-202). 

Soient  ^,  W  ...  un  nombre  quelconque  d'irrationnelles  algébriques  et  soit 

où  a,  u'j  ...  sont  des  coefficients  indéterminés.  L'auteur  se  propose  d'étudier 
dans  ce  Mémoire  de  quelle  façon  le  caractère  algébrique  de  la  quantité  7^  est 
déterminé  par  le  caractère  algébrique  des  quantités  ^,  Vi  ••••  H  s'occupe  en 
particulier  de  la  détermination  du  degré  de  l'équation  irréductible  dans  un  do- 
maine rationnel  donné  à  laquelle  satisfait  la  quantité  i\  et  montre  l'application 
des  résultats  obtenus  tant  en  Algèbre  que  dans  la  théorie  des  groupes. 

Segre  (C).  —  Recherches  générales  sur  les  courbes  et  les  sur- 
faces réglées  algébriques.  (203-226). 

Les  résultats  obtenus  par  Veronèse  (.^a/A.  Ann.f  t.  XIX)  et  par  l'auteur 
{Atli  délia  R.  Ace.  di  TorinOj  t.  XIX  et  XXI)  et  relatifs  aux  surfaces  réglées 
d'ordre  n  quelconque  et  de  genre  p  égal  à  o^  i  et  a,  avaient  conduit  à  penser 
que,  pour  le  cas  général  où  p  est  quelconque,  tout  aussi  bien  que  dans  les  cas 
particuliers  déjà  étudiés,  il  existe  un  espace  tel  que  les  surfaces  appartenant  à 
des  espaces  inférieurs,  soient  les  projections  sur  ces  derniers  des  surfaces  con- 
tenues dans  celui-là.  C'est  en  réalité  ce  qui  arrive.  Si  n  est  suffisamment  grand, 
l'espace  cherché  est  à  n — 3/7  +  1  dimensions.  De  là  une  méthode  simple  et 
naturelle  pour  étudier  ces  surfaces,  méthode  qui  conduit  à  d'importantes  et  de 
nombreuses  propositions.  Il  était  nécessaire  d'établir  tout  d'abord  certaines 
propriétés  relatives  aux  courbes  algébriques  dans  un  espace  quelconque.  La 
première  Partie  est  consacrée  à  cette  étude  et  constitue  ce  premier  Mémoire. 
La  seconde  Partie  formant  un  tout  bien  distinct  paraîtra  ultérieurement. 

Voss  (A.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  surfaces  algébriques. 
(Deuxième  Partie).  Sur  les  systèmes  de  rajons  correspondant  à 
deux  surfaces  reliées  ensemble  univoquement.  (227-290). 

liunvilz  (/!.).  —  Sur  une  courbe  particulière  du  troisième  ordre. 
(291-298). 

Soient  K  et  K'  deux  cercles  égaux  situés  dans  des  plans  parallèles,  perpendi- 
culaires à  la  ligne  verticale  00'  qui  joint  leurs  centres.  Les  différents  points  de 
la  circonférence  K  sont  reliés  par  des  fils  aux  points  correspondants,  et  immé- 
diatement placés  au-dessous  de  la  circonférence  K'.  Chacun  des  fils  est  tendu 
par  un  poids.  Si  l'on  fait  lr»nrncr  la  cirronfiTcncc  K  autour  de  00',  Ips  fils  qui 
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d'ibonl  »e  Lronvaknl  sur  un  cylindre,  te  trouveront,  «prés  iinp  roUtion  déter- 
minée, sar  UD  hyperbololde  de  révolution  détermina,  (judic  esl  la  courbe  qui 
correspond  ft  une  eonibc  donnée  sur  l'une  de  ces  hyperbolotdes,  lorsque,  ftt 
une  rotation  nouvelle,  cet  hypcrbololde  est  transformé  en  un  »Ulrc?  L'autcnr 
einininc  en  particulier  le  cas  où  la  courbe  donnée  eit  une  génératrice  de  l'bj- 
pcrbololdeapparteaint  su  système  autre  que  celui  (urmé  parles  Tils.  Leseourbn 
correipandantes  sont  des  coorbes  du  troisième  ordre. 

tLœnigsberger  (/•.)■  —  Snr  le  nombre  des  transccodantes  propres 
à  uae  équation  difTérenliellc  algébrique.  (^99-3o7)' 

L'auteur,  comme  suite  de  son  Mémoire  paru  dans  les  Acta  malhematiea, 
t,  III,  inr  lei  transcendantes  propres  1  une  équation  différentielle  quelconque 
du  premier  ordre,  étudie  ici  une  question  plua  générale,  et  se  propose  dr 
montrer  qu'il  y  a  toujours  des  équations  différentielles  algébriques  irrëductiblei 
d'ordre  donné  quelconque,  pour  lesquelles  le  nombre  des  tmnsecndintes  qu'elles 
déQnisient  est  fini,  mais  supérieur  i  l'ordre  de  l'équation  différentielle. 

Segre  {C).  —  Sur  un  tliéorème  de  la  Géoin<?lrie  à  rt  dimensions. 
(3o8). 

Démarques  sur  un  théorème  donné  par  M.  Klein,  dans  son  Mémoire  ur  I* 
sigoiQcaUon  géométrique  du  tliéorémc  d'A.bet,  dans  le  cai  des  intégrales  bjpcr- 
cllitiqaes  («at/i.  Ann.,  t.  WVIII). 

Itiecke  (£".).  —  Sur  quelques  relalions  entre  les  phénomènes  hj- 
drodjnamiques  et  électriques.  (3o9-335). 

Etude  du  mouremeot  d'un  liqnide  sans  rroltement  qui  occupe  l'espace  com- 
pris entre  des  corps  fermés  et  s'étend  jusqu'à  l'inSni.  L'auteur  examine  en  par- 
ticulier les  mouvements  oscillatoires  semblables  i  ceux  étudiés  théoriquement 
et  pratiquement  par  Bjerkoes. 

Il  j  a  des  analogies  entre  les  courants  hydrodynamiques  et  les  courants  gal- 
vaniques lorsque  l'on  tient  compte  du  frottement  inlëricur. 

Love  (A.-E.-II.).  —  Sur  les  recherches  récentes  laites  en  Angle- 
terre sur  les  mouvements  des  vortex.  (3.*6-344)- 

L'auteur  expose  rapidement  les  principaux  résultats  auxquels  sont  arrivés 
les  mathématiciens  anglais  dans  l'étude  du  mouvement  des  vortex  dans  un 
liquide  parfait.  Après  avoir  rappelé  les  résultats  fondamentaux  obtenus  par 
Uelmholtz  et  Sir  W.  Thomson,  il  passe  successivement  en  revue  lc3  travaux 
ultérieurs  de  ce  dernier  :  Vortex  Seatict  (  Proc.  F.  Soc.  Edinb.,  1876  et  Pkil. 
Mag.,  t.  X,;  1880).  On  maximum  and  minimum  energy  in  vortex  motion 
(Brit.  Ats.  Rep.;  18S0,  A'aïure,  t.  XXIII.  p.  618);  Onlhe  vibrations  o/aeo- 
lumnar  vortex  {Pkil.  Mag.,  t.  \,);  de  J.-J.  Thomson,  A  Treatiie  on  the  mo- 
tion 0/  vortex-rings  (London,  i883);  de  Len-is,  On  ttie  images  0/  vorticei 
in  a  spherical  ve*sel  (  Quart.  J.,  t.  XIV)  ;  de  Hiclts,  On  the  probiem  0/  tao 
pulsating  sphères  in  a /laid  {Camb.  Phil.  Proc,  i.  III);  Oit  toroidal  /iinc- 
tions  (Phil.  Tram..  1RS1):  On  llie  sleadr  motion  and  smnil  <:ibrations  0/ n 
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hollow  vortex  {Phil.  Trans.,  1884  );  Researches  on  the  theory  of  vortex- 
rings  {Phil.  Trans.,  i885);  de  Hill.  On  some  properties  of  the  équations  of 
Hydrodynamics  (  Quart.  J.,  t.  XVII,  Camb,  Phil.  Trans.,  i883);  On  the  motion 
of  fluid  part  of  which  is  moving  rotationnally  and  part  irrotationally 
{Phil.  Trans.,  1884  );  On  the  differential  équation  of  cylindrical  and  annular 
vortices  {Proc.  L.  M.  S.,  t.  XVI).  L'auteur  termine  en  indiquant  les  problèmes 
particuliers  traités  dans  la  question  des  filaments  en  vortex  par  Greenhill» 
Coates,  Hicks,  Basset  et  Lewis. 

Fricke  (/?.).  —  Sur  les  sous-groupes  particuliers  de  genre  /?  =  i , 
qui  sont  contenus  dans  le  groupe  des  substitutions  linéaires  to. 
(345-4oo). 

Stickelberger  (L,).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Noether.  (4oi- 
409)- 

Le  théorème  donné  par  Noether  dans  les  Math.  Ann.,  t.  VI,  p.  35i,  a  été  de 
nouveau  démontré  par  Voss  (/rf.,  t.  XXVII,  p.  528-532).  L'auteur  se  propose 
ici  d'établir  les  relations  qui  existent  entre  la  méthode  de  Noether  et  celle  de 
Voss,  ce  qui  le  conduit  à  une  démonstration  nouvelle  du  théorème  dont  voici 
l'énoncé  : 

Si  *,  F, /sont  des  fonctions  entières  de  x^  y,  les  deux  premières  sans  divi- 
seur commun,  et  si,  dans  le  voisinage  de  toute  position  x^^  y^  à  distance  finie, 
on  peut  mettre  /  sous  la  forme  ^'<ï>  H-  XF,  où  U'  et  X  représentent  des  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  de  x  —  x^,  y  —  y^tf  peut  ôlre  mis  sous  la 
forme  <J/«l»H-)rF,  ^  et  ^  représentant  des  fonctions  rationnelles  entières. 

Noether  (J/.).  —  Sur  le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des 
fonctions  algébriques.  (410-417). 

Examen  des  remarques  faites  par  Voss  et  rappelées  précédemment  à  propos  du 
théorème  dont  nous  venons  de  reproduire  l'énoncé.  Les  démonstrations  qui  en  ont 
été  données  sont  de  nature  purement  algébrique  ou  bien  moins  directes  et  font 
entrer  en  ligne  de  compte  la  considération  de  la  convergence  de  certains  déve- 
loppements. 

Voss  {A.).  —  Sur  la  théorie  du  déterminant  de  liesse.  (418-424). 

L'auteur  recherche  relativement  à  une  forme  quelconque  /  le  covariant  qui, 
égalé  à  zéro,  exprime  qu'un  point  parabolique  de/est  aussi  un  point  parabolique 
du  hessicn  II  de  /.  La  formation  de  la  forme  lin  dans  le  cas  général  paraît 
pénible.  En  supposant  II  =o,on  peut  donner  de  cette  forme  une  représentation 
simple. 

Krause  {M,),  —  Sur  les  développements  des  fonctions  double- 
ment périodiques  de  seconde  et  de  troisième  espèce  en  séries. 
(Premier  Mémoire).  (4o5-43(3). 

La  théorie  de>  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce   h  été 
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établie  par  Hermite  dam  les  Notes  qa'lf  a  ajoutées  an  Traité  de  Caieui 
reniiel  et  intégral  de  Lacroii,  et  plus  tard  dans  les  Notes  Sur  quHqma 
applicationM  de*  /onctionM  éliiptiques;  Paris,  i885.  Les  fonctions  de  seconde 
espèce  se  forment  de  la  façon  la  pins  simple  à  l'aide  de  fonctions  primaim 
dont  le  déTeloppement  en  séries  trigonométriques  a  été  donné  sncoessiTcmeat 
par  Jacobi,  par  Scheibner  :  Sur  la  réduction  des  intégraHn  Miptiqueê  à  la 
forme  réelle:  Leipzig,  1879,  1880,  et  par  Hermite  {Ann,  de  l'École  Norm, 
$up.,  t.  II„  i885). 

Les  fonctions  de  troisième  espèce  ont  fait  le  snjet  de  traTtnx  importants  de 
Hermite  (  Comptée  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  s*  sem. 
1861  ;  a*  sem.  186a);  de  Biehler,  Sur  les  développements  en  séries  desfonc^boM 
doublement  périodiques  de  troisième  espèce  (  Paris,  1879,  et  Journal  de  Crelle, 
U  88  );  d'Appell,  Sur  les  fonctions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce 
{ Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  i883;  Ann.  ds 
l'École  Norm.  sup.,  t.  I,  et  t.  II,).  Voir  sussi  Halphen,  Traité  des  f onc- 
tions elliptiques,  t.  I  ;  1886. 

L'auteur  résume  rapidement  les  résultats  obtenus  jusqu'ici  et  il  parvient,  par 
une  méthode  élégante,  à  généraliser  et  i  étendre  à  tous  les  cas  les  formules 
données  par  Hermite  pour  les  fonctions  de  seconde  espèce.  Il  suffit,  dés  Ion, 
de  développer  en  séries  trigonométriques  les  fonctions  primaires  pour  résoudre 
la  question  d'une  façon  générale. 

I/ilbert  (D,),  —  Sur  les  singularités  de  la  surface  discriminante. 

(437-441). 

Soient  x^t  x^j ....  â?,^,  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  dans  un  espace 
&  n  dimensions.  A  ce  point  on  peut  faire  correspondre  une  fonction  entière  de 
degré  n  d'une  variable  t 

X(£)  =  a:,/*4-j:./— •-h...-4-J7^». 

X(f)  =  o  représente  alors  un  plan  qui,  lorsque  t  varie,  enveloppe  la  sorfare 
discriminante.  L'auteur  étudie  les  singularités  de  cette  surface,  ou  plutôt  de 
cet  espace. 

Maisano  (G.).  —  Le  discriminant  de  la  forme  binaire  du  sixième 
ordre.  (442-4^ •^•)- 

L'auteur  dans  un  Mémoire  sur  la  sextique  binaire  {AttiAcc.  Lincei\  t.XLX) 
a  employé  le  discriminant  établi  par  Brioschi  dans  \es  Annali  di  Matematica. 
Il  donne  ici  le  calcul  symbolique  de  ce  discriminant  en  s'appuyant  sur  les  ré- 
sultats de  Gordan  relatifs  aux  résultants  de  deux  formes  binaires  du  cinquième 
ordre. 

Schlesinger  (O.).  —  Sur  les  courbes  conjuguées;  et,  en  parti- 
culier sur  la  relation  géométrique  entre  une  courbe  du  troisième 
ordre  et  une  courbe  de  troisième  classe  qui  lui  est  conjuguée. 

(453-477). 

On  dit  qu'une  courbe  du  ai'«"«  ordre   a'[  =  0  cl   une  courbe  de  n*""  cla^<«" 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  ii3 

{/«  =  o  sont  conjuguées  lorsque  l'invariant  simultané  bilinéaire  de  ces  deux 
formes  est  égal  à  zéro  (  Rosanes,  Journal  de  Crelle,  t.  76,  p.  3i6).  Le  cas 
où  n  est  égal  à  a  a  été  étudié  depuis  longtemps,  en  particulier  par  Hesse, 
dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  45,  p.  87,  par  Salmon  {voir  Salmon-Fiedlbr, 
Kegelschnitte,  a*  édition,  p.  44^)»  par  Rosanes  {Math.  Ann.,  t.  VI),  par  Smith 
{Proc.  L.  M.  S.f  t.  II)  et  par  M.  Darboux  {Bull,  des  Sciences  math.,  t.  I,). 
L'auteur  donne  quelques  propositions  générales  dans  le  cas  de  n  quelconque 
et,  lorsque  n  est  égal  à  3,  il  montre  en  particulier  que,  si  une  courbe  de 
troisième  ordre  est  conjuguée  d'une  courbe  de  troisième  classe,  la  première 
contient  une  infinité  de  pentagones  polaires  relativement  à  la  seconde. 

Dolza  (O.).  —  Représentation  des  invariants  rationnels  entiers 
de  la  forme  binaire  du  sixième  degré  au  moyen  des  zéros  des 
fonctions  0  correspondantes.  (478-495). 

Quelques  cas  particuliers  de  cette  question  générale  avaient  été  jusqu'ici 
traités  par  Rosenhain  et  Thomae.  L'auteur  traite  le  problème  avec  tous  les  dé- 
veloppements qu'il  comporte. 

Maschke  {IL)-  —  Sur  les  groupes  de  substitutions  linéaires,  qua- 
ternaires, finis  des  modules  de  Borchardt.  (496-5 1 5). 

Krause  {M.).  —  Sur  le  développement  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  et  de  troisième  espèces  en  séries  trigo- 
nomélriques.  (Second  Mémoire).  (5i6-534). 

Weltzien  (C).  —  Sur  la  théorie  des  courbes  planes  dont  les 
coordonnées  s'expriment  sous  forme  rationnelle  entière  de 
deux  fonctions  linéaires  et  de  deux  racines  carrées  de  fonctions 
entières  d'un  paramètre.  (535-545). 

Étude  des  courbes  représentées  par  les  équations 


px,=  {c,t-^c,)^E{t)  H-(c,r-4-c,)v/F(7), 

où  E(^)  et  V {t)  sont  des  fondions  entières  de  t.  Il  ne  considère  d'une  façon 
spéciale  que  les  cas  où  la  courbe  est  du  quatrième,  cinquième  ou  sixième 
ordre. 

Bolza  (O.).  —  Sur  les  formes  linéaires  du  sixième  ordre  trans- 
formables en  elles-mêmes  par  des  substitutions  linéaires.  (546- 
552). 

Hésumé  d'un  travail  paru  in  extenso  dans  X American  Journal  of  Mathe- 
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matie*!  impon»nt  au  point  de  vut  ilt  la  lli^orif  de*  fondions  moduUira  lii- 
I>crctlip  tiques. 

/fenri  {K.).  —  latdgration  des  i^qiiHlions  (liiïérenhcllcs  linéaires, 
régulières,  du  second  ordre,  au  moj'cn  du  développement  en 
frnciions  ronlinues  des  intégrales  akéliennes  entières  de  troi- 
sième cspl^ce.  (553-5fio), 

Les  résultats  obtenus  par  une  voie  dillïmite  sont  ceux  ftablis  par  llamlKTI 
(/ourn.  de  V École palyltchnique,  XLV'lll'  Cahier). 

Ililbert  {D.).  —  Sur  les  faisceniiic  de  formes  liiiiaires  dont  Ini 
combinants  ont  une  propriété  particulière.  (56[-Ô7o). 

Glanera  lliia  lion  de  la  théorie  des.  formes  transforniRltlo  en  r1li^a-niOair«  fit 
Je*  subïiilutions  lim-aiir*. 

Caspary  (F.).  —  Sur  une  démonstratiou  sim])1c  des  formules 
fondamentales  do  Hosenhain.  (^'J^-^'j'j)- 

L'auteur  a  déjfl  démunlrË  et  généritisé  les  forraules  de  Ituïenhatn  dam  da 
travaux  précédents  (Journal  de  Creile,  t.  91,  p.  83;  l.  07,  p.  i65;  .Vatk. 
Ann.,  t.  \XIX,  p.  Igl).  Il  a  appliqué  la  miuie  mêlhoile  aux  fonctions  Ibtu 
d'un  nombro  quelconque  de  variables  dans  les  Comptée  rendu*  di»  Mixnca 
de  l'Acadimu  de»  Scientei  (t.  CIV,  p.  log^ct  ii5.>). 

Il  revient  ici  sur  les  forniulds  de  Raseahsin  pnur  en  donner  une  noavclla 
démonslralion  qui  montre,  une  fois  de  plus,  les  liens  qui  existent  entre  I» 
travaux  de  KoMnbain  et  ceux  de  GOpel. 

Kiirxchiïfi  {J.).  —  Sur  les  j)ol^'gones  îuscril.s  et  circonscrits  au 
cercle.  (378-581). 

Sonine  {N.).  —  Sur  les  fonctions  cylindriques.  (582-583). 

M.  Schafhcillin  (JUalh.  Ann.,  t.  X\X,  voir  plus  haut)  a  donné  la  représen- 
tation de  la  série  hypergéométrique  par  une  intégrale  définie  contenant  Im 
fonctions  de  Kessel  ou  fonctions  cylindriques.  La  même  expression  avait  été 
obtenue  antérieurement  par  Sonine  dans  les  Becherchet  sur  les  fonctioas  cy- 
lindriques publiées  dans  le  t.  \VI  des  Math.  Ann. 

Tome  XXXI,  1888. 

Kônig{J.).  —  Sur  une  nouvelle  interprétation  des  équations  fon- 
damentales de  la  Dynamique,  (^-^i). 


Les  équatio 

ns  fondamentales  de  la  Dya 

miquc 

sont,  en 

réatitc,  des  proposi' 

ions  déduite 

de  l'expérience,  00  plutôt. 

en  fait. 

n  ne  peut  réellemenl 

pa»  les  vérifie 

r  d'une  façon  absolue  par  1' 

xpérie 

ce,  ce  s 

ont  des  axiomes. 
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L'auteur  se  propose,  dans  ce  Mémoire,  d'étudier  quelles  sont  les  lois  simples, 
les  principes  de  la  Mécanique,  qui  comprennent  les  équations  fondamentales  de 
la  Dynamique,  desquelles  ces  lois  sont  des  Conséquences  purement  mathéma- 
tiques. Nous  devons  renvoyer  au  Mémoire  pour  Tétude  de  cette  question  déli- 
cate. 

Sclionjlies  {A,).  —  Sur  les  configurations  régulières  713.(43-69). 

Dans  le  présent  Mémoire,  l'auteur  se  propose  d'établir  et  de  généraliser  les 
propositions  sur  les  configurations  régulières  qu'il  a  données  ailleurs  dans  les 
Gôttingen  Nachrichten^  p.  4*0 >  1887.  Les  configurations  dont  il  s'agit  sont 
toutes  comprises  dans  un  ordre  plus  général  de  configurations,  celles  qui  se 
déduisent  de  cycles  de  polygones  inscrits  et  circonscrits  d'une  façon  régulière 
les  uns  aux  autres  et  les  uns  dans  les  autres.  L'auteur  donne  les  différentes 
configurations  de  cette  espèce  et  aussi  les  groupes  des  substitutions  qui  corres- 
pondent à  chacune  d'elles. 

Les  travaux  de  Kantor  {Sitzb.  Wien.,  t.  LXXXIV,  p.  91.5  et  1291),  de  Mar- 
tinelti  {Ann.  di  Matent.,  t.  XV,,  p.  1)  et  de  Schroler  {Journal  de  Crelie, 
t.  100,  p.  aS-;)  se  trouvent  ainsi  reliés  et  complétés. 

Busclie  {E,),  —  Sur  la  fonction  cp  d'Euler  ( 70-74)' 

Gauss  a  montré  que  la  fonction  9(07)  d'Euler  qui  représente  le  nombre  des 
nombres  premiers  k  x  tl  inférieurs  à  x  jouit  de  la  propriété  définie  par  l'é- 
quation 

%^çp(j7)  =  m  (m  =  o,  mod  x)  ; 


X 


l'auteur  donne  une  proposition  plus  générale,  comprenant  la  précédente.  Citons 
un  autre  cas  particulier  du  théorème  général.  On  a 

2:9(57)  =  /i', 
lorsque  x  prend  toutes  les  valeurs  pour  lesquelles Ef-j^-- 

Kœnigsberger  {L,).  —  Sur  les  relations  algébriques  qui,  relati- 
vement à  une  équation  différentielle  linéaire  homogène  du  se- 
cond ordre,  existent  entre  les  intégrales  fondamentales  et  leurs 
dérivées.  (75-84). 

Soit  l'équation  irréductible 

il  ne  peut  exister  de  relation  algébrique  entre  deux  intégrales  fondamentales 
et  leurs  dérivées  que  si/,(a7)  est  la  dérivée  logarithmique  d'une  fonction  algé- 
brique, et  dans  ce  cas  la  relation 

est  la  seule  relation  algébrique  qui  existe. 
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Lilienthal  {R.  von)*  —  Sur  une  espèce  particulière  de  systèmes 
de  rajons.  (85-g5). 

En  an  point  d'ane  surface  on  considère  la  normale  et  les  deux  tangentei  a» 
lignes  de  courbnre  passant  par  ce  point.  Si  par  ce  point  on  mène  ane  droite 
faisant  avec  les  droites  construites  précédemment  des  angles  constants,  on  ob* 
tient  un  système  de  rayons.  L'auteur  établit  les  principales  formales  relatifci 
i  un  tel  système  et  en  tire  quelques  conclusions  relatÎTement  aux  rclatioai 
entre  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  géodésiques.  * 

Meyer{F,).  —  Sur  la  génération  algébrique  de  toutes  les  courbes 
planes  rationnelles  du  quatrième  ordre,  même  lorsqu'elles  le 

décomposent.  (gô-iSS). 

• 

Wiltheiss  {E.),  —  Équations  aux  dérivées  partielles  des  fonctions 
tliéla  h^perelliptiques  el  de  leurs  périodes.  (i34-i55). 

Dans  le  tome  99  du  Journai  de  CrelU,  l'auteur  a  établi  les  équations  qui  relleal 
les  dérivées  partielles  des  fonctions  thêta  hyperellipUques  prises  par  rapport  ani 
arguments  et  aux  paramètres.  Dans  \t%Math,  Ann,^  t.  XXIX,  p.  37a,  à  regard 
des  fonctions  thêta  &  deux  variables,  il  a  montré  que  les  différentes  expressioas 
qui  se  présentaient  dans  ces  équations  étaient  ou  bien  des  covariantSi  ou  ea 
tout  cas  en  relation  des  plus  étroites  avec  la  théorie  des  invariants. 

L'auteur  revient  ici  à  la  question  générale  des  fonctions  thêta  hyperellip- 
tiques  i  p  variables.  Il  s'appuie  non  seulement  sur  la  définition  des  fonctioas 
thêta,  mais  aussi  sur  les  propriétés  principales  dont  elles  jouissent  et  qui  soat 
connues  d'autre  part.  Il  forme  tout  d'abord  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles auxquelles  satisfont  les  périodes  des  intégrales  normales  de  première  et 
de  seconde  espèce,  et  en  conclut  ensuite  les  équations  aux  dérivées  partiella 
relatives  aux  fonctions  thêta  elles-mêmes. 

Schafheitlin  (P-)-  — -  Sur  une  représentation  sous  forme  d'inlé- 
grale  de  la  série  hjpergéométrique.  (i56). 

L'auleur  reconnaît  que  la  formule  qu'il  avait  établie  est  due  à  Sonine  (voir 
Math.  Ann.,  t.  XX\,  p.  1J7  el  p.  583). 

Dingeldey  (/*'.).  —  Les  concoinilants  des  formes  cubiques  ter- 
naires, el,  en  parliculier,  de  la  forme 

j-i xj  —  4  xj  4-  g^ x\  x^  -4-  ^jT } . 
(157-176). 

On  emploie  le  mot  concomitant  comme  terme  collectif  pour  indiquer  les  in- 
variants, les  covariants,  les  contravariants,  les  formes  intermédiaires.  Ce  travail 
peut  être  considéré  comme  le  complément  du  Mémoire  de  Ca yley  Sur  les  trente- 
quatre  concomitants  de  la  cubique  ternaire  {Amer.  Jour.  0/  Math.)  qui  con- 
tient les  concomitants  relatifs  à  la  forme 

/  -  a.r\  -\-  bx]  -\-cxl  -h  C}/x^\\.t.. 
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La  courbe  /  =  0  est  une  cubique.  Cette  cubique  peut  avoir  un  point  double, 
mais  le  cas  où  elle  possède  un  point  de  rebroussement  est  exclus.  De  là  la  né- 
cessité de  compléter  les  calculs  de  Cayley.  L'auleur  avait  d'abord  choisi  la 
forme  x^x\^  ^x\;  mais,  sur  une  remarque  de  Klein,  il  a  choisi  de  préférence 

la  forme 

x^xl-  ]x\-i- g^x]x^-h  g^x',, 

intimement  reliée  à  l'équation  qui  définit  la  fonction  p{u)  de  Weierstrass 

Dingeldey  {F.),  —  Sur  la  transformation  de  Téq^ualicin  de  la 
courbe  plane  du  troisième  ordre  à  point  double  en  sa  forme 
normale.  (177-181). 

La  transformation  de  l'équation  de  la  courbe  générale  du  troisième  ordre  en 
sa  forme  normale  ou  forme  de  Hesse 

a{x\-\- x\-\- x\) -{-^Ix^x^x^^  o 

a  fait  le  sujet  de  nombreux  travaux  de  Hesse,  Aronhold,  Clebsch  et  Gundel- 
fmger.  L'étude  de  la  transformation,  lorsque  la  courbe  offre  des  singularités,  n'a 
pas  élé  faite.  Dans  la  présente  Note  l'auteur  examine  le  cas  des  courbes  du 
troisième  ordre  possédant  un  point  double,  en  renvoyant  au  Mémoire  analysé 
précédemment  en  ce  qui  concerne  les  courbes  à  point  de  rebroussement.  Il 
prend  pour  forme  normale 

f  —.  a{x\-\-  x\)  -h  (^lx^x^x^=  o. 

Schlesinger  (O.).  —  Sur  l'emploi  des  fonctions  thêta  dans  les 
courbes  du  troisième  ordre.  Application  aux  courbes  apolaires 
relativement  à  une  courbe  du  troisième  ordre.  (182-219). 

Kœnigsberger  (L.).  —  Sur  les  relations  algébriques  entre  les  in- 
tégrales des  équations  différentiel  les  linéaires.  (220-226). 

Soit 

une  équation  différentielle  linéaire  du  m'**"* ordre  à  coefficients  algébriques,^, 
étant  une  intégrale  qui  ne  satisfait  pas  à  une  équation  d'ordre  inférieur  au  m'*""; 
existe-t-il  une  relation  de  la  forme 

F  étant  une  fonction  algébrique? 

Pour  le  cas  du  troisième  ordre  par  exemple,  il  faudrait  que  les  trois  inté- 
grales fondamentales  fussent  de  la  forme 

où  c  est  une  constante,  f  ti  g  des  fonctions  algébriques  quelconques  de  x.  Et 
Bull,  des  Sciences  mathe'm.,  a*  série,  t.  XV.  (Août  1891.)  R.io 
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alors  on  a  la  relation 

Fricke  (/?.).  —  Sur  les  sous-groupes  particularisés  dans  le  groupe 
des  fonctions  modulaires  elliptiques.  (227-284). 

Ce  travail  comprend  une  généralisation  dos  résultats  obtenus  par  Tanteur 
dans  les  sections  I  et  If  de  son  Mémoire  Sur  les  groupes  particularises  de  genre 
un  publiés  dans  le  tome  précédent  des  Math,  Ânn. 

Zeuthen  (H.-G.).  —  Sur  la  détermination  d'une  courbe  algébrique 
par  des  points  donnés.  (23()-25i). 

Dans  ce  travail  l'auteur  revient  sur  la  démonstration  du  théorème  fonda- 
mental de  Nœther  pour  donner,  lui  aussi,  une  contribution  importante  à  l'élude 
qu'ont  poursuivie  Halphen,  Vos-*,  Slickelbcrgcr,  Brill,  Valenliner,  Cayley,  Ba- 
chararh,  etc.  L'auteur  appuie  d'une  façon  toute  spéciale  sur  les  propositions 
de  Cayley  sur  l'inlcrseclion  des  courbes  et  sur  la  détermination  des  courbes 
par  des  points  distincts  ou  des  ensembles  de  points. 

KilUng  (  W.),  —  La  composition  des  groupes  de  transformation 
finis,  continus.  (•>.;V>.-^j)o). 

Contribution  importante  à  la  théorie  des  groupes  de  transformation  de  Lie 
et  suite  des  travaux  de  l'auteur  sur  l'extension  de  la  notion  d'espace  (Brauns- 
berg,  1884  )  et  sur  la  théorie  des  transfurmalions  de  Lie  (i</.,  18SG). 

Kftpper  (C).  —  Sur  le  faisceau  linéaire  fi^^^  détaché  par  les  x^ 
droites  C  du  plan  sur  une  courbe  CJ*,  d'ordre  m  et  de  genre  />. 

(v.()i-3oi). 

Généralisation  des  résultats  de  Nœllicr  cl  îipplication  A  lu  délerniination  du 
maximum  du  genre  des  courbes  gauches  cl  des  surfaces  réglées. 

Kœni<^shergcr  (/^.).  —  Sur  rabaissement  de  Tordre  des  équations 
difTérentielles  algébriques  à  Taide  d'intégrales  connues.  (3<)i- 
3o8). 

On  a  la  proposition  suivanle  qui  s'étend  immédiatemcnl  aux  équations  dif- 
férentielles d'ordre  quclcon(|ue  : 

u  Parmi  les  équations  (lirrércnliellcs  al^^ébriqiies  du  second  ordre  qui  ne  ré- 
sultent pas  immédiatement  de  la  composition  d'expressions  difrérenlielles  du 
premier  ordre  et  de  leurs  dérivées,  il  n'y  a  (jue  les  équations  linéaires  du  *e 
cond  onire  <|ui  jouissent  de  la  propriété  de  pouvoir  être  réduites  à  »les  équa- 
tions différentielles  algébriques  du  premier  ordre  par  l'adjonction  iVune  inté- 
grale. » 

Isenkralie  {C).  —  Sur  Tapplicalion  de  riléralion  des  fondions  à 
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la  représentation  des  racines  des  équations  algébriques  cl  trans- 
cendantes. (Sog-Si^). 

Dans  le  volume  WIX  des  Afath.  Ann.,  Nelto  a  publié  un  Mémoire  Sur  un 
algorithme  pour  la  résolution  des  équations  numériques  algébriques,  où  il 
a  montré  que  la  résolution  de  l'équation 

x"^  X  —  a  =  o 

pouvait  être  obtenue  par  l'emploi  répété  de  l'opération 


^*+i  =  V  «^t  -+-  «• 

HofTmann  {Arch.f.  Math. y  p.  33;  1K81)  a  montré  que,  relativement  à  l'équa- 
tion 

x'*^  —  px'*-¥  q  —  o, 

l'emploi  des  deux  expressions 

«/       a 


n—H 

et 


m~n/ 

x^    y7/>- 


9_ 

X"* 


conduit  à  deux  algorithmes  dont  l'itération  fournit  les  racines  réelles  de  l'é- 
quation proposée.  M.  Iscnkrahe  s'occupe  de  la  généralisation  de  ces  résultats 
et  de  la  détermination  de  la  convergence  des  algorithmes  auxquels  il  a 
recours. 

r.  GalL  —  Le  système  de  formes  complet  de  la  forme  binaire 
du  septième  ordre.  (3 1 8-336). 

L'ensemble  des  formules  données  par  l'auteur  forme  un  complément  impor- 
tant qui  vient  s'adjoindre  aux  travaux  de  Sylvester  {Am.er.  Journ.  of  Math.y 
t.  n,  p.  aSo)  et  de  Ilammond  {Proc.  L.  ^V.  5.,  t.  XIV,  p.  85-88).  Des  formes 
fondamentales  nouvelles  importantes  se  tri>uvcnt  ainsi  ajoutées  à  l'ensemble 
déjà  déterminé  par  Sylvester. 

JVekrassof  (P,),  —  Le  module  du  maximum  maximorum  d'une 
fonction  ^(re?*)  relativement  à  cp.  Application  de  ses  propriétés 
à  la  série  de  Lagrange.  (337-358). 

Ce  Mémoire  contient  quelques-uns  des  résultats  obtenus  par  l'auteur  dans 
un  travail  publié  dans  le  Journal  mathématique  de  MoscoUj  t.  XII,  i885,  sur 
la  série  de  Lagrange.  Il  forme  une  suite  aux  travaux  de  Cauchy  :  Mémoire  sur 
divers  points  d'Analyse  {Mém.  Acad.  France,  t.  VIII,  1829;  Résumé  d'un 
Mémoire  sur  la  Mécanique  céleste  et  sur  un  nouveau  calcul  appelé  calcul 
des  limites  {Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique,  t.  II;  i8/|i), 
et  de  Rouché  :  Mémoire  sur  la  série  de  Lagrange  {Journal  de  l'École  Po- 
lytechnique, Cah.  XXXIX,  1841).  Voir  aussi  Serret,  Cours  d'Algèbre  supé- 
rieure, t.  I,  p.  477-'i^*>i  V  édition;  1877.  Le  travail  de  l'auteur  précise  et  com- 
plète les  résultats  auparavant  connus. 
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Neo{>ius  {E,).  —  Sur  un  problème  géoméirîque  particulier  de 
minimum.  (SSg-Sô'Jt). 

Soit  CAB  un  angle  donné,  on  demande  de  mener  par  un  point  M  une  droite 
EMF  telle  que  le  segment  EF  détaché  par  les  côtés  de  Tangle  sur  cette  droite 
soit  minimum. 

Le  problème  a  été  traité  depuis  longtemps,  mais  on  ne  parait  paA  avoir  re- 
marqué que  réquation  du  troisième  degré  auquel  il  conduit  possède  parfois 
trois  racines  telles  que  deux  d'entre  elles  correspondent  à  un  minimum  et  la 
troisième  à  un  maximum. 

Heun  {K,).  —  Sur  le  multiplicateur  linéaire  homogène  d'Euler 
pour  l'intégration  des  équations  différentielles  linéaires  régu- 
lières du  second  ordre.  (303-3^3). 

Dans  ses  Inst.  Cale.  Integr.j  Kuler  s'est  occupé  avec  détail  de  la  détermi- 
nation d'un  multiplicateur  linéaire  homogène  qui  rende  intégrable  l'équation 
difTcrentielle  linéaire  homogène  du  second  ordre.  L'auteur  expose  tout  d'abord 
cette  méthode  éié^^ante  d'intégration  et,  en  la  comparant  à  la  théorie  des  équa- 
tions diiïcrcnticllcs  linéaires  de  Hicmann,  en  établit  la  base  naturelle.  Il 
montre,  en  particulier,  que  la  méthode  employée  par  Fuchs  pour  intégrer  Té- 
quation  de  Lamé  découle  immédiaLement  de  la  méthode  d'Euler.  Des  consi- 
dérations d'ordre  plus  général  permettent  de  faire  voir  que  ce  cas  particulier 
est  le  seul  dans  lequel  la  détermination  du  multiplicateur  intégrant  conduit  à 
une  simplificalion  circclivc. 

Brill  (-^.).  —  Sur  les  correspondances  algébriques.  (3-4-4o9)' 

\V ilthelsa  i^Ed!).  —  Sur  les  séries  do  j)uissanres  des  fonctions 
llicla  hvpcrcllipli(|ucs.  (/j  io-i'>.3). 

La  dislinrLiiin  |)riiicip;ilc  entre  les  fonctions  llièla  liypcrclliptiques  de  Wei^r- 
slniss  el  celles  de  Jacol)i  consiste  surtout  en  ce  (jiie  les  coefficients  du  dé\elu[>- 
[)Cincnt  des  |)reniiers  suivant  les  puissances  des  arguments  sont  des  fonctions 
ralif)nnelles  des  points  de  ramiticalirHi  ei  de  eertaino  (juantilés  (}ui  se  prësen- 
Lenl  dans  les  inLéj^rales  de  seconde  opè.-e.  Si  l'on  détermine  convenablement 
ces  quantités  dans  les  inléfs'i'idcs  de  sec(»n(l(?  espèce,  les  coeflicients,  indépen- 
danirnenl  d'un  facteur  roninuin,  peuvcnL  être  rendus  des  fonctions  entières  des 
points  de  ramification.  (Jn  n'avait  pas  de  démoiislraLion  simple,  ininiédialc,  de 
cette  propriété.  L'auteur  en  donne  une  i<'i,  en  s'appuyant  simplement  sur  la 
(lèlînilion  A' uue  fonction  thèla  par  une  inléj^rale  de  troisième  espèce,  sur  les 
forujules  qui  permettent  par  addition  de  systèmes  de  demi-périodes  de  passer 
de  cette  fonction  aux  autres  el  enfin  sur  le  théorème  d'.Vbel  pour  les  intégrales 
de  première  espèce. 

I  .  GalL  —  Les  s\zyganls  irréductibles  tle  deux  formes  ciibiinics 
simili  Innées.  (4'  î-il*»  ^- 
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Slroli  (E.).  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  formes.  (44 1- 

443). 

La  théorème  de  Cayley  sur  le  nombre  des  covariants  linéairement  indépen- 
dants relatifs  à  une  forme  binaire  a  été  démontré  à  Taide  des  développements 
en  séries  par  Ililbeit  {Math.  Ann.,  t.  XXX,  p.  20);  l'auteur  se  propose  ici  de 
le  déduire  sans  calcul  de  la  théorie  de  Gordan. 

Stroh  {E,),  —  Sur  les  covariants  asjzjgétiques  du  troisième  degri* 
d'une  forme  binaire.  (444"454)* 

L'auteur  cherche  à  établir  des  critériums  nouveaux,  suffisants  dans  tous  les 
cas,  pour  reconnaître  si,  dans  un  système  de  covariants  donné,  toute  forme  est 
irréductible,  et,  par  suite,  pour  reconnaître  nettement  si  l'on  a  aiïaire  à  un 
système  complet  de  formes. 

Pringslieim  {A,).  —  Sur  la  théorie  de  la  fonction  gamma.  (4^5- 
48i). 

Exposé  des  propriétés  fondamentales  de  la  fonction  gamma. 

1$  1.  Première  méthode  pour  le  développement  de  la  fonction  1"  en  un  pro- 
duit infini.  Déduction  des  formules  fondamentales. 

d  log  V Ix) 
§  2.  L'intégrale  de  Gauss  et   de   Dirichlet   pour  ^ •  1/intégrale  de 

Cauchy  pour  logr(  j; -î- i). 
§  3.  Autre  méthode  pour  obtenir  le  développement  en  produit  de  r(x). 
§  4.  L'intégrale  eulérienne  de  première  espèce. 

llilbert  (D.).  —  Sur  les  formes  binaires  de  discriminant  donné. 

(482-492). 

Si  l'on  considère  deux  formes  binaires  du  v*"*  ordre 


il  y  a  dans  la  multiplicité  simplement  infinie  des  formes 

A'  ç  4-  m  +, 

en  tout  2v  —  3  formes  possédant  un  facteur  linéaire  élevé  au  carré. 
Le  produit  de  ces  3v  —  2  facteurs  linéaires  est  donné  par  le  déterminant 

fonctionnel  des  deux  formes  (9,  ^),  et  les  valeurs  du  rapport  —  correspondant 

à  ces  2v  —  Q  formes  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de  la  forme 
A'9  +  m^.  Dans  le  travail  présent,  l'auteur  établit  toutes  les  formes  de  cette 

nature  pour  lesquelles  les  2v  —  2  rapports  —  ont  des  valeurs  données  à  l'avance. 
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ou,  ce  qui  revient  au  mémei  pour  lesquelles  le  discriminaat  B{A',m)  est  aoc 
forme  binaire  donnée  d'ordre  3v  —  2  relativement  aux  variables  k  et  m. 

Maisano  (G.).  —  Le  covariant  steinérien  de  la  forme  binaire  du 
sixième  ordre.  (493-5o6). 

L'auteur  appelle  covariant  steinérien  d^une  forme  binaire  /  le  covariant 
qui,  égalé  à  zéro,  représente  les  points  du  domaine  binaire  dont  les  premières 
polaires  ont  une  racine  double.  Ce  covariant  s'annule  identiquement  si  la  forme 
fondamentale  possède  une  racine  triple.  On  reconnaît  assez  facilement  que  la 
condition  que  le  covariant  steinérien  soit  nul  est  non  seulement  nécessaire, 
mais  aussi  suffisante  pour  que  la  forme  fondamentale  possède  un  point  triple. 

L'auteur  donne  le  calcul  de  ce  covariant  dans  le  cas  de  la  forme  binaire  do 
sixième  ordre. 

Kneser  (A.).  —  Kecherclies  synthétiques  sur  les  plans  d'oscula- 
lion  des  courbes  gauches  quelconques  et  sur  les  relations  de 
réalité  qui  existent  relativement  à  certains  systèmes  de  coniques. 

(507-548). 

Si,  d'un  point  quelconque,  on  projette  une  courbe  gauche  donnée  quelconque 
sur  un  plan,  il  y  a  autant  de  plans  osculateurs  qui  passent  par  le  centre  de 
projection  que  la  courbe  plane  possède  de  tangentes  d'inflexion.  Si  Ton  veut  se 
rendre  compte  des  diiïcrcntes  formes  sous  lesquelles  on  voit  une  même  courbe 
en  se  plaçant  en  des  points  diiïércnts,  il  faut  connaître  combien  passent  de 
plans  osculateurs  à  la  courbe  par  un  point  quelconque,  lorsque  ce  point  occupe 
successivement  toutes  les  positions.  Ce  nombre  ne  peut  varier  que  si  le  point 
traverse  la  surface  développable  formée  par  les  tangentes  à  la  courbe,  ou  encore 
certains  plans  singuliers.  L'espace  se  trouve  donc  divisé  en  régions,  telles  que, 
relalivcmenl  à  deux  points  situes  dans  la  même  ré^'ion,  le  nombre  des  points 
(l'inflexion  apparents  est  le  même.  L'auteur  étudie  dans  son  Mémoire  le  mode 
de  distribution  de  ces  régions,  détermine  leur  nombre  et  leurs  caractères  dans 
les  cas  les  plus  simples,  ce  qui  le  conduit  à  des  théorèmes  remarquables,  en 
particulier  sur  les  systèmes  de  coniques. 

Simony  {O.).  —  Sur  quelques  pr()})Osilions  arithmétiques  ob- 
tenues en  écrivant  les  nombres  dans  le  svslcme  binaire.  (549- 
566). 

Gordan  {P-).  —  Le  discriminant  de  la  forme  du  scptiénie  degré 

/--^<..  (567-609). 

Les  procédés  de  Bézout  et  de  Cauchy  permettent  d'arriver  rapidement  à  la 
détermination  du  discriminant  d'une  forme/;  mais  le  discriminant  se  présente 
alors  sous  forme  de  déterminant,  et  non  pas  sous  sa  forme  la  plus  naturelle, 
qui  est  celle  où  sont  mis  en  évidence  les  invariants  ron<]an)cnlaux  de  /. 

L'auteur  applique,  au  cas  du  r.cptième  degré,  prcciscinenl  la  mériie  méthode 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  i:i3 

que  relie  qu'il  il  cïposjîe  duns  ses  Vùileiungen  iiber  Iitvaiianten,  l.  Il,  et  qui 
lui  ï  TourDJ  les  nisullaLs  relatifs  au  qualriùme,  cinquième  et  siiiéme  degréii. 

Sloh  {O.).  —  Sur  deux  espèces  de  quantilé.s  infinimctil  pclilcs  cl 
de  qiianlités  infiniment  (;randes.  (6oi-6o4)> 


SITZUNGSBEIUCHTE    der    Kaiseblichen    âkadehie    der  Wissensciivftek 
7.U  WlEN  ('). 

Tome  LXXX[;  1880. 

Wcycr  (Emit).  —  Sur  des  polygones  complets  inscrits.  (80-84). 

dans  une  courbe  plane  du  quatrième  ordre,  mais  que,  s'il  en  existe  un,  il  en 
existe  une  infinité.  C'est  ce  qui  arrive  lorsqu'il  eiisle  sur  la  courbe  trois  points 
en  ligne  droite  tcU  que  les  tangeaies  en  ces  points  forment  un  triangle  inscrit. 

Stefan  (S.).  —  Sur  la  force  portative  des  aimants.  (89-1 16). 

La  force  portative  d'un  aimant  est  calculée  dans  deux  cas. 

Le  premier  est  Celui  d'un  anneau  aimante  {i  l'intérieur  duquel  il  n'existe 
aucune  masse  magnétique  libre)  partage  en  deux  parties,  l'aiinaDt  et  l'arma- 
ture, par  un  plan. 

Le  second  cas  est  celui  d'un  sjstémc  où  l'aimant 


liollzmann  (Ludivig).  —  Sur  la  théorie  du  frottement  des  gaz. 
(1 17-158,  avec  7  g;ravuressur  bois). 

Kappclons  d'abord  brièvement  que,  dans  la  première  méthode  employée  par 
Maxwell  [PhU.  .Vag..l.  \\\)  pour  la  détermination  de  la  constante  de  Crotte- 
meot  ainsi  que  des  constantes  de  dilTusion  et  de  conductibilité  calorifique  des 
gaz,  il  peut  arriver  que  l'on  trouve,  pour  ces  constantes,  des  valeurs  approchées 
qui  dilTèrcnt  notablement  entre  elles,  suivant  l'hypothèse  que  l'on  adopte  pour 
lu  distribution  des   vitesses  des   molécules  gazeuses.  Cependant,   Maxwell  a 

résultats  indépendants  de  la  loi  de  distribution  des  vitesses,  si  l'on  pouvait 
supposer  que  les  molécules  gazeuses  se  repoussent  en  raison  inverse  de  la  cin- 
quième puissance  de  la  dislance  de  leurs  centres.  Cette  nouvelle  hypothèse, 
opposée  à  l'ancienne,  d'après  laquelle  les  molécules  gazeuses  se  comporteraient 
comme  des  sphères  élastiques,  a  été  souvent  mal  interprétée.  Boltimann  essaye 
de  la  reprendre  tout  en  donnant,  i  côté  de  cette  nouvelle  théorie  de  Maxwell, 
de  nouveaux  dé*eloppeiiienta  aar  l'ancieiiae  hypothète  dci  sphères  élastiques 
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et   il  m-^Btrr  quf.  pièr  um^  «rtwJ^r.  4««>«'i  approf'Hidic  q»c  pwfi^itlc  dt-  ccr  iIk 
thf<*ri<^^.  I  oa  f^«t  ^->i4r  )*«  La«<*  de  rcrhercbe*  Boarclles  «vr  If  «Bjd 

Lji  frr**at^  **-n^  4*^  potlir^tjODfr.  qai  fait  »«ii te  à  de  précede&if-  mv^m  t: 
ui'.njr  autour  ^itzuA::$l€rKkte  der  n'iemer-  Aka^iemtie.  t-  L\"*l.  i^ 
t.  LWII.  1^3  •.  «^t  cbf  ^^•btntaiJ'/D  «  l'étude  de  raacîenne  tbéorK  às4|ll9^ 
clj<»ti^u<^.  C.-Bm<  '^^  A^  r#>B0SiIt  |Mf.  actoellenieot.  dan»  I~iirpnike»r  ii« 
^p-bTrEr?*  -U^i^or-^.  4<-  mrik'xS".  |fjur  la  déterminât  ion  de  la  rt'usiaiik  r 
fp.*tt?ai^ot.  q'iti  <-  .:  l^'lT;'<b•iaot<(  d«  la  loi  de  distnbatioD  des  «it^ae^  \lt^ 
chtT:b*  ir  ^-fi'.^  I  1  '-  -istitufr.  é«i'JrniiD?Dt,  la  partie  essentielle  da  irubio- 
piMp..vr.  L'«a:fv;r.  <i  -:•".  c?^t.  dvone.  dan»  des  dêTeloppemeoL»  nkat^rmaiiOR 
lnr>  ccen-la^  qu:  '.-:-'j;^fit  la  uiajrure  partie  de  la  présente  «êrie  de  MrBuj& 
la  <^'!utioo  à*  1  ?;s4*.i-.  a  {a?  ««rriGe  la  f*»nrium  qui  détermine  la  loi  oe  ôhc* 
buti..'n  d<s  f  :les«e*-  «rjuiti  -o   qui    avait   été    formée    dans   des  ll«s>(;M^e^  n- 

1^  P'iiu'r:     /,'.  .  —  Sur  lunr  rrlatioii  rnlre  les  élémenls  sin^nlifr^ 

l  ir  .:ii---I-:.  z  ..li:^-'  p.*>rJ*:  «juatiT  éléments  doubles  rf,.  d^,d.,d  ni 
rftrr^fï'.-r.:  ai»*-:  !■**  \x*\ir  rl-aienis  de  ramification  t\,  c^,  v  ,  v  quatre  îr-*.^ 
■i-î  ;  .Cl  ;  j*..  3  V.  '\  ^.r  4.'  -r*  itnt!  «eri^ntle  involiition  cubique  (  coojusa»  ;i. 
:•  r-^ir  ;—  ':.-  :.  -    Ir  ij-;r.t>   1   uble^  </,.  c/^,  J,»  c/,  et  qui  aura  quatre  tlem^ê 

I^-*  •-.•     •  liiir-::^  t/.  v .  /     i  ^  i.  i.  '5.  }>  appartiennent  à  une  inrolitvx 


«  « 


II*' if  hfiti.i  .  —  IW'iuan^ut*  >ur  le  Mémoire  de  M.  Le  Pake: 
Sur  un*:  i^.liti>n  entrr  (,»$  **(»'' nwnts  sirifruliers  d' in  volai  ions 
«.iihifin*:s.    I'»  ^  -i'>i  ■. 

I  .'  :     '.   •  -:i^      ::     J-  ■  il-i  jut-s  roiijuguécs   (en  parliculier  rell-^ 

-      •         ,..:•'   I         -I  -     -ur  I.>  rolirbcs  planes  de   troisième  cli^y" 

i-'r.M..:      :  :r.      l  .%    I  i-.i..ii    rubi^juc   c^l   conjuguée    à   clIe-mciD'' 

■    ■  '        '•=    i-  -  l  '  '"•  ■!•-  .i   '.::!•;-  *-i  en  même  temps  un  élément  doubi'- 

■i  ;'   ^   '■  V.:    ■.)■..;.!.    :   irrrruifiv  j  ar  le-?  trois  iiutres. 

\\i'\ri  Etnif  .  —  Sur  des  |>rojrrlivilés  et  des  involulions  sur 
•  1»>  c«Miihf>  planes  rationnelles  iln  troisirme  ordre.  (  i(>()-i()y:. 

«Ml  « --n"»!'!' t  •;.  "iir  un-'  '•••url  *  jluie  «lu  troisième  ordre  et  de  qujtricmf 
«  luN'..  ,  il.-^  ^N^him^  pi.'j'.'rljtN  .io  p'iiil-i  «t  «le-*  iiivolutions  cubiques  de  point* 
«l  t.ij  rech'.n  ho  ic^  en\cI'»j'jH>  des  droites  qui  joignent  les  points  correspon- 
dant^. 

/hdsc/i  [^llrinruli  ».  —  Sur  la  consirurlion  du  plan  oscillateur  j 
la  ccmrhe  d'intersecliDn  de  deux  surfaces  du  second  ordre.  \  »^\' 
I.I-.  plau'.  tlu  t.ii-i'T.tu  riv.inl  pt'iii   .«\o  iiiie  idiucute  a   la   courbe  ••    n:Kii";-.r. 
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des  bisécantes  de  la  courbe  qui  déterminent  sur  l'axe  une  division  de  points 
qui  correspondent  projectivement  au  faisceau  de  plans.  Le  plan  osculateur  cor- 
respond alors,  évidemment,  au  point  de  contact  de  la  tangente. 

Mertens  {F,).  —  Sur  les  conditions  de  divisibilité  algébrique 
d'une  expression  entière  de  n^  éléments  arbitraires  par  le  dé- 
terminant formé  avec  ces  éléments.  (260-270). 

* 

Soit  A  une  expression  entière  des  éléments  du  déterminant  Zdb  a,6,..  .«„; 
lorsqu'elle  est  algébriquement  divisible  par  la  puissance  m'*"*  de  ce  détermi- 
nant, elle  est  divisible  par  t"^  si  l'on  remplace  c^  par /?a,-i- ^6,-+-...-+-  ^c,.;  cette 
propriété  est  suffisante  pour  que  A  soit  divisible  par  la  puissance  m**™*  du  dé- 
terminant. On  fait  diverses  applications  de  cette  proposition  :  en  particulier,  on 
en  tire  une  démonstration  simple  de  la  loi  de  formation  du  produit  de  deux 
déterminants. 

Ameseder  {Adolf),  —  Contribution  à  la  théorie  des  surfaces 
réglées  du  quatrième  ordre  à  conique  double.  (271-299). 

On  considère  une  involution  quadratique  de  plans  tangents  à  un  cône  de 
seconde  classe  qui  correspond  projectivement  à  un  faisceau  de  plans.  Les 
droites  d'intersection  des  plans  de  l'involution  engendrent  une  surface  réglée 
du  quatrième  ordre  qui  admet  l'axe  A  du  faisceau  de  plans  comme  droite 
double.  Cette  surface  possède,  en  outre,  une  conique  double  qui  passe  par  le 
somiiiet  du  cône,  rencontre  la  droite  A  et  est  située  dans  le  plan  qui  contient 
les  droites  d'intersection  des  couples  de  plans  tangents  confondus  de  l'involu- 
tion. On  démontre  que,  par  tout  point  de  l'espace,  il  passe  deux  cônes  de  seconde 
classe  circonscrits  à  la  surface  et  qu'on  peut  remplacer  le  cône  donné  par  l'un 
quelconque  de  ces  cônes.  Enfin  on  donne  diverses  propriétés  et  divers  modes 
de  génération  de  lu  surface. 

Pelz  {Cari),  —  Etude  scientifique  de  Taxonométrie  orthogonale. 
(3oo-33o,  avec  1  planche). 

L'auteur  se  propose  de  faire  une  exposition  directe  de  la  projection  axono- 
métrique  indépendante,  autant  que  possible,  de  la  projection  orthogonale  or- 
dinaire. Quelques-uns  des  problèmes  fondamentaux  les  plus  importants  sont 
résolus  en  supposant  que  l'on  ne  connaisse  que  l'ensemble  des  axes  et,  pour 
terminer,  il  effleure  aussi  la  théorie  de  la  projection  circulaire. 

Lang  {Viktor  von),  —  Remarques  sur  la  théorie  de  la  double 
réfraction  de  Cauchy.  (369-875). 

On  montre  quelles  sont  les  modiflcations  qu'il  faut  faire  à  la  théorie  de  la 
lumière  de  Cauchy  pour  que  ses  conclusions,  relatives  à  la  double  réfraction, 
soient  conformes  à  l'expérience. 

Schier  (Otto),  —  Sur  la  résolution  de  Téquation  indéterminée 

jr"-i-y"=z  z"  en  nombres  rationnels.  (392-398). 
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L'auteur  essaye  de  démontrer  la  proposition  de  Fermât  que  Téquation 

n'a  pas  de  solutions  rationnelles  quand  /t  >  2. 

Simony  (D*"  Oskar).  —  Sur  rcxtension  des  cas  de  validité  de 
quelques  ihéorèines  généraux  de  la  Mécanique.  (399-4 >4)* 

On  montre  que,  dans  un  système  de  n  points  matériels,  les  théorèmes  do 
mouvement  du  centre  de  gravité,  de  la  conservation  des  forces  vives  et  des 
aires  sont,  sous  certaines  conditions^  applicables  quand  les  forces  varient  noo 
seulement  avec  la  distance,  mais  encore  avec  le  temps  et  avec  les  vitesses.  Oo 
traite  quatre  exemples,  pour  terminer. 

Gegenbauer  (L,).  —  Sur  la  loi  de  réciprocité  cubique.  (436- 
iio). 

Ce  travail  contient  la  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité  cubique  pour 
des  nombres  primaires  premiers,  impairs,  de  la  forme  a  +  6,0,  où  p  désigne  une 
racine  cubique  primitive  de  (  +  1).  Lu  fonction  elliptique  j)(u;  0,1)  est  em- 
ployée dans  la  démonstration. 

Ettingshausen  [Albert  von).  —  Détermination  de  la  vitesse  ab- 
solue de  récouleinent  de  l'électricité  dans  le  phénomène  de 
Hall.  (441-45.1). 

Tesar  (José/).  —  Le  cercle  de  raccourcissement  dans  Taxono- 
métrie  orthogonale.  (453-/Î-8,  avec  une  planche). 

On  emploie  un  cercle  auxiliaire,  le  cercle  de  raccourcissement,  pour  résoudre 
le  problùinc  fondamental  de  raxonoriiélric  au  moyen  de  droites  et  de  cercles. 

(iCgcnbauer  (L.).  —  Sur  des  suites  de  Sturni.  (^'G-^cyi), 

On  rcchcn'he  les  syslômcs  de  fonctions  en  titres  cp^  (x),  ^J/h(J7)  respectivement 
d'ordres  n^,  n^ — 1  qui  vérifient  les  relations  suivantes 

où  <^y(j7),  '^^{x)  désignent  deux  constantes  différentes  de  zéro  et  où  on  a  pose 

Anicsedei'  {Adolf).  —  Sur  des  surfaces  réglées  du  qualrit-mc 
ordre  doul  les  <j;;énL'i*alricH's  se  groii|^cnl    par  (|iiadruples.  (()i5- 
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On  cherche,  d'abord,  la  surface  qui  conlient  une  conique  double  et  une  droite 
double,  puis  on  étudie  synthétiquement  la  surface  qui  admet  trois  droites 
doubles. 

Binder  (  Wilhelm).  —  Sur  des  constructions  projeclives  des 
courbes  du  second  ordre.  (648-654,  avec  1  planche). 

Wittenbauer  (Ferd.),  —  Théorie  du  mouvement  sur  des  sur- 
faces développables.  (697-74^^?  avec  17  figures  dans  le  texte). 

On  étudie  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  rhélicoïde  développable,  sur 
un  cylindre  circulaire  oblique,  et  sur  un  cône. 

Weyr  (Emil),  —  Sur  des  groupes  polaires.  (84 1-844)' 

On  montre  comment  on  peut  construire  les  milieux  harmoniques  du  second 
ordre  d'un  point  donné  par  rapport  à  un  triple  de  points  donné. 

Le  Paige  (C).  —  Remarques  sur  des  involutîons  cubiques.  (845- 

852). 

On  recherche  les  éléments  singuliers  d'involutions  cubiques  et  on  montre 
qu'en  annulant  la  hessienne  de  la  forme  a^  on  obtient  les  éléments  doubles  de 
l'involution  cubique  qui  se  compose  des  groupes  polaires  cubiques  de  la 
forme  «x- 

Mertens  {Franz),  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  symétriques. 

(988-1000). 

Contient  une  démonstration  de  la  proposition  qu'une  fonction  symétrique 
entière  de  n  éléments  x^,  x^^  ,..^x^  peut  s'exprimer  au  moyen  des  n  fonctions 
symétriques  simples  £J7,  "Lxx,  .... 

Weyr  {Emil),  —  Sur  des  Involutîons  biquadratlques  de  seconde 
classe  et  leurs  courbes  types.  (loo^-ioSi). 

L'involution,  dont  il  s'agit,  est  définie  par  les  quadruples  de  points  qui  sont 
les  points  de  rencontre  d'une  courbe  plane  du  quatrième  ordre,  à  trois  points 
doubles,  avec  les  droites  de  son  plan. 

Ces  groupes  de  points  peuvent  être  représentés  sur  une  conique  fixe  de  ma- 
nière à  être  les  quadruples  de  ses  points  d'intersection  avec  une  conique  cir- 
conscrite à  un  triangle  fixe.  Les  côtés  du  triangle  coupent  la  conique  fixe  aux 
points  représentatifs  des  trois  points  doubles  de  la  courbe  du  quatrième  ordre. 
Les  involutions  quadratiques  et  les  systèmes  quadratiques,  symétriques,  de 
points  situés  sur  cette  courbe  fournissent  des  coniques  quadruplement  tan- 
gentes. 

Frebitscher  {Michel),  —  Sur  des  relations  entre  des  faisceaux  de 
coniques  ri  des  courbes  rationnelles  de  troisième  classe.  (1080- 
i(»9i). 
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On  recherche  les  courbes  de  troisième  classe  qui  sont  eoYeloppées  par  les 
axes  ou  les  asymptotes  des  coniques  d'un  faisceau. 

Peschka  {Gustav-Ad.).  —  Conlribulion  à  l'étude  des  surfaces 
de  normales.  (  1 128-1 162,  avec  i  planche). 

Les  surfaces  étudiées  sont  engendrées  par  les  normales  à  une  surface  donnée 
en  tous  les  points  d'une  courbe  tracée  sur  elle.  L'auteur  trouve  que,  lorsque  la 
surface  donnée  est  de  l'ordre  m,  la  courbe,  située  sur  elle,  de  l'ordre  m',  et 
que  cette  courbe  a  s  points  communs  avec  les  courbes  doubles  de  la  surface, 
l'ordre  de  la  surface  des  normales  est  (mm'  —  s).  La  surface  des  normales  à 
une  surface  d'ordre  m,  le  long  de  sa  courbe  d'intersection   avec  une  surface 

d'ordre  m',  possède  une  courbe  double  d'ordre  [m' m'—  l{m  —  m'-h  4]- 

Enfin,  l'auteur  donne  les  caractères  essentiels  des  surfaces  de  normales  et  de 
leurs  courbes  doubles. 

Peschka  [Gustav-Ad.).  —  Surfaces  de  normales  le  long  de  sec- 
tions planes,  (i  i63-i2i4)  avec  3  planches). 

Les  surfaces  de  normales  à  des  surfaces  du  second  ordre,  le  long  de  sections 
planes,  sont  des  surfaces  du  quatrième  ordre  ayant  une  courbe  double  du  troi- 
sième ordre. 

On  étudie,  spécialement,  le  cas  où  le  plan  de  la  conique  directrice  est  parallèle 
à  un  ou  à  deux  des  axes  de  la  surface  du  second  ordre.  Enfin,  on  recherche 
les  surfaces  des  normales  le  long  de  sections  planes  de  cylindres  quadratiques. 

Weyr  (Emil).  —  Note  sur  les  milieux  harmoniques  d'un  qua- 
druple. (1218-1219). 

Une  courbe  gauche  rationnelle  du  qualriènie  ordre  possède  quatre  plans  os- 
culateurs  stationnaires;  les  milieux  harmoniques  du  Iroisièmo  ordre  d'un  point 
quelconque  de  la  courbe,  par  rapport  au  quadruple  formé  par  les  quatre  points 
de  contact  de  ces  quatre  plans,  sont  les  points  de  contact  des  trois  plans  oscu- 
latcurs  passant  en  ce  point. 

Finger  (José/).  —  Sur  rinfluencc  de  la  rotation  de  la  Terre  sur 
les  mouvements  à  sa  surface,  en  particulier,  sur  les  courants 
marins  cl  aériens.  (124B-12--). 


Tome  LXXXII;  f88o. 

Weyr  {Eduard),  —  Construction  de  J'hyperboloïde  osculaleur 
aux  surfaces  à  courbures  opposées.  (^-i4). 

Kanlor  {S.).  —  Remarque  sur  les  Irausformalions  linéaires.  (.34- 

m. 
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On  étudie  des  transforma  lions  linéaires  telles  que  tout  point  p  du  plan  et 
ses  transformées  d'ordre  /?,,  /i,,  ...,  /i.  soient  situés  sur  une  courbe  d'ordre  *. 

On  appelle  transformé  d'ordre  n,.  d'un  point  p  le  point  que  Ton  obtient 
en  appliquant  la  transformation  au  point  /?,  puis  au  point  ainsi  obtenu,  puis 
au  nouveau  point  et  ainsi  de  suite  n^  fois. 

Kantor  (5.).  —  Sur  des   transformations  linéaires  successives. 

(39-90)- 

On  étudie  des  réseaux  de  collinéations  (transformations  linéaires).  Trois 
couples  de  points  aa\  bb\  ce'  d'un  plan  ne  suffisent  pas  pour  définir  une  colli- 
néation;  mais,  si  l'on  se  donne,  en  outre,  un  point  v  variable  comme  correspon- 
dant d'un  point  fixe  d,  on  obtient  un  réseau  de  collinéations.  On  peut,  alors, 
considérer  v  comme  appartenant  au  système  a,  6,  c,  d  et  chercher  son  homo- 
logue v',  puis  considérer  v'  comme  appartenant  au  système  a,  6,  c,  dtt  prendre 
son  homologue  v'  et  on  obtient,  ainsi  de  suite,  les  points  v",  v^",  ...,  v("). 
Lorsque  v  décrit  une  droite,  v'  décrit  une  conique.  II  existe  n*  points  v  qui, 
considérés  comme  homologues  d'un  point  fixe  d,  conduisent  au  bout  de  la  /t'*"* 
transformation  à  un  même  point  donné  i^^**-^).  Ces  n*  points  v  appartiennent  à 
un  réseau  de  courbes  d'ordre  n  (sommets  d'un  faisceau  d'ordre  n).  On  étudie,  de 
plus  près,  ces  réseaux. 

On  obtient  un  résultat  analogue  pour  des  collinéations  dans  l'espace,  dans 
lesquelles  on  connaît  quatre  couples  de  points  aa\  bb\  ce',  dd\  Pour  parvenir 
d'un  point  fixe  e  à  un  point  donné  i^^"-*),  au  bout  de  la  /i'**"*  transformation,  on 
peut  faire  correspondre  à  e  n'  points  v  différents. 

Durège  (//.).  —  Sur  le  critérium  donné  par  Mœbius  pour  recon- 
naître le  genre  d'une  conique  définie  par  cinq  points  ou  cinq 
tangentes.  (i23-i34). 

Rectification  du  travail  de  Hungady,  sur  ce  sujet,  publié  dans  le  tome  89  du 
Journal  de  Crelle» 

Durège  (fl-),  —  Sur  la  courbe  à  nœud  de  Hoppe  (i  35- 146,  avec 
3  figures  dans  le  texte). 

Les  équations  de  cette  courbe  sont 
X  =  c.ofiu{Zcosu-+- 7),       ^  =  5sinwcosM,        5  =  sin  w(25  cos'ix  —  i). 

Cette  courbe  possède  un  nœud  qui  est  étudié  en  transportant  la  courbe  dans  un 
espace  à  quatre  dimesions. 

Kantor  (S.).  —  Sur  la  théorie  des  transformations  quadratiques, 
successives,  dans  le  plan.  (aS^-aSp). 

Étant  donnée  une  relation  quadratique  dans  un  plan,  il  correspondra  à  tout 
point  d'un  àystème  X  un  point  du  syst«;me  S'  (premier  transformé  suivants'); 
si  l'un  considère  ce  nouveau  point  comme  appartenant  au  système  £  et  que  l'on 
prenne  son  correspondant  dans  ^',  on  obtient  le  second  transformé  suivant  S'  et 
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Purhta  (Anton*,  —  Sur  une  certaine  classe  de  surfaces 
Hifrm^rin  qui  w  peu  vent  pa*»  ^Ire  tran-i  formées  on  des  surfa 
sim|ilein»rnl  C'junexes.  '2'xi-<6.<-. 

Or^  «urf^'e^  appartiennent  <i  1^  (••n-'lpin 


'f(j  y'«;  'JcRi^^nc  une  f«.'nrtîon  rdtiMnnclle  entière  et  ou 

'2     /**  *in  ' 
^^7)—  -    /       _^-?  COS7  ;.</;.         avec        7  =  mod -. 


Knnerth  (Adolf).  —  Calcul  dos  racines  enticres  d'équalions  r 
draliqiics  incirlermincesà  deux  inconnues  au  moyen  dos  fracli 
Irouvées  pour  ces  inconnues.  Crilerium  pour  rimpossil)ilitt 
relie  réscdul ion .  (' .'i  i'>.-3-r)  ). 
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Winckler  {Anton),  —  Sur  le  dernier  multiplicateur  d'un  sys- 
tème d'équcilions  différentielles  du  premier  ordre.  (628-65 1). 

On  s'occupe  du  cas,  étudié  par  Jacobi,  d'un  système  de  n  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  entre  (/?  -h  i)  variables  où  Ton  connaît  {n —  i)  intégrales 
et  un  multiplicateur  de  la  dernière  équation  différentielle  qui  reste  à  intégrer. 
On  ne  se  sert  que  des  règles  générales  du  Calcul  différentiel  pour  résoudre  le 
problème. 

Simony  (Oskar).  —  Sur  les  surfaces  que  l'on  obtient  en  faisant 
une  coupure  longitudinale  fermée  dans  des  bandes,  n'ayant  pas 
de  nœuds,  et  fermées  sous  forme  d'anneaux.  (691-697,  avec 
5  figures  dans  le  texte). 

On  tord  l'une  des  extrémités  d'une  bande  (ou  ruban  de  papier)  un  certain 
nombre  entier  K  de  fois,  autour  de  Taxe  de  longueur  de  la  bande  de  180* 
et  on  la  réunit  à  l'autre  extrémité.  On  obtient  ainsi  une  bande  fermée  (surface 
fermée  en  forme  d'anneau)  dans  laquelle  on  pratique  une  coupure  tout  le  long 
de  la  ligne  médiane  (axe  de  longueur).  Si  K  =  an  -+- 1  (/?  =  i»  2,  3,  . . .),  on  ob- 
tient de  nouveau  un  ruban  fermé,  en  forme  d'anneau,  ayant  4(n  +  i)  torsions 
de  i8o*>  et  possédant  un  nœud  qu'on  peut  faire  disparaître.  Si  K=  a/i,  on  obtient 
deux  rubans  fermés  en  forme  d'anneau  qui  ont  en  tout  2/1  torsions  de  180"  et  dont 
l'un  parait  être  suspendu  plusieurs  fois  {n  fois)  dans  l'autre. 

Gruber  {E manuel),  —  Sur  la  théorie  de  l'ellipse  d'erreur.  (698- 
•jaS,  avec  2  figures). 

Ce  travail  contient  une  théorie  de  l'ellipse  d'erreur  avec  le  mode  de  représen- 
tation d'Andrae  (i858,  Astron.  Nachr.,  t.  XLVIl)  et  de  Helmert  {Zeitschrift 
fur  Mathem.  u,  Phys.j  année  XIII),  mais  en  prenant  pour  bases  celles  qui 
avaient  été  données,  à  ce  sujet,  par  Bienaymé  dès  i85a  {Journal  de  LiouvillCy 
t.  XVII). 

Kohn  (Giistai'),  —  Sur  des  courbes  gauches  algébriques.  (ySS- 

770). 

Toute  courbe  gauche  algébrique  peut  être  considérée,  d'une  infinité  de  ma- 
nières, comme  l'intersection  d'un  cône,  qui  passe  par  elle,  avec  une  surface 
algébrique,  qui  n'a,  en  dehors  de  la  courbe,  que  des  génératrices  en  commun 
avec  le  cône.  Des  propriétés  de  ces  surfaces  on  déduit  alors  des  propriétés  des 
courbes  gauches.  Une  courbe  gauche  d'ordre  a/t  a,  au  moins,  n{n  —  i)  points 
doubles  réels.  Toute  courbe  gauche  d'ordre  a/i  qui  a  n{n^i)  points  doubles 
réels  est  située  sur  une  surface  du  second  ordre  et  le  nombre  des  paramètres 
d'une  telle  courbe  gauche  est  2n{n  -i-  2).  Une  courbe  gauche  d'ordre  (2/1  —  i) 
a,  au  moins,  {n  —  i)'  points  doubles  réels  et  est,  par  suite,  au  plus,  du  genre 
(n  — i)(n  — 2).  Une  courbe  gauche  d'ordre  (2/1— i)  qui  a  (/i —  i)»  points 
doubles   réels    est    déterminée    d'une    manière    univoque    si    on   en    connaît 

In  —  i)(/i  —  2)  ..jïi 

^ — —  I  sécantes  doubles,  passant  par  un  point,  et  six  points.  Le 


i3s  PlBMlftlB  PAKTIB. 

Boabre  des  ptnaièmt  d*aM  Idle  eocrbe  ett«(«  +0+8  et  elle  est  lilaéea 
aee  Mrfkce  de  Mcoed  ardre.  Si  I*ob  déeigM  per  «sedi  d'ase  eonbe  giecltt 
diliêrcaee  eBtie  le  eombre  de  tes  poiau  doeblet  idele  ei  la  aMBlm  niem 
de  cet  poieUy  oa  a  la  propoeiUoa  Mivaaie  :  >  Le  aailire  des  polata  dlalenc 
Uoa  de  deaz  coarbee  giachet  d'ordret  9  et  «^  el  doal  lee  esnés  eoat  •  et  i^  i 

peat  dépaieer  le  aonbee  —  +  •+  ^  •• 


Fumlirz  {Oiiokar).  -^  Sur  la  propagation  des  ondas 

et  cjlindriques  de  cordes  vibrantes  de  longnenr  finie.  (779^ 
avec  a  figures). 


Botizmann  (Ludwig).  —  Sur  la  théorie  de  la  dilatation  électriqi 
ou  élecirostriction,  I.  (826-839,  avec  i  figure). 

Le  Mémoire  oontient  une  théorie  mathéniatiqae  dee  coadeatatears  s phériqi 
et  cjHddriqoes  et  da  coadeasttear  à  plateaaz. 

Schier  {Otto.).  —  Sur  la  théorie  des  sommes  de  puissances  sei 
blables.  (883-893). 

Lorsqae  a  désigne  an  nombre  premier  impair,  la  somme  de  trois  pi 
sances  a^"**»  ne  peat  être  nne  pnlssance  n^*^  qoe  si  a  =  3.  On  étndie  les  éqi 
tions 

et  l'on  montre  que  les  nombres  3, 4i  ^  >ont  les  seuls  nombres  premiers  entre  i 
dont  la  somme  des  cubes  est  un  cube  parfait  (6*). 

Pick  (Georg)  et  Ungar  {Max.).  —  Fondements  de  la  théoi 

d'une  classe  dMntégrales  abéllennes.  (SQS-gSo). 

Les  auleurs  s'occupent  des  intégrales  abéliennesqui  appartiennent  au  domai 
de  rationalité  des  racines  des  équations  binùmes. 

Gegenbauer  (Leop.).  —  Algorithmes  pour  la  détermination  < 
symbole  généralisé  de  Lcgendrc.  (931-937). 

M.  Sylvester  {Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Scienc 
t.  XC,  p.  io33;  1880),  emploie  pour  la  détermination  du  symbole  de  Legent 
deux  suites  de  nombres;  l'auteur  donne  deux  algorithmes  avec  lesquels  il  su 
de  former  une  seule  suite  de  nombres. 

Gegenbauer  (Leop.).  —  Sur  un  déterminant  symétrique  partie 
lier.  (938-942). 

On  considère  le  déterminant  symétrique  {général  étudié  par  NTithcr  dans 
tome  XVI  des  Mathematische  Annalen,  p.  55i.  On  donne,  d'abord,  une  < 
monstration  simple  de  la  décomposition  de  ce  déterminant  en  un  produit 
facteurs  linéaires  el   homogènes  de  ses  éléments  el  on  démontre,  ensuite,  c 
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ce  délcrminant  s'annule  lorsqu'il  existe  entre  ses  éléments  une  relation  linéaire 
et  homogène  qui  ne  change  pas  lorsqu'on  fait  une  permutation  circulaire. 

Igel  (B.).  —  Sur  les  conditions  pour  qu^une  forme  binaire 
d'ordre  m  soit  un  diviseur  d'une  forme  binaire  d'ordre  n,  (943- 
9^0). 

Ces  conditions  sont  données  de  deux  façons  dilTérentes,  sous  forme  de  résul- 
tants égales  à  zéro. 

Rôllner  (Ferd,).  —  Sur  la  réflexion  de  points  sur  un  cercle  et 
l'inversion  du  problème  des  normales,  (i  li^g-i  iSg). 

On  cherche  les  coniques  d'un  système  confocal  qui  touchent  un  cercle  donné. 

Drascli  (/leinrich).  —  Construction  de  la  tangente  à  la  courbe 
de  contact  d'une  surface  à  courbures  opposées  et  de  sa  surface 
directrice,  (i  i4o-i  i5o,  avec  i  planche). 

Une  tangente  mobile  à  une  surface  fixe  F  glisse  sur  drUx  droites  fixes  et 
décrit,  par  suite,  une  surface  réglée  tandis  que  le  point  de  contact  décrit  la 
courbe  de  contact  de  ces  deux  surfaces.  On  donne  une  construction  de  la  tan- 
gente à  cette  courbe  de  contact. 

Boltzmann  [Ludwig).  —  Sur  la  théorie  de  la  dilatation  électrique 
ou  électrostriction  II.  (i  iSy-i  i68). 

L'auteur  établit  les  équations  générales  de  l'électrostriction. 

Wittenbaclier  (Ferd,),  —  Théorie  des  courbes  d'accélération, 
(iiô^-iiiod,  avec  i5  ligures  dans  le  texte). 

Dans  le  mouvement  curviligne  d'un  point  dans  un  plan,  la  direction  de  l'ac- 
célération varie  à  chaque  instant;  on  appelle  courte </'acce7era/io/i  l'enveloppe 
de  toutes  ces  directions. 

On  montre,  d'abord,  comment  on  peut  trouver  l'équation  de  la  courbe  d'ac- 
célération connaissant  :  i*  l'équation  ^  =/(a:)  de  la  trajectoire  et  la  vitesse 
V  =  F(a;)  ;  2*  y  =/(  j;)  et  la  composante  v^—  V{x)  de  la  vitesse;  3»  y  =.f{x) 
et  l'accélération  ^  —  ¥{x).  Inversement,  on  cherche  ensuite  l'èijuation  de 
la  trajectoire  connaissant  :  (A),  l'équation  de  la  courbe  d'accélération  r^  =  ç(^) 
et  l'accélèralion  y  =  F($)  ;  (  B),  t,  =  <p  (Ç)  et  y  =  ¥ (^x^y).  Enfin,  on  introduit 
la  notion  de  courbe  d'accélération  d'ordre  n,  qui  est  la  courbe  d'accélération  de 
la  courbe  d'accélération  d'ordre  (/i  —  i)  :  la  trajectoire  initiale  donnée  doit 
alors  être  considérée  comme  courbe  d'accélération  d'ordre  zéro. 

Pelz   {Cari).    Sur    les    focales   de   Quélelet.    (i 207-1  ai 8,   avec 
I  planche). 
Ihtll.  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  W.  (Septembre  iSyi.)        K.n 
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Démonstrations  synthétiques  des   propositions   de   Chasies   sur  ces  courbeâ 
{Aperçu  historique j  Noie  IV). 

Ig€l{B.).  — Sur  la  théorie  des  délerminanls.  (1288-1294). 

E.  W. 


ATTI  DEL  R.  ISTiTUTO  Veneto  di  Scienze,  Lettere  ed  Arti.  In-S",  6"  série. 

Tome  Vlï;  1888-1889  (»). 

Favaro  {A.),  —  Sur  la  Bibliotlieca  niathematica  de  Gustave 
Eneslrom,  quatrième  Communication.  (119-125). 

Favaro  {A,),  —  Sur  quelques  nouveaux  matériaux  pour  l'étude 
de  la  correspondance  de  Ticho  Brahe  et  de  ses  relations  avec 
Galilée,  (199-215). 

Favaro  {A,).  —  Sur  les  œuvres  complètes  de  Christiaan  Huygens 
publiées  par  la  Société  néerlandaise  des  Sciences.  Première 
Communication.  (4o3-4^0- 

Fambri  (P.)  et  Cassani  {P-)-  —  Sur  le  nouveau  cours  d'Analyse 
infinitésimale  du  professeur  Ph.  Gilbert,  de  l'Université  de 
Louvain  (relation).  (589-601). 

Ninni  {A,-P,).  —  Sur  les  signes  préalpliabétiques  employés  au- 
jourd'hui même  par  les  pécheurs  de  Chioggia  dans  la  numéra- 
tion écrite.  (6-9-68G,  4  pl-)- 

Il  semble  que  ces  notations  aient  de  l'analogie  avec  celles  des  Étrusques. 

Lorenzoni  {G.).  —  Sur  la  déviation  du  pied  de  la  verticale  qu'é- 
prouve un  corps  pesant  tombant  librement  de  la  surface  de  la 
terre  au  fond  d'une  mine.  (759-784,  1  pl.). 

Turazza  {D.).  —  Sur  quelques  pro|)riétés  des  axes  de  rotation. 

(i  22  F-I  23.V). 


(')  Voir  Bulletin. 
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7*  série,  t.  I;  1889-1890. 

Favaro  {A.).  —  Sur  les  services  exlraordinaires  rendus  par  Ga- 
lilée à  la  République  vénitienne.  (91-109). 

Favaro  {A,),  —  Sur  la  Bibliotheca  mathematica  de  Guslave 
Enestrom,  cinquième  Communication.  (iSy-iôS). 

Padova  (F,),  —  Sur  le  mouvement  d'un  cône  circulaire  pesant 
qui  roule  sur  un  plan  incliné.  (235-240- 

L'auteur  établil  les  équalions  du  mouvement  par  la  méthode  d'Hamilton;  les 
variables  qui  déterminent  la  position  du  cône  à  chaque  instant  sont  :  l'angle  ^ 
que  la  génératrice  de  contact  fait  avec  la  ligne  de  plus  grande  pente,  et  l'es- 
pace «  parcouru  par  le  sommet  du  cône.  Pourd  l'auteur  arrive  à  l'équation 

-r-r-  -4-Gsina  =  0 

(G  étant  une  certaine  constante),  qui  coïncide  avec  l'équation  que  l'on  ren- 
contre dans  Tétude  du  pendule  simple.  Pour  s  il  trouve 

/?sinir     r  a^  rf^r     cos&a&      \    ^ 

L  «/  VCOS&  — cos&o  J  \v/cosSr  — cos&^^/  V'Cos&--cos2ry       J 

On  n'a  pas  égard  au  frottement,  mais  on  suppose  que  le  glissement  du  cône 
sur  le  plan  ne  puisse  avoir  lieu  que  le  long  d'une  génératrice. 

Favaro  (A,).  —  Autres  renseignements  sur  la  publication  des 
manuscrits  de  Léonard  de  Vinci.  (26 1-2^6). 

Padova  (F,),  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  non  soumis  à  des 
actions  accélératrices.  (4'^7-444)* 

L'auteur  introduit  dans  la  solution  de  ce  problème  les  deux  fonctions  r  et  p 
de  Weierstrass. 

Padova  (F.).  —  Le  potentiel  des  forces  élastiques  en  des  milieux 
isotropes.  (445-450* 

L'auteur  a  proposé  {Bendiconti  délia  R.  Ace.  dei  Lineeit  t.  V)  de  définir 
les  espaces  isotropes  comme  ceux  dans  lesquels  le  potentiel  d'élasticité  ne 
change  pas  de  forme  par  une  transformation  de  coordonnées.  Dans  cette  Note 
il  montre  l'identité  de  cette  définition  avec  la  définition  ordinaire. 

Abetli  (A.).  —  Observations  astronomiques  faites  à  Padoue  en 
1889.  (505-522). 


SKCONDB  l'AKTIE. 

\dova(h'.).  —  Sur  quelques  problèmes  de  iMi'caniqiie.  (3(7- 

L'auUur  traite  lucceuivctnenl  rinq  prublAmc»  dans  IcsqaeU  les  inonnnti 
sont  dc9  foncLions  ellipUquei  d'nxpresBiuna  liocair»  en  (,  en  cnplojant  In 
functiuns  7  nt  p  de  Weienlriis.  Lu  iirabléiuvs  sont  les  SDiTinl»  : 

t.  Pendule  conique. 

1;.  Mouvenienl  d'un  solide  de  riWolulioii  liuniu^ji^ue  ei  pesanl,  soutenu  en  ui 
point  de  son  a»c  de  symétrie. 

3.  Mourement  d'une  sphère  roulant  sur  un  plan  horitontat,  et  soumise  t  l'ic 
lion  d'une  loree  constante  vertie>ln  appliquée  ti  l'un  queleooque  de  ^es  poinu 

4.  Mouvement  d'un  t/ive  homogène  roulant  sur  un  pUn  inclina, 
â.  Mnarement  d'un  solide  de  ri!volutinn  dans  un  liquide  illimité. 


IlENDICONTO  DBU.E  si!H8t(i\[  1 
in  BOLOONA.   ln-8°. 


K  SciESlE  DELI.'   Isimit 


Fais  (À.).  —  Sur  <iiiuli]iii-s  l'uriiiiili-s  relatives  au  cliaDgeiiienl  àfi 
vyriulilcs  iDilâpendantes.  (60-70). 


/ticcardi  (P.).  —  Coin mëmora tien  Je  M.  Ohasics.  (S^-^o), 


ni{F.-P.).  —  Commémoration  de  D.  Chelini.  {17-24). 


/ietali{V.).  —  Stir  le-  systèmes  de  points  en  ligne  droite.  (3S- 

4,). 


orème  nur  tes   dctermiDan 
'G  de  Chasles  pour  les  poin 


s  relations  établies 
ligne  droite. 
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P  inciter  le  {S,).  —  Sur  une  application  des  fonctions  sphériques 
au  théorème  de  Mi tlag-Le filer,  et  à  la  détermination  des  fonc- 
tions à  espaces  lacunaires.  (ioo-io5). 

Pinclierle  («S.).  —  Une  formule  sur  les  déterminants.  (io5-io6). 

Voici  la  formule 


I  o 

I         I 

I  3 

I  m  —  I 


(» 
I 


() 


A. 


(m  —\){m  —  2  ) 


1.2 


s  f  (/H  —  i)(m  —  2)  ,  ,        ^     , 


I  .2 


Un  cas  particulier  remarquable  est  le  suivant 


I 

f) 

(> 

o 

I 

1 

1 

o 

o 

X 

I 

2 

I 

o 

x« 

• 

• 

• 

1 

•  •  • 

I 

ni 

m 

X 

m 

-1) 

o 

X™ 

I  .2 


=  (i-X)-. 


Arzelà   (C).  —   Une   observation  sur  les   séries  de  fonctions. 
(142-159). 

L'auteur  établit  par  la  considération  des  fonctions  de  deux  variables  les  pro- 
positions principales  sur  les  séries  dont  les  termes  sont  des  fonctions  d'une  va- 
riable, c'est-à-dire  les  théorèmes  sur  la  continuité  de  leur  somme,  et  sur  l'appli- 
cabilité de  la  dérivation  par  série. 

Pincherle  (S,),  —  Sur  les  produits  infinis  de  fonctions  analy- 
tiques. (159-169). 

Fais  (A,),  —  Note  sur  une  classification  des  surfaces  gauches. 

(170-173). 

1883-81. 

Arzelà  (C).  —  Sur  la  continuité  de  la  somme  d'un  nombre  infini 
de  fonctions  continues.  (79-84)- 

Par  la  considération  des  fonctions  de  deux  variables  l'auteur  arrive  aux  ré- 
sultats suivants  : 

I*  Soit  S{x)  une  série  de  fonctions  de  x,  continues  entre  a  et  6,  qui  soit 
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déterminée  eo  chaqae  point  de  cet  interTalle.  La  condition  néceasaire  et  snfli- 
santé  ponr  que  S  (s)  soit  elle-même  finie  et  continoe  entre  a  et  6  eat  qne  pov 
chaque  nombre  positif  arbitraire  r,  et  pour  chaque  nombre  entier  arbitraîiem^ 
on  puisse  troufer  un  autre  nombre  entier  jii,|jii,  tel  qne  pour  un  nombre  m 
compris  entre  m,  et  m.  on  ait  en  Talenr  absolue 

R.CarXa-, 

R^Câ?)  étant  le  reste  de  la  série,  pris  à  partir  du  terme  ««(âP),  et  le  nombre  « 
pouvant  varier  avec  x, 

a*  Si  les  termes  u^ix)  de  S{x)  ont  respectivement  pour  dérivées  Um{x), 
6nies  et  continues  entre  a  et  b,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  ponr  qne 
la  série  £tt«(x)  soit  la  dérivée  de  S{x)  est  qu'elle  soit  déterminée  et  con- 
vergente de  la  manière  indiquée  en  i*. 


1885-86. 

Retali  (  F.).  —  Sur  la  projection  imaginaire  des  surfaces  du  se- 
cond ordre  et  des  courbes  gauches  du  quatrième  ordre,  (a i-33). 

Dainelli  (U.).  —  Sur  le  mouvement  d^un  point  pesant  sur  des 
droites  inclinées,  dans  le  vide  et  sans  frottement.  (5o-57). 

Retali  (  F.).  —  Observations  sur  la  projection  imaginaire  des 
courbes  du  second  ordre.  ( 7^-79 )• 

Arzelà  (C).  —  Sur  les  produits  infinis,  (ga-ioo). 

1886-87. 
Pesci  (6r.).  —  Une  formule  relative  aux  fonctions  symétriques. 

(49-54). 
Retali  (  V.).  —  Sur  les  coniques  conjuguées  dégénérées.  (88-91). 

1887-88. 

Razzaboni  (A.),  —  Sur  certaines  familles  de  surfaces  de  révolu- 
lions  applicables.  (i9-'>.  1). 

M.  Blanchi  a  démontré  {Annales  de  l'École  Normale  supérieure  de  Pise. 
t.  II,  p.  Hj^'y;  1879)  que  les  prujeclions  de  la  Iractrice  sur  des  plans  passant 
par  rasyinptolc  engendrent,  par  une  rotation  autour  de  cette  droite,  des  sur- 
faces applicables  les  unes  sur  les  autres.  M.  Haz/uboni  démontre  que  cette pnh 
priété  n'appartient  pas  exclusivement  à  la  tractricc,  mais  ù  toutes  les  courba 


i 
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données  par  l'équation 


"N 


\-c  dr, 


z  et  V  étant  les  coordonnées,  el  c,  c'  deux  constantes  arbitraires. 

Arzelà  (C).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  analvtiqucs.  (25-37). 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  série  de  fonctions  mono- 
gènes  d'une  variable  complexe,  convergente  dans  un  champ  connexe  G,  repré- 
sente elle-même  une  fonction  monogène  est  que  cette  série  et  sa  série  dérivée 
aient  une  certaine  convergence  spéciale  que  l'auteur  appelle  convergence  uni- 
forme par  couches  (uniforme  a  strati). 

1888-89. 

Arzelà  (C).  —  Sur  les  intégrales  de  fonctions  qui  outre  la  va- 
riable d^'ntégration  contiennent  d'autres  variables.  (16-22). 

L'auteur  trouve  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 

9iy)=  I        /ix,y)dx 

soit  une  fonction  continue  de  y^  et  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
l'existence  d'une  dérivée  finie  et  continue  9' (y)  de  cette  môme  fonction. 

Donati  [L,).  —  Illustration  du  théorème  de  Menabrea.  (97-98). 

lngrami(G.).  —  Sur  les  fonctions  implicites  d'une  variable  réelle. 

(108-118). 

L'auteur  donne  pour  l'existence  d'une  fonction  implicite  définie  par  l'équa- 
tion /{Xj  y)  =  o  des  conditions  moins  restrictives  que  celles  données  dans  les 
traités  de  MM.  Dini  et  Gcnocchi.  Il  démontre  qu'une  fonction  y  =  (f{x)  est 
toujours  déterminée  par  l'équation  /=o  dans  un  intervalle  b  —  a,  lorsque 
dans  un  champ,  dont  le  contour  ait  pour  projection  orthogonale  l'intervalle 
b  — a,  se  trouve  un  point  (Xo,  yo)  pour  lequel  on  a  /{x^y  yo)  =0,  la  fonction 
/(Xi  y)  est  finie  et  continue  absolument  dans  ce  champ,  et  il  y  a  un  ex- 
trême oscillatoire  par  rapport  à  Xy  et  un  par  rapport  à  yj  numériquement  in- 
férieurs à  une  quantité  assignable,  et  un  extrême  oscillatoire  par  rapport  à  y, 
conserve  un  môme  signe,  et  reste  distant  de  zéro  plus  d'une  quantité  m. 
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MEMORIE  DEL  Reale  Istituto  Vexeto  di  Sciexze,  Lettere  ed  Arti.  ïn-.f . 

Tome  XIV;  1868-69-70  (»). 

Bellavitis  (G,).  —  Considérations  sur  la  Malhématique  pure. 

(1-34). 

Avec  14  pages  d'indicatioas  bibliographiques  sur  les  sujets  suivants  :  Sys- 
tèmes de  numération,  calculs  d'approximation,  quantités  négatives  et  imagi- 
naires, résolution  générale  des  équations,  théorème  de  Sturm,  combinaisons, 
substitutions. 

Santini{G-)'  —  Exposition  abrégée  de  la  manière  la  plus  utile 
de  résoudre  un  système  d'équations  linéaires,  qui  résultent 
d'observations  également  probables  pour  la  détermination  des 
éléments  d'une  théorie  proposée.  (477-5 10). 

Tome  XV;  1870-71. 

Santini  (G.).  —  Positions  moyennes  de  14^5  étoiles  au  commen- 
cement de  1860,  distribuées  dans  la  zone  comprise  entre  o®  et 
3"  de  déclinaison  australe,  déduites  des  observations  faites  par 
feu  prof.  Trettenero,  dans  l'Observatoire  royal  de  Padoue,  du 
18  avril  1861  au  3  février  i863.  (329-374). 

Bellcnnlis  {G.).   —  Considérations   sur  la    Mathématique  pure. 

(375-4^3). 

Avec  3i  pages  d'indications  bibliographiques  sur  les  sujets  suivants  :  Con- 
grucnces,  équations  homogènes  à  trois  ou  plusieurs  inconnues,  résolution  en 
nombres  entiers  des  équations  non  homogènes,  autres  sujets  relatifs  à  la 
ihéorie  des  nombres,  théorie  des  entiers  imaginaires  ou  complexes,  partition 
des  nombres,  inégalités,  questions  générales  sur  les  fonctions,  fonctions  inter- 
polaires, séries  semi-convergentes,  somme  des  séries,  conditions  de  convergence 
des  séries. 

Turazza  {/)•)-  —  Sur  les  systèmes  de  forces  constituées  par 
deux  seules  forces  et  qui  sont  équipoilents  à  un  système  quel- 
conque de  forces  agissant  sur  des  points  liés  invariablement 
entre  eux.  (4^1-481 ,  1  pi.). 

Démonstration  géométricjue  des  Ihcorcmcs  de  Chasics  sur  les  translations  et 
rotations  infiniment  petites. 


(  ')  Voir  /iulU'tin 
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Tome  XVI;  1H72. 
Bucchia  {G.).  —  Sur  la  poussée  des  terres.  (495-563). 

Tomo  XVII;  1872-73. 

Turazza  (/^.).  —  Sur  les  formules  de  Bazin  et  sur  les  équations 
du  mouvement  permanent  de  Teau  dans  les  lits  naturels  ou  arti- 
ficiels. (171-188). 

Bellavilis  {G,).  —  Considérations  sur  la  Mathématique  pure. 
(189-253). 

Cappclletto  {A. -A.).  —  Sur  le  pendule  conique.  (517-527). 

^   Tome  XVIII;  1874-75. 

Bella^ntis  (G.).  —  Tables  numériques  du  logarithme-intégrale, 
c'est-à-dire  de  Texponentielie-intégrale,  et  d'autres  intégrales 
eulériennes.  (125-162). 

Bucchia  {G.).  —  Considérations  sur  la  solidité  des  chaussées  de 
terre.  (171-201). 

Turazza  (O.),  —  Equilibre  d'une  tige  parallélépipédique  rectan- 
gulaire. (219-238). 

Bellavitis  (C).  —  Sur  la  logique.  Discours  académique.  (32 1- 

341). 

Turazza  (B.).  —  Sur  les  systèmes  de  droites  conjuguées,  c'est- 
à-dire  le  long  desquelles  on  peut  faire  agir  un  système  de  deux 
forces  équipollent  à  un  système  donné.  (467-481). 

Traclation  analytique  du  problème. 

Tome  XIX;  1876. 

Beilavilis  (C?.).  —  Sur  les  origines  de  la  méthode  des  équipol- 
lences.  (449"490- 

L'auteur  reproduit  ici  son  Essai  d'applications  d'une  nouvelle  méthode 
Bull,  des  Sciences  nialhém.,  2*  série,  t.  \V.  (Octobre  1891.)  R.12 
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de  Grometrie  anti/ytit/ue  {Calcul  <lrs  vi/uipollences)  (publié  tluii*  li**  Annali 
tU'lle  Scienze  drl  i{.  LomlHirdo-  l'enetOt  l.  V:  ikÎ'»).  eo  y  ajoulanl  de*  Nolicn 
>ur  le<  travaux  de  liut:e.  De  Foncenex,  Argand,  Krançais,  Mourey,  coocernaot 
la  reprr«entatinn  de<t  i rua L'ina ires,  el  sur  se^  pritpre^  travaux,  relatifs  au  calcul 
de«  équi(Hillences  cl  à  l'Alfièbre  des  imaginaires.  Le  Mémoire  se  termine  par 
une  exposition  abrégée  des  princi(>es  fondamentaux  du  calcul  des  Quater- 
nions. 

Tomo  XX;  i877-7^-79- 
Ne  rontirnt  aucun  Mémoire  de  Mathématiques. 

Tnme  XXI:   iK8o-Kji. 

Turazza  (  />.).  --  Sur  les  fiirmiilrs  les  pitis  apjiropriées  au  calcul 
(Jrs  éroulnnrnls  des  Itassos  plaines,  et  sur  la  manière  d'en  cal- 
culer la  plus  grande  porti'C.  i  iS()-:;.i(^,  i  pK). 

//clltiK'itis  (fi,).  —  Sur  les  livres  de  raison  et  sur  la  lo«»isniOi;ra- 
phir.  (37()-îi7). 

Fai'd/'o  (À.).. —  Inedila  ^alihriana.  Fragments  tirés  de  la  Bihli»)- 
tlièque  nationale  de  Florence,  (iî.'^-.ij'^,  i  pi.)- 

Tome  XXII:   iH8 4-85-87. 

/v7iV7/v>  (A.).  —  Notice»;  historicpies  el  crili(|ues  sur  la  division 
de>  surfaces.  (im;-i5|). 

Minicii  ilL-S.),  —  Sur  les  caracléristicpu^s  j^énéralrices  des  siir- 
fac(*s  courbes.  (  i^'ci--».  m>). 

Le  M»Miioirc  s(.'  roiiipo*.»^  (!«•  doux  !*;irtics,  dont  voici  le  sr)ininaire  : 

T"  Partik.  —  Sur  \\\  pôn«'ralion  d<'s  ('(luiitions  aux  dérivérs  partielles.  M-.- 
♦.hodr'  pour  rlirniiicr  «l'uri»^  «'({ualioii  priinili\c  à  tn»is  variables  -r.  r.  -  ua 
nciiibrr  <jucUi>n<ni(;  m  i  «le  paiariirlrr-*  ;//,  desquels"  soient  des  ftin«"li'.»n^ 
ail»ilraircs  du  r«"^taiil,  «juo  Inn  <ij|»|)osr  rxprinit'  en  foiiclion  de  j*.  r.  z  au 
iiioyen  d'une  «''(|uatii»ii  dounée.  Ajiplir.ilinu  de  e»-lle  luélhotlc  à  la  rei-jieri'hr  l-.' 
l'«"'»lualion  aux  dt''riv<''e«i  parliellcs  représriiiinit  une  cla^^se  entière  <le  surKu'c». 
doiil    la    <'ararh''risii(jU(!   e-l    repri-smléi'  p.ir    deux    équation^i    liiiie^   i\c  ffriii-.' 

<|II<-|(-<)I|(]U«*. 

Il'  rAiiTii,.  Sur  l<i  tlH'Diic  i\c^  r<|ii,iiinh^  aux  dérivées  f>arliellc>.  Métli'»'!' 
pour  éliniin(;r  d'une  ('-quatiftii  |uiinili\e  ;i  tmis  \arial)les  .r,  y,  z  un  u«»Milr'  " 
de  foneiions  arbitraires  dun   ar;;uineul   2,  ex|iririié  en    fouet inn  de  ./•.  r.  j  jj 
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moyen  d'une  équation  donnée.  Équations  qui  déterminent  les  dérivées  des 
fonctions  arbitraires.  Examen  du  cas  où  les  dérivées  des  équations  primitives 
par  rapport  à  a  coexistent  avec  ces  mêmes  équations.  Application  des  mé- 
thodes exposées  à  la  recherche  de  Téquation  aux  dérivées  partielles  qui  repré- 
sentent toutes  les  surfaces  engendrées  par  le  mouvement  d'une  courbe  d'espèce 
donnée,  et  en  particulier  de  l'équation  du  troisième  ordre  représentant  toute 
surface  k  caractéristique  rectiligne.  Détermination  de  quelques  classes  subor- 
données de  surfaces  gauches.  Détermination  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  cinquième  ordre  représentant  la  classe  des  surfaces  à  caractéristique 
circulaire.  Cas  où  les  cercles  générateurs  ont  une  enveloppe.  Équation  de 
quelques  classes  subordonnées  de  surfaces  engendrées  par  un  cercle. 

L'auteur  a  fait  précéder  son  Mémoire  par  une  Note  historique  sur  ses  propres 
travaux  relatifs  aux  équations  différentielles. 

Favaro  (>^.).  —  Miscellanea  galilaeiana  inedita.  (^oi-ioSS). 


Tome  XXIIl,  1890. 
Ne  contient  aucun  Mémoire  de  Mathémati(|ues. 
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Tome  LXXXIII;  1881. 
Wcyv  [fi mil),  —    Sur  la  position   involutive  de  coniques  tan- 


entes.  (G3-(i8). 


On  dit  que  deux  coniques  sont  en  position  involutive  s'il  existe  un  triangle 
inscrit  dans  Tune  et  circonscrit  à  l'autre.  Lorsque  de  telles  coniques  sont  tan- 
gentes, leurs  courbures,  au  point  de  contact,  sont  entre  elles  comme  i  et  4* 

VaneceA'  (J.'S.),  —  Épicycloïdes  gauches.  (69-91). 

Contient  des  développements  sur  les  épicycloYdes,  situées  sur  des  tores,  déjà 
étudiées  par  Hachette  (Développements  de  Géométrie  descriptive). 

Lauermann  (Cari).  —  Sur  les  normales  de  l'ellipse.  (9^-95). 

On  construit  riiypcrboic  qui  pusse  par  les  quatre  pieds  des  normales  issues 
d'un  point  à  une  ellipse. 


(')   Voir  liitllotin.  \\\.  p.   1  '  ». 
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Finger  {Josef).  —  Sur  les  relations  entre  les  déformations  ho- 
mogènes des  corps  solides  et  la  surface  de  réaction.  (234-261). 

On  montre  que  la  surface  du  second  degré  que  Thomson  et  Tait  ont  désigné 
dans  leur  Natural  Philosophy,  sous  le  nom  de  Sur/ace  de  réaction  [voir 
aussi  KiKCiiiioFF,  l'orlesnuffen  iiber  Mathem,  physik.  Mechanik,  Leipzig, 
|).  Il  4  et  iij;  |^<74)  permet  ilc  représenter  graphiquement,  d'une  manière 
relativement  simple,  non  seulement  les  réactions  et  leurs  composantes,  en 
grandeur  et  en  direction,  mais  encore  les  déformations  produites  par  les 
réactions  (  que  celles-ci  proviennent  d'élongations  longitudinales  ou  de  toisions). 
On  suppose  que  les  déplacements,  dans  le  corps  élastique  isotrope  donné, 
soient  suffisamment  petits  pour  qu'on  puisse  négliger  les  puissances  élevées  de 
ces  déplacements  vis-à-vis  <lc  la  pn-miére  puissance. 

\V(\vr  (lùnii),   —   Sur  d<»s  involutions  biquadratîques  de  pre- 
uiirre  espèce  (Stufe).  (.i(»<>-3ii()). 

On  considère  des  involutions  bi(|uadratiques  de  tangentes  a  des  coniqae«. 
Les  courbes  d'involution  corrcspoiidanle*i,  engendrées  par  les  sommets  de  ces 
quadrilatères  tangents,  sont  les  courbes  générales  du  troisième  ordre  At 
genre  1 . 

(Jiie  involulion  biquadratiquc  est  déterminée  sans  ambiguïté  par  deux  qua- 
druples ou  par  un  (|uadruplc  et  trois  couples  d'éléments  ou  encore  par  trois 
triples. 

ilegenbauer  (^Loopold).  —  Une  j>;éiiéralisalion    de   la   règle  des 
si«»;nes  de  Descartes.  (3i>.  i-3.'5i). 

l/auteur  cliorclic  un  dévc^Ioppement  de  la  fonction  F(x)  «le  la  forme 

OÙ  \y  d«'*si;;iic  »nic  «Nnislaiilc  cl  '\-^{x)  une  foiirlion  entière  de  decr':-  \  <]ui 
dépcinl,  (l'uiwî  corlHiiic  farnn,  de  deux  cimstanles  positive^;  a  et  h.  Il  iiuinirr 
aior»»  (|ue  !••  noinbie  de»»  raejnes  positives  de  l'équatinn  I-' i  j- i  t-z  ...  qui  s-'iU 
<'^ali*s  ou  siipi-rirures  à  h,  ne  peul  (l<'-()a««ser  le  nombre  des  variation^  dr  Jà  fiii:!^ 
A„.  V,,  ....  el  «jue  le  noîiihre  <!e>  laciiio  réiljes  néi!;ali\cs,  qui  ■st»Dt,  en  vulrur 
absolue,  égales  ou  sufM'iieures  à  a,  ne  [»eul  (b-passer  le  nombre  des  Tariilun* 
(b*  la  suili*  fonuj'e  par  le^  i|uantités  (  -  i)'  \-^. 

Il  ryr  </'//////).         Sur  (1rs   involnlions  de  second*»  ♦^sprt'f'».      »  nr 


I    )M 


Loi  -ijii".,ii  Mi^«  iif  <|iins  iiiir  r«>iii<pie  trois  prdygones  quelconques  de  n  "•t-^. 
'""•  I'"-  <  ôh-  «II*  d«'u\  «Itiilir  eux  sont  lan;;ents  à  une  courbe  dli^rniir'-' 
'b-    «  i.i-    '     (  fi       i).    Lr^   iinj^  ronrbes    d<'  ela^^^e    (n  —  i).    ainsi    •■•btriiui-s.  "'i' 


//         I  ,  '  n  •  ) 


i.iii^M'iil'-^  (  oruuiunes.  <  les  (Iciiiicics  (MMipCiit   la   o««ri:.:u'   -:■  ■«   ■ 
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les  couples  de  points  neutres  de  l'involution  d'ordre  n  de  seconde  espèce 
(Stufe)  qui  est  définie  par  les  trois  groupes  de  sommets  des  trois  polygones 
de  n  côtés.  • 

Le   Pai*^e   (C).  —  Remarques   sur    des  iuvolulions   cubiques. 
(35 1-356). 

On   donne  la  signification  géométrique  de  certains  combinants   de   formes 
cubiques  et  leurs  rapports  avec  la  théorie  des  involutions  cubiques. 

Wittenbauer  {Ferdinand),  —  Sur  des  moments  d'ordre  supé- 
rieur. (357-3-4). 

Soit  r  la  distance  d'un  point  quelconque  d'une  aire  plane  F,  sur  laquelle 
sont  distribués  uniformément  des  points  matériels,  à  un  axe  fixe  situé  dans 
le  plan  de  cette  aire  :  on  désigne  par  moment  d'ordre  ;i,  relatif  à  cet  axe, 
l'intégrale  f  r^ d^,  où  rfji  désigne  un  élément  de  l'aire.  On  montre  :  i"  que 
l'enveloppe  des  axes  par  rapport  auxquels  une  aire  donnée  a  le  même  moment 
d'ordre  n  est  une  courbe  de  classe  j/t;  '>.'*  que  les  axes  qui  ont  même  moment 
d'ordre  n^  par  rapport  à  deux  aires  planes  situées  dans  le  même  plan  enve- 
loppent une  courbe  de  classe  3/i;  3"  qu'il  existe,  en  général,  4^'  droites  par 
rapport  auxquelles  les  moments  d'ordre  n  de  trois  aires  sont  égaux.  Pour  ter- 
miner, l'auteur  fait  des  applications  aux  moments  du  premier  et  du  second 
ordre. 

Pelz  (Cari).  —  Sur  l'étude  scientifique  de  Taxonométrie  ortho- 
gonale. (375-384). 

Ce  travail  est  la  suite  d'un  Mémoire  du  même  auteur  paru  sous  le  même 
titre  dans  le  tome  LXXXI.  On  résout  les  problèmes  fondamentaux  les  plus 
importants  en  ne  se  servant  que  du  plan  des  images  (Bildebene)  et  de  l'en- 
semble des  axes  (Axenkrcuz). 

Ameseder  (Adoif).  —  Sur  un  système  du  second  ordre.  (385- 

4oi). 

Lorsque  l'on  projette,  des  trois  sommets  d'un  triangle,  un  point  p  sur  les  côtés 
opposés  et  que  l'on  construit  sur  chacun  des  trois  côtés  un  quatrième  point  de 
manière  que  les  rapports  anharmoniques  des  trois  quadruples  ainsi  formés,  sur 

les  côtés,  soient  ésaux  aux  trois  valeurs  fondamentales  h.  — -, —  »  7  d'un 

"  h         ï  —  h 

rapport  anharmonique,  les  trois  quatrièmes  points  sont  situés  sur  une  même 

droite  g  qui  passe  par  le  point />.  Pour  une  valeur  donnée  de  A,  il  correspond 

à  chaque  point  p  une  droite  g^  passant  en  ce  point,  et  réciproquement.  Lorsque 

^enveloppe  une  courbe  de  classe  «,  le  point  p  décrit  une  courbe  d'ordre  in 

qui  admet  les  sommets  du  triangle  comme  points  multiples  d'ordre  /i,  etc. 

Stefan  (/.).  —  Sur  Téquilibre  d'un  corps  solide  élastique  dans 
lequel  la  lempéraUirr  n'est  pas  uniforme  ou  est  variable.  {^\\)- 

575). 
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On  recherche,  par  une  mclhode  diiïérente  de  celle  de  Duhamel,  Ncumann  ri 
Rorchardt,  rinfluence  d'une  température  non  uniforme  ou  variable  sur  Téqui- 
libre  d'un  corps  (Mastique.  Cette  méthode^  qui  conduit  au  résultai  par  une  voie 
beaucoup  plus  simple,  est  indépendante  des  considérations  sur  les  relations  de 
variation  entre  l'élasticité  et  la  chaleur.  On  cherche,  en  particulier,  la  tco«ioo 
dans  un  prisme  indéfini  et  dans  des  calottes  sphériques. 

nollzmann  {Ludwig).  —  Etude  d'une  formule  servant  à  la  dé- 
termination de  la  constante  diamagnétîque  (S^G-SS^). 

On  donne  des  formules  :  i"  pour  la  force  répulsive  d'une  spirale  à  plusieurs 
tours;  :t<*  pour  le  moment  d'inertie  d'une  spirale  sur  un  cylindre,  ayant  envi- 
ron même  axe  et  voisin  de  son  extrémité. 

Margules  {Max,),  —  Sur  la  détermination  des  coefficients  de 
frottement  et  do  glissement  dans  des  mouvements  plans  d'un 
iluide.  (588-602). 

Pour  mesurer  ces  deux  coefficients,  on  détermine  le  moment  «rincrlie  cxorcé 
par  le  fluide  sur  un  cylindre  «{ui  tourne  avec  une  vitesse  constante  dans  l'in- 
térieur de  ce  fluide. 

Dinder  (  U  i/h,),  —  Le  problème  des  quatre  points,  au  point  de 
vue  de  la  Géométrie  moderne.  (()5c)-()C)(3). 

Etude  du  |  roblémc  de  Pollienol  en  se  servant  des  propo^itions  simples  des 
figures  projeclives. 

Ungar  {Max,).  —  Sur  la  réduction  d'intégrales  abéiiennes  à  des 
intégrales  elliptiques.  ( "«^9-789). 

On  chtTrh(3  les  coiidiiions  pour  (prune  intrj;rale  alx*Iieiinc,  <|iii  ap{)artiiM)t  dU 
domaine  de  ralionalilt*  des  é(juali«»ns  binùnies,  puisse  èlre  réduite  à  «ne  \nW- 
^Talc  eili[>ti(pie  [)ar  une  siibstilution  alf;él)ri<|iie. 


I^c.sclïka  {Oifsfai\-A(/.).  —  Surface  des  normales  à  une  déveloj»- 
pable  le  long  de  la  courbe  d'iiilciscclion  de  celle  développable 
avec  une  surface  gimcbc.  { ~\)< *- '[)[))- 

Vu  inoviMi  du  prinijpe  de  eorrespondanre  de  Chash^s  ci  des  formules  <l'" 
Plilckcr,  t>n  dt-duit,  des  iu>. libres  earaetérisliqucs  des  deux  surfaces,  ceuv  <lo 
la  surface  des  nonnales. 

If  Cjr  {Kmil).  —  Sur  de.*»  sin';ularltcs  d'involulions  biquadratiqu»^ 
et  sur  les  sept  s\slèn)es  de  conl(]ues  (piadruplemerU  langenlcsà 
une  courl)e  plancî  ralionnclle  du  (|uahiènïe  ordre.  (8o"-<S28). 

On  cr)nsidère  des  involulions  bifpiadralicjues  :  i'(jui  possèdent  deux  eléiinnl» 
doubles  fonnaiU  nn  •jiUMlnip!*' ;  •'"  «pii   oui  un  (  biiirni   <|iiaririiple  :  3'  tpii  [>••*- 


J 
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sèdcnt  deux  quadruples  se  composant  uniquement  d'éléments  doubles;  4*  Qui 
possèdent  trois  quadruples  contenant  uniquement  des  éléments  doubles.  D'autre 
part,  on  étudie  les  involutions  biquadraliques  conjuguées  par  rapport  à  trois 
couples  et  les  involutions  qui  sont  conjuguées  à  elles-mêmes.  Ces  dernières 
fournissent  les  coniques  quadruplement  tangentes  à  une  courbe  plane  du  qua- 
trième ordre  à  trois  points  doubles. 

Amcseder  (Adolf).  —  Sur  les  coniques,  quadruplemeni  tan- 
gentes à  une  courbe  plane  rationnelle,  du  quatrième  ordre,  qui 
forment  un  système  isolé.  (829-884). 

F^cs  sept  systèmes  de  coniques  quadruplement  tangentes^  forment  deux 
groupes  de  trois  (correspondants  aux  points  doubles  de  la  courbe)  constituant 
deux  triples.  Outre  ces  deux  triples  il  reste  un  septième  système  isolé.  Chaque 
conique  de  ce  dernier  système  porte  une  involution  quadratique  de  tangentes  qui 
engendre,  avec  un  faisceau  de  droites  qui  lui  correspond  projectivement,  la 
courbe  donnée.  Deux  coniques  quelconques  de  ce  système  portent  deux  sys- 
tèmes projectifs  de  tangentes  qui  engendrent  la  courbe.  On  étudie,  dans  ce 
travail,  le  système  isolé  de  plus  près. 

Bobek  {Karl),  —  Sur  les  relations  métriques  qui  existent  dans 
une  congruence  de  complexes  linéaires.  (885k)oi). 

On  établit  les  relations  données  par  M.  Kummer  dans  le  tome  ô7  du  Journal 
de  Crelle  pour  des  faisceaux  de  droites  infiniment  minces. 

Wittenbauer  {Ferdinand).  —  Sur  les  moments  de  dérivation. 
(972-1017). 

Étant  donnée  une  aire  plane  sur  laquelle  des  masses  (i  sont  distribuées  uni- 
formément, on  appelle  moment  de  dérivation  d'ordre  m  -h  «(m  >  o,  n  >  o) 
relatif  aux  axes  rectangulaires  oxj  oy^  l'expression  D  =  f  y'^x'^d^. 

On  étudie  les  moments  de  dérivation  du  second  et  du  troisième  ordre. 

Ilaluschka  {Franz).  —  Contribution  à  la  théorie  des  maxlma  et 
des  minima  des  fonctions.  (1092-1 109). 

On  établit  une  correspondance  entre  les  propriétés  d'un  certain  déterminant 
et  les  conditions  pour  qu'une  fonction  de  n  variables  soit  maximum  ou  mi- 
nimum. 

Durège  (//.).  —  Sur  des  corps  à  quatre  dimensions,  (i  i  lo-i  laS). 

La  relation  A'Euler  n^—  /i,  -4-  /i^  =  2  est  remplacée  dans  les  corps  à  quatre  di- 
mensions par  la  relation  n'^  —  n\  +  wj  —  /»i  —  o. 
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Tome  LXXXIV. 
Lippick  (F.).  —  Sur  la  th<5oric  des  polyèdres.  (20-29). 

Ce  travail  conlienl,  d'après  Hiemann,  une  démoDStration  de  la  formate 
d'EuIcr  généralisée  e  —  k  -f-/  =  2  -i-  ^' —  9,  où  q  désigne  le  nombre  des  cou- 
pures qui  transforment  la  surface  polyédrale  tout  entière  en  une  surface  sim- 
plement connexe  et  q'  le  nombre  des  coupures  nécessaires  pour  rendre  toutes 
les  surfaces  polyédrales  simplement  connexes. 

Peschka  (Gustav,-Ad.).  —  Surface  des  normales  d'une  surface 
gauche  le  long  de  son  intersection  avec  une  autre  surface  gauche. 

(3o-35). 

On  déduit  des  caractères  des  deux  surfaces  ceux  de  la  surface  des  normales. 

Boltzniann  [Ladwig),  —  Sur  la  théorie  du  frottement  des  gaz; 
deuxième  Partie.  (4o-i35). 

(  Voir  le  compte  rendu  du  tome  LXXXI). 

Boltzniann  (Liidwig).  —  Sur  quelques  théorèmes  concernant 
Téquilibre  calorifique.  (i36-i45). 

Tesar  {José/).  —  Etude  synthétique  des  faisceaux  mixtes  de  co- 
niques S  (3/,  i/>)  ayant  un  couple  de  tangentes  communes 
imaginaires,  (ip'j-a^-). 

On  cludic  le  syslcnic  des  coniques  ayant  un  point  réel,  une  tangente  réfll<* 
et  deux  tangentes  imaginaires,  en  commun.  On  se  sert,  à  cet  effet,  des  prin- 
cipes (le  la  coilinéation  dans  l'espuec. 

Gruss  {Gustav).  —  Sur  les  contacts  multiples  d\\n  système  de 
courbes  avec  des  droites.  (228-23^). 

On  dit  que  Vindice  d'un  systrme  de  courhcs  planes  d'ordre  /*  est  N  l<»rsqu'il 
passe  N  courbes  du  syslèine  par  un  point  arbitraire  du  plan;  <»n  dit  qu'un  sys- 
tème est  de  la  puissance  r  (stufe)  lors(|u'iI  passe  un  système  d'indice  N  par 
r  —  I   points  arbitraires  du  plan. 

«  Ln  système  de  courbes  d'ordre  //,  d'indice  N  et  de  puissance  r  contient 
(r -f-  i)  \{n  —  r)  courbes  (]ni  tourbent  une  droite  arbitraire  en  (r-  i)  points.  » 
On  se  sert  de  cette  proposition  pour  disenter  les  contacts  multiples  des  courb*> 
d'un  système  avec  <les  droites. 

Le  Paif^e  {€.).    —  Sur  des  involiih'ons  conjut^iiées,  (233-L>.3r) ). 
Peux    involutions    vont    fonjiipuées   quand    elles    ont    des    éléments  doubif* 
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communs.  Lorsque  Tune  d'elles  possède  un  élément  triple,  sa  conjuguée  se  dé- 
compose CD  un  élément  fixe  et  une  involution  quadratique. 

Simony  (Oskar).  —  Sur  les  figures  que  l'on  obtient  en  réunissant 
deux  à  deux  les  extréniilés  de  surfaces  ayant  la  forme  de  croix 
et  en  y  faisant  ensuite  certaines  coupures  fermées.  (23-^-257). 

Margulcs  [Max.),  —  Sur  le  mouvement  des  fluides  visqueux  et 
sur  des  figures  de  mouvement.  (491 -5 10). 

On  étudie,  d'abord,  le  mouvement  stationnaire  d'un  fluide  incompressible 
rapporté  à  un  système  de  coordonnées  rectilignes  rectangulaires.  Soit  G  la  vi- 
tesse et  n  la  normale  à   une  surface  de  courant  fermé,  le  signe  de  la  dérivée 

-—  reste  constant  sur  la  surface  fermée.  S'il  existe  un  volume,  rempli  par  le 

On  r        r 

tluide,  à  la  surface  duquel  la  vitesse  est  nulle,  en  tous  les  points,  le  fluide  est 
en  repos  à  l'intérieur  de  ce  volume.  On  montre,  que  le  travail  fourni  par  les 
forces  extérieures  est  égal  au  travail  effectué  par  la  résistance  due  au  frotte- 
ment, etc. 

Franke  [Joli,).  —  Sur  des  propriétés  géométriques  de  systèmes 
de  forces  et  de  rotations  qui  sont  en  relation  avec  des  com- 
plexes de  droites.  (570-594)* 

Soient  X,  Y,  Z  les  composantes  suivant  trois  axes  rectangulaires  et  L,  M,  N 
les  moments  d'une  force  P,  on  a 

LX-t-MY-i-NZ  =  o. 

Élanl  donné  un  système  de  forces  P,,  les  quantités  X  =  SX,.,  Y  =  SY,-,  .. ., 

N  ~  IN,  sont  appelées  les  six  coordonnées  de  ce  système  et  la  quantité 

LX-j-MY-+-NZ  =  K, 

l'invariant  de  ce  système.  Les  axes  qui  ont  même  moment  par  rapport  à  un 
système  donné  de  forces  forment  un  complexe  du  second  ordre.  Chaque  sys- 
tème de  forces,  dont  l'invariant  est  différent  de  zéro,  détermine  un  complexe 
linéaire  de  droites  et  un  complexe  linéaire  de  forces.  Les  deux  complexes  n'ont 
aucun  rayon  commun.  Les  mêmes  propositions  existent  dans  les  systèmes  de 
rotations.  Les  droites  d'un  système  rigide  qui,  dans  un  déplacement  inflniment 
petit,  engendrent  des  éléments  de  surfaces  ayant  même  courbure  centrale, 
forment  un  complexe  du  quatrième  ordre. 

Weyr  (fi mil),   —   Note    sur   des  surfaces  réglées  qui  ont  des 
courbes  doubles  rationnelles.  (691-692). 

Lorsqu'une  surface  K  possède  une  courbe  double  d'ordre  «,  qui  est  touchée 
deux  fois  par  chaque  génératrice»  cette  surface  est  d'ordre  2{n  —  ï).  Ces  sur- 
faces F  se  distinguent  en  trois  groupes  suivant  que  le  système  de  points  déter- 
miné par  les  génératrices  sur  la  courbe  double  (arête  de  rcbrousscmcnl )  est  un 


i>o 
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sy<(lôni.*  symétrique  général  du  second  ordre,  une  inTolulion  cubique  ou  on 
système  projectif. 

If  evr  (Emil).  —  Sur  des  systèmes  de  courbes  el  de  surfaces 
dVspèces  supérieures.  (^}^4-<)<^7)' 

On  étudie  len  involutions  d'onire  n  et  d'espèce  k  (Slufe)  qui  sont  déter- 
minées sur  des  drtutes  et  des  coniques  par  des  sysiémes  linéaires  de  courbes 
el  de  surfaces. 

Schmid  (  Theodor  \,  —  Sur  la  ligne  de  slriclion  de  riivperboloïdc. 

Chacun  de*  deux  systèmes  tie  génératrices  de  Thyperbololde  possède  une 
Mené  de  striction  qui  est  une  c<iurl»e  çauche  rationnelle  du  qoatriêaie  onlrr. 
Los  doux  lignes  Je  siricti^n  se  coupent  aux  six  sommets  de  ThyperbolMide  et 
en  quatn*  pi>ints  imaçinaires  à  Tinllni. 

Kiinior  \S.'k  —  Sur  lo:*  confiiru  ration  s  i3,  3>  d'indices  8,q  el 
leurs  rapports  a\oo  lot*  courbes  du  troisième  ordre.  •qi5-<>3.*  =. 

l  ne  o-^niÎ£ur4ti>.*n  >.  ^  e<t  une  ligure  plane  compi>«èe  de  points  et  de  droites 
leis  ^ue  >ur  chjque  droite  il  y  ^it  tnùs  points  et  par  chaque  point  il  pas4e  trois 

r-.-::r  jr  —  **.  I  n"\  a  qu'une  c.>niîjjrati>u  .'.  ^  ■  p->*sible:  p«?ar  x  =  »>  on  *^l>- 
:.eo:  :r\>.> .;  •n:"4^ur*;.'C>  ^..'  .  On  c-'^nsiru»!  ces  ùîunr*  et  c-n  donne  U  siini- 
£.'-^:«.  &  de  \k  •*  n.lîurj:..^:!  r-.'Ur  des  Cvurl-f*  du  tr^>isieoie  onire. 

IIV*î..*.v/rT    Antn  .  —  Sur  les  in lêsrrales  transcendantes  des équ.»- 

l:.>!i>  d:lT.:rentioilo>  du  premier  crdre  dont  les  coetlicîents  sont 

•        ■         .         - 


N     —  ^     ; -—     \  z-  -     :    -  ^ 


-.  V  -   : 


•  -         1  . 


;      —  > ..r  . ^-  >^  ". ^  :  :  ^ •  z.-: n . . >-   i-:  Lr c: r  i r-r 


"*»  - . 


.   :  :  ^ 


-\\V. 


^  •  '     • 


•  -T    .  •  «^ 
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On  expose  un  théorème  qui  comprend  comme  cas  particuliers  les  lliéorèmcs 
ci'fJcrmite  [Sur  l'indice  des  fractions  rationnelles  {Bull,  de  la  Soc.  mathém, 
de  France,  i.  VII,  p.  i3i)]  et  de  Biehier  [Sur  une  classe  d'équations  algé- 
briques  dont  toutes  les  racines  sont  réelles  {Journal  de  Borchardt,  t.  8'2, 
p.  35o  et  suiv.)]  sur  de  telles  équations. 

Bolizmann  [Ludwig).  —  Sur  la  théorie  du  frottement  des  gaz; 
Troisième  Partie.  (i23o-i263). 

(  Voir  compte  rendu  du  tome  LXXXI).  Contient  principalement  des  dévelop- 
pements en  séries  des  quantités  qui  se  présentent  dans  la  théorie. 

Weyr  (Eniil).  —  Sui^  Tapplication  du  sjsième  nui  dans  Tcspace 
aux  invoiutions  cubiques  des  deux  premières  espèces  (Stufen). 
(i  p.()5-i?.9o). 

On  étudie  la  relation  entre  les  invoiutions  cubiques  de  première  espèce, 
conjuguées  à  elles-mêmes  et  les  courbes  gauches  du  troisième  ordre.  On  déter- 
mine sur  la  courbe  deux  invoiutions  de  ce  genre  au  moyen  de  faisceaux  de 
plans  dont  les  axes  sont  des  droites  conjuguées  dans  le  système  nul  de  la 
courbe  gauche.  On  étudie  ensuite  de  plus  près  les  invoiutions  cubiques  de 
seconde  espèce  sur  de  telles  courbes. 

Aantor  (S.).  — ■  Les  configurations  (3,l^)io.  (i29i-i3i4). 

On  montre  qu'il  existe  dix  configurations  différentes  de  dix  points  et  de  dix 
droites  telles  que,  sur  chaque  droite,  il  y  ait  trois  points,  et  que  par  chaque  point 
il  passe  trois  droites;  jusqu'ici  on  ne  connaissait  qu'une  seule  de  ces  configura- 
tions. On  étudie  la  position  de  ces  configurations  sur  des  courbes  du  second  et 
du  troisième  ordre  et  on  donne  une  méthode  originale  pour  déduire  topologi- 
quement  toutes  les  formes  (3,3),,  de  l'une  d'entre  elles. 


ANNALKS  DK  l'Enseignrment  supérieur  de  Grenoble. 

Tomo  I,  1889. 

Collet  (./.).  —    Sur  Tintégration  des  équations  simultanres  li- 
néaires aux  dérivées  parlielles  du  premier  ordre.  (i-i4o). 

Sous  ce  titre,  l'auteur  a  réuni  quelques  exemples  d'intégration  de  systèmes 
linéaires,  en  les  accompagnant  de  diverses  observations  pratiques  sur  l'emploi 
(tes  différentes  méthodes  d'intégration. 

Celle  de  Maycr  est  la  plus  concis»»  et  la  plus  parfaite.  Mais  son  niiploi  est 
subordonné  à  rcrtaines  conditions. 
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Soil  un  système  jacobien 

I 

\  (a  =  1,  2,  . . .,  w  ;  I  =  m  -f-i,  m  -h  2,  .. .,  w). 

La  méthode  de  Mayer  consiste  à  chercher  un  système  d'intégrales  communes 
distinctes  <{/,,  ^,,  ...^  ^»-m  jouissant  de  cette  propriété  spéciale  de  se  réduire 
respectivement  à  j:^^.,,  ^m+i»  •••»  ^m  quand  on  donne  aux  m  premières  va- 
riables x^t  J7,,  ...yX^  des  valeurs  particulières  c,,  c,,  ...,  c^.  Un  tel  système 
intégral  existera,  sous  la  condition  que  les  coefficients  X^  soient  finis  el  bien 

déterminés  quand  on  remplace  or,,  or,,  ...,^m  respectivement  par  c,,  c,,  ...,<^«- 
Alors,  par  un  changement  de  variables 

(2)  ^«=^«-*-(r,— c,)^'.  (a  =  i,2,  ...,m), 

le  système  (i)  devient 

(   («  =  1,3,  . . . ,  m  ;  £  =  m  -h  I ,  . . . ,  /t  )  ; 

et,  par  l'intégration  complète  d'une  seule  de  ces  équations,  on  obtiendra  le 
système  des  intégrales  communes  cherché. 
Si  nous  représentons  par 

les  n  —  m  intégrales  distinctes  de  la  première  des  équations  (3)  par  exemple, 
les  intégrales  4',»  ^i',»  ...,  ^n-m  résulteront  de  la  résolution  des  équations 

Si  les  fonctions  X*  sont  holomorphcs  pour  J7,  =  j;,  =  . .  .  =  a:^  =  o,  on  posera 
c,  =  Cj  =  ...=  c„,  —  o,  et  les  formules  de  transformation  deviendront 

^a  =  r.ra  («  =«»    2,    ...,   m). 

Exemple  I. 

/.  =  />,-+-  (^,^,-+-  ^,^.-+-  ^.)A-^-  (^.-+-07,-  Jx,)/?,=  O, 

/,  =  /',-+-  (J?,^3^*— ^.^3-+- ^.)  A -H  (37,07,—      07,)/?,=  o, 

où  l'on  a  posé  /?;,  =  — =^  • 
Le  système,  complété  par 

donne  un  jacobien  qui,  transformé,  devienl,en  posant  n  =  — -^ 

Or, 

»'.^  7.-^-  (^rî-*-  'r..v..v,-t-^i>'î  v;)/?.=  o, 
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Kn  appliquant  la  règle  de  Mayer,  on  trouve  la  solution 

+  =  -  y-yt  -*-r;ra>',  -+-rîrî  -  ^«j  =  -  (^  ^\  ■+■  x^x,-\-x\  -  x}j, 

qui  se  réduit  bien  à  x^  pour  x,  ==  x,  =  x,  =  o. 

Exemple  II. 

.,.  <)9        x.jt-j:,    ()'j        x.x^x.    do 

dx^         x^xl     dx^         ^^xl     dx^         * 

A3   —    —  —  — ^         -t-         — —     -r £=  O, 

dx^  àx^  dx^  ÀX^  dx^ 

-.,  do  x\      do  x\x.     do 

\^^  z=.   — ' j- —  — '—    4-    î -   — '—    ■=.  o. 

dx^        2x^x^  dx^         2X^x\  dx^ 
Tous  les  coefncienls  de  ce  j'acobien  cessent  d'être  holomorphes  pour 


x,  =  j:,  =  X,  =  o. 


On  ne  pourra  donc  pas  appliquer  la  méthode  de  Mayer  eh  supposant  nulles 
les  constantes  c,,  c,»  c, ;  autrement  dit,  la  méthode  ne  fournit  pas  de  solution 
dans  laquelle  les  variables  x,^  x^,  x^  puissent  tendre  vers  zéro.  Il  en  serait 
encore  de  même  si  Ton  remplaçait  J7,,  x^,  x^  par  trois  quelconques  des  va- 
riables x^j  x^y  ...,  Xp  en  permutant  les  opérations.  C'est  ce  qu'on  a  vérifié; 
et,  dans  chaque  cas,  il  est  impossible  de  terminer  les  calculs. 


«  ///. 

\'9  = 

è 

d-^  _  x^x^  d^  x^  d^  J7,  do 
dx,         x\     dx^         X,  dx,         X,  dx, 

\'5>  — 

• 

do  X,  do  x,x,  d?  X,  d? 
dx^         X,  dx,            x\     dx,        X,  dx. 

\?  = 

«>?  _^  •^.•^i  <^?  _^  -a^a  ^^9  .  ^.  <^? 
dx,         xî     dx,          X,  dXj          X,  dx. 

-2     T-^     =0, 


O, 


=  o. 


Ce  jacobien  à  huit  variables  est  dans  le  même  cas  que  le  précédent.  La 
méthode  de  Mayer,  qui  donnerait  des  solutions  en  supposant  c,,  c,,  c,  didé- 
rents  de  zéro,  n'en  fournil  plus  quand  ces  quantités  s'annulent. 

Or  ces  deux  systèmes  s'intègrent  très  simplement  par  la  méthode  de  Boole  (  *). 
Cette  méthode  procède  de  celle  de  Jacobi  pour  l'intégration  des  systèmes  auxi- 
liaires auxquels  il  ramène  l'intégration  d'une  équation  quelconque  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  (*). 

Quant  à  la  méthode  de  Jacobi,  elle  a  pour  point  de  départ  le  théorème  de 
Poisson,  à  savoir,  que  si  <{;,,  ^,  sont  deux  solutions  de  l'équation 


( 


J^'i)  -  Z^  Vd/?,  dx,       dx,  dpj  ~    ' 


C)  Philosophical  Transactions:  iK63. 

C)  \ova  Methodus  pro  infe^ralione.  etc.  {Crefle,  t.  60)- 
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où  /  est   uoe   fonction   donnée   de  x,,  x,, ^m' Pr  --♦/*•»    Texpression 

'^^—  {^^,  ^^),  si  elle  n'est  pas  identiquement  nulle  ou  constante,  sera  une 
nouTclle  solution  de  l'équation  (/.  y  )  =  o. 

La  méthode  de  Jacobi  en  résulte  immédiatement. 

Soient  /,  =  o,  /,  =  o,  .-.,/.  =  o  des  équations  formant  un  système  jacobien, 
c'esl-i-dire  satisfaisant,  deux  4  deux,  aux  conditions 

^M  (/.r/>)  =  o; 

on  doit  chercher  une  solution  commune  aux  équations 

(^*)      (/,»?>-«»       (/,»?)-<>,       ...,      (/,,9)=o ^/«•r)=o 

Or.  d'après  les  conditions  (5),  toutes  les  fonctions  f^,f^j  •••t/«  satisfont 
identiquement  à  Tune  quelconque  des  équations  (6). 

Si  donc  9,  eêt  une  solution  de  l'équation  (/,,  s)  =  o.  le  résultat  de  la 
substitution  de  9,  à  9,  dans  le  premier  membre  de  l'une  quelconque  des 
autres  équations  (6),  s*il  n'est  identiquement  nul  ou  constant,  satisfera 
encore  à  l'équation  considérée. 

Boole  a  montré  que  ce  théorème  ne  s'appliquait  pas  seulement  4  des  équa- 
tions de  la  forme  (6),  qui  est  très  particulière,  mais  encore  à  tout  système 
linéaire  jacobien.  Quant  à  la  méthode  qu'il  en  déduit,  elle  n'est  autre  que 
celle  que  l'on  suit  habituellement  pour  établir  qu'un  système  jacobien,  tel 
que  (1),  admet  n  —  m  intégrales  communes  distinctes,  et  qu^un  tel  groupe 
d'intégrales  permet  d'exprimer  toutes  les  autres. 

Soit  le  système  linéaire  jacobien 

et  soient  ^',»  ^,,  •••»^i.-t  '^*  '*  ~*  intégrales  distinctes  de  la  prcmièi-e  de  ces 

«'•quations.   Kn   prenant   pour   varialjlc^   jt^.  r^.  y\ y\,   \r   >ysl»Miic   <  -  >   >e 

Iransforuic  dans  le  suivant 

^  *^    --    — ^  \*x.  -i ~  \'*i'.  -t- .  ..i \'^r„  —  **  (2  -    i,  ^ ni). 

dont   la   première  rqualion   se  rrHuira   à   — '-  =  o.   puis«|ue  l'on  a,   par  fiypo- 

llirsc, 

\'.r,.    -  o.  \'^-,  -  \;. 

La  variable  x,  n'entrant  plus  dans  -f ,  le  premier  terme  de  chacune  des  équa- 
tions suivantes  disparaît.  En  outre,  ces  équations  ne  contiennent  pas  la  va- 
riable J7,  dans  leurs  coefficients;  car  \^j\  est  une  solution  de  X'9  z=  o,  et, 
par  suite,  doit  s'exprimer  en  fonction  des  seules  solutions  ^-j,  >\,  ...,.>•,  de 
cette  équation. 

Le  nouveau  syslênic  est  donc  formé  de  m — i  équations  à  n — i  variables. 
On  le  traitera  comme  le  précédent;  et,  en  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une 
équation  linéaire  unique,  renfermant  n  —  m  —  1  variables,  qui  admettra  n  —  m 
solutions  distinctes,  qui  seront  en  même  temps  les  solutions  communes  cher- 
<Ii(''<'s  pour  le  système  proposé. 

(»n  voit  combien  roltc  nirtlnuic  «^sl  plus  compli(|uée  que  relie  «le  Maver  qui 
n'e\i;;e    j'inté^r.ilion    comidéle   que  d'une    seub*  éqniili«in;  in;ii<.  iir   supposant 
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rien  a  priori  sur  la  forme  des  inté(;rales  ni  sur  celle  des  équations,  elle  pourra 
fournir  la  solution  cherchée  dans  des  cas  où  celle  de  Mayer  n'est  pas  appli- 
cable. 

C'est  ce  qu'on  vérifie  immédiatement  sur  les  exemples  II  et  III  ci-dessus 
proposés. 

Exemple  IL  —  L'équation  X'o  =  o  admet  le  système  intégral  suivant 
Y  ^=  X  t       y  '—  X  *       V  '=^  x\  X  —  x\  X  *       V  =  —  : 

» 

le  svstèmc  transformé  devient 

Il  suffit  d'intégrer  Y»?  —  o  qui  ne  contient  ni  a?,,  ni  y,,  et  l'on  trouve  les 

y 
solutions  ^\  et  ^— *  qui  fournissent 

^^=zx]x,-xlx,        et        ?,=  ~îr 
pour  les  solutions  communes  cherchées. 
Exemple  III.  —  Les  solutions  de  X'o  —  o  sont 

.V, —  JTj,,  y'^=:  x^f         y^=  X^X^X^       ^4^tt         ^»  ~  «^i» 

r.  =  ^,  ^,  -  a:,ar„  .r,  =  ar,  ar,  -  x,  x, ,  jk,  ^--  ^.• 

Le  système  transformé  est 

ày,       y,  Oy,  y:         Oy,       y,  dy,       y,  Oy, 

do         y,    do 
àj\       y,   ày. 

Les  solutions  de  Y* 9  =  o  sont 

Xi  y, y*— y* 

'    .>'.         '    r. 

Par  une  nouvelle  transformation,  le  système  devient 
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ïj^  solutions  de  CJtltf  éeroière  éqaalion  M»ot  ic*^  M*lation«  rommune^  clif?- 
vLrtr9.  Od  Si  aîosi  le  s%»têiDe  « 


-.•     "T"^'     *i*     --"•     -.• 


qui  fournit  le§  ex  pressions 


5,=  -^— ^ î— ^t  5  —  — — 

X  '*         X  X 

XX  —  XX 
1 


x: 


J^, 


qui  formeot  ao  système  complet  de  solutions  communes  pour  les  éqnutioBS 
proposées. 

On  Toit,  par  ce  qui  précède,  que  la  méthode  de  Maver,  malgré  son  éléffaolr 
concision,  est  d'un  emploi  moins  général  que  celle  de  Boole:  elle  romportf 
des  intégrations^  en  général,  plus  compliquées  que  cette  dernière,  et  eUe  sup- 
pose, en  outre,  une  résolution  d'équations  qui  peut  n'être  pas  sai»  difficnllé. 

Si  la  méthode  de  lioole  est  plus  compliquée  que  relie  de  Ma jer,  on  p«BL 
remarquer  que,  en  compensation,  les  équations  qu'elle  conduit  à  intégrer 
successivement  sont  de  plus  en  plus  simples;  et.  f>our  la  piremîère  même, 
Tintégration  en  est  généralement  plus  facile  que  pour  l'équation  de  Mayer.,  qui 
s'en  déduit  par  un  changement  de  variables  qui  en  complique  toujours  bean- 
coup  la  forme. 

On  pourrait  d'ailleurs  conduire  les  calculs  de  façon  à  n'avoir  i  intégrer 
complètement  aucune  équation. 

Pour  cela,  il  suffirait  d'appliquer  aux  équations  linéaires  la  mélb ode  générale 
relative  à  des  équations  simultanées  quelconques  formant  un  système  com- 
plet (').  A  la  vérité,  cette  marche  semble  devoir  compliquer  noLaUemest  les 
calculs,  puisqu'on  sera  alors  amené  à  intégrer  plusieurs  systèmes  analoimes 
au  proposé.  Mais,  pour  clia<"iin  d'eux,  ii  suffira  de  déterminer,  non  plus  nu 
système  intégral  romplel,  mai>  une  seule  et  unique  solution  commuDe.  T(»iil 
au  moins  est-ce  une  uiarrhe  à  tenter  quand,  par  les  autres  méthodes,  f»n  s'aura 
pu  parvenir  à  une  solution.  On  y  arri\era  liabituellenient.  sans  difticnllé.  par 
la  méthode  donnée  par  Jaeohi.  Cette  niélliode  a  r«'<  u  depuis  d'im[K>rtants  dé- 
veloppements théoriques  (  *  ;  ;  mais,  pour  les  applications,  on  peut  s'en  tenir  à 
la  règle  donnée  par  cet  illustre  jiéoinétre. 

L'auteur  a  donné  ailleurs  de«>  applications  de  cette  méthode  dans  un  travail 
depuis  longtemps  publié  sur  la  (|u<*Ntion  Cj. 

Astor  (A.).  —  Siir  qiieU|ues  propriétés  du  niouvemcnl  d'un 
point  matériel  assuj<'lli  à  rester  sur  une  surface  du  second 
degré.  (23i-*2<)'>,  j. 

L'auteur  a   déjà  donné,  dans   Ir  liullrtin   des   Sciences   mat  hem  a  ligues  de 


(')  J.  CoLLKT,  Annales  de  l'L'co/e  Normale  supéreure,  t.  \\\. 
(»)  CLhnscH.    Journal    de    ("relie,    t.    i\'),    p.    a'^-j.   —    \\i;iLtp.,    Scldnmilch'* 
Zeitsehrift,  t.  MU,  p.  .»</|. 

('■)  .1.  Coi.i.ir.  Annales  de  rErnle    \orniale  siipérieine,  t.  \  IL  ji.    \  \  »i   *>  .. 
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décembre  1889,  un  exposé  des  principaux  résultais  contenus  dans  ce  travail. 
Mais,  comme  cet  exposé  est  un  peu  rapide,  il  nous  a  semblé  utile  de  donner 
une  analyse  un  peu  plus  détaillée  de  Tarticle. 

Il  comprend  deux  Parties;  la  première  contient  une  démonstration  pour 
ainsi  dire  mécanique  de  la  possibilité  de  l'intégration  algébrique  de  Téquation 
d'Euicr,  démonstration  qui  fournit  à  la  fois  la  forme  de  l'intégrale  et  une 
sorte  de  représentation  géométrique  de  la  variation  des  variables;  la  seconde 
Partie  est  une  contribution  à  Tétude  de  la  polhodie  et  de  Therpolbodie. 

Première  Partie.  —  On  sait  que  l'équation  d'Euler  a  donné  lieu  à  de  nom- 
breux travaux  de  la  part  de  géomètres  émincnts,  tant  au  point  de  vue  analy- 
tique qu'au  point  de  vue  géométrique,  et  il  suffit  à  cet  égard  de  renvoyer  au 
Chapitre  que  le  regretté  Halphen  a  consacré  à  cette  équation  dans  le  Tome  I 
de  sa  Théorie  des  fonctions  elliptiques.  Mais  il  n'existait  pas,  à  notre  con- 
naissance, de  démonstration  du  théorème  tirée  de  considérations  mécaniques, 
et  cependant  il  en  est  une  qui  se  présente  assez  naturellement  à  l'esprit  quand 
on  étudie  le  mouvement  d'un  point  matériel  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une 
surface  du  second  degré  à  centre  et  sollicité  par  une  force  attractive  émanant 
du  centre  et  proportionnelle  à  la  distance.  Jacobi,  par  l'application  de  son 
beau  théorème  sur  les  équations  canoniques,  a  trouvé  en  termes  finis  l'équation 
de  la  trajectoire;  mais  la  réaction  se  trouvant  éliminée  par  le  procédé  même 
du  calcul,  il  n'est  pas  facile  de  voir  ce  que  devient  le  résultat  quand  cette 
réaction  est  nulle,  c'est-à-dire  quand,  comme  cela  doit  pouvoir  arriver  en 
choisissant  convenablement  les  conditions  initiales,  le  point  décrit  librement 
la  conique  que  détermine,  dans  la  surface,  le  plan  central  qui  contient  la 
vitesse  du  point  de  départ.  Il  n'en  est  plus  de  même  quand  on  écrit  les  équa- 
tions du  mouvement  en  tenant  compte  de  la  réaction  de  la  surface;  celle-ci  se 
calcule  aisément  et  permet  de  trouver  l'équation  du  mouvement  dans  le  cas 
particulier  indiqué. 

En  appelant  a,  6,  c  les  carrés  des  demi-axes  de  la  surface  que,  pour  préciser, 

on  peut  supposer  être  un  ellipsoïde,  N  la  réaction  considérée  comme  positive 

quand  elle  est  dirigée  vers  le  centre,  R  la  force  centrale  considérée  comme 

positive  quand  elle  est  attractive,  A  rinversâ.de  la  distance  de  l'origine  au  plan 

tangent,  et  posant 

_  I   dx*        I   dy*        I   dz* 

â'dP'^bdF'^c  df' 
on  trouve  immédiatement  les  équations 

(  u  =r  -  -h  N  A, 

(0  '' 

(  rfU-l-2NrfA  =  o, 

et  ces  formules  conviennent  à  toutes  les  formes  de  la  force  centrale,  ce  qui, 
remarquons-le  en  passant,  suggère  tout  naturellement  l'idée  de  voir  si  l'on  ne 
pourrait  pas  déterminer  la  loi  de  la  force  de  façon  que  A  demeure  constant, 
c'est-à-dire  que  la  trajectoire  soit  une  polhodie.  Nous  reviendrons  bientôt  sur 
ce  point. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  force  est  proportionnelle  à  la  distance  (  R  =  Kr). 
les  deux  équations  (1)  fournissent  immédiatement  la  relation 

NA'=  H, 
•  Sull.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XV.  (Novembre  1891.)  R.i3 
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où  II  est  une  constante,  c'est-à-dire  que  la  réaction  rarie  proportionnellement 
au  cube  de  la  dislance  du  centre  au  plan  tangent  à  la  surface  en  chaque  point 
de  la  trajectoire. 

La  première  «fqualion  (i)  dcTient  une  intégrale  du  problème;  en  la  combinant 
avec  l'intégrale  des  forces  vives,  v*  =  C  —  Kr',  on  obtient  Téquation  différen- 
tielle de  la  trajectoire 

</x'       dV»       dz*        ^       H 

a  b  c    _  A* 

dx*-^dy*-^  dz*    ~~  C—  K/** 

Si  Ton  prend  pour  variables  indépendantes  les  coordonnées  elliptiques  do 
point  sur  la  surface,  X  et  p.,  et  si  Ton  pose 

r.,  .  C  „,      H  abc 

C  =  a  H-  A  -h  c  —  r-,  »         H'  =  » 

ti.  Iv. 

l'équation  de  la  trajectoire  s'écrit,  après  une  réduction  simple, 

\d\'  ji  d\k* 


(>.._C'X-H')(a-X)(ô-X)(c-X)       (jjL'_C>-H')(a-Hi)(6-ix)(c-ii) 

On  obtient,  de  plus,  aisémenl  l'expression  du  rayon  de  courbure  de  la  trajec- 
toire sous  la  forme 

3 

~      S'âbc{H'-^\\L) 

On  voit  immédiatement  que,  si  U,=  K,  ou  si  les  composantes  a,  o,  7  de  la 
vitesse  initiale  satisfont  à  la  relation 

a»       6»       Y" 
abc 

N  est  nul,  H  et  H'  également,  et  l'équation  de  la  trajectoire  devient 

/Ta»  dix' 


(a-\){b-\){c-\){C'-\)  ~     (a-ix)(6-fx)(c  — îjl)(C'-|x) 

C'est  justement  la  forme  de  l'cquation  d'Euler.  Ceci  suffit  pour  montrer  la 
liaison  étroite  de  la  question  de  rinlcîïralion  de  cette  équation  avec  le  pro- 
blème de  Mécanique  qui  nous  occupe.  Au  point  de  vue  géométrique,  on  en 
dé<luit  que,  si  l'on  construit  la  surface  de  l'onde  par  rapport  à  vm  ellipsoïde 
par  exemple,  el  qu'on  en  considère  une  section  centrale,  les  deux  rayons  situés 
sur  chaque  demi-droite,  partant  du  centre,  fournissent,  par  la  variation  de 
leurs  carrés,  une  sorte  d'image  de  la  variation  des  variables  satisfaisant  à  une 
équation  d'I^uler,  dans  laquelle  les  racines  du  polynôme  K  sont  les  carrés  des 
trois  demi-axes  et  une  quatrième  grandeur  positive  ccmvenablement  choisie. 

Au  point  de  vue  analytique,  le  résultat  trouvé  montre  que  les  coordonnées 
X  et  jx  d'un  point  de  relIif)Soïde  le  long  d'une  section  centrale  doivent  satisfaire 
à  une  équation  d'F^ulcr.  C'est  ce  qu'on  vérifie  aisément  el  l'on  trouve  que  l'in- 
tégrale générale  de  l'iNiuation 

(l\  d<i 

r  _    -J- : :   o. 

\    I''  (  A  I  \    l' t   [X  ) 
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F(x)  =  (vC  —  a){x  —  b){x  —  c){x  —  d), 
f>eul  se  mettre  sous  la  forme 
C  2  )     >^ki^a  —  \){a  —  ^)  -+-  v/B(6-"X)(6  — îi)  +  v^C(c  —  À)(c  —  ^i)  =  o, 

A.,  B,  C  étant  des  coostantes  liées  par  la  relation  symétrique  et  aisée  à  retenir, 

/        A(a  — 6)(a  — c)(a  — rf) 
(3)  1  H- B(6  — a)(ô  — c)(6  — rf) 

(  -hC(c  — a)(c  —  ô)(c  — rf)  =0. 

Le  procédé  d'intégration  présente  encore  l'avantage  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de 
faire  un  nouveau  calcul  ni  un  changement  de  variable  quand  F  devient  du 
troisième  degré;  car,  si 

F  —  (j;  —  a)(j7  —  6)(j?  —  c), 

la  même  formule  (2)  fournira  l'intégrale,  à  condition  de  faire  d  infini  dans  la 
relation  (3),  ce  qui  la  réduit  à  la  suivante 

A(a  — À)(a  — c)-+-B(6  — a)(ô  — c)-+-C(c  — a)(c  — 6)=o. 

On  voit,  en  résumé,  comment  l'intégration  algébrique  de  Téquation  d'Euler 
peut  être  déduite  de  considérations  mécaniques. 

Deuxième  Partie.  —  Nous  avons   déjà   dit   que  la   seconde  équation  (1), 

savoir 

rfU  -+-  2N  rfA  =  o. 

amène  tout  naturellement  à  se  demander  si  l'on  ne  peut  pas  déterminer  la  loi 
de  la  force  de  manière  à  avoir  une  polhodie;  pour  cela  A  doit  être  constant 
et,  par  suite,  U  doit  l'être  également,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 

I   dx^        i_  dy^        I   rfz*  _ 
a'dû}  ~^  b  dt^  "^  c  'db  " 

Partant  de  là  je  démontre  que,  si  l'on  pose 

OÙ  /  est  la  distance  constante  du  centre  au  plan  tangent,  l'expression  de  la 
force  doit  être  de  la  forme 

^V       ip'—  {ab  4-  ac  -+-  bc)i'*-f  abcl'*y  )  ' 

et  que,  réciproquement,  si  un  point  est  placé  sur  la  surface  en  un  point  avec 
une  vitesse  initiale  dirigée  suivant  la  tangente  à  la  polhodie  du  point  et  dont 
les  composantes  a,  S,  y  satisfont  à  l'équation 

a«        S»        y' 
abc 

ce  point,  sous  l'influence  de  la  force  ci-dessus  décrira  cette  polhodie. 


'  *iniVAr^->  àa\  ')>iiiiLâ>  i*  nil*-\:««a    ie^  '■''•oriie»  plan««'    «t  T-irs 


/•  —      *0   -«-  —   !•     ."«  —   io«-   '•   »  —  ^tàrr*    'Mf^ :        *--- 


i.«nn'-*»   ••■lui-.iiit-*^.    I-    .■••I    le    -*■  ^-rini*  ^ur   !'<rllfto***i 

I.-    4  r  tt-v<*    iiir^.n-  m  7..iiit   un  Mf^-tar;   .  h«!rp.héIi.Mlie  rf^i 
ir    A   >«ih«'«i»o  •*»»i*      M.îur'i'**    I»-    A   :i»r*-»    Et    3iii«.   ;,-,_^ 
•\.»r'*—^«'a«'  ir-»   "     — ■— ■>  -■*-.: ir^   I*a^  la  "-iiui  Autr^  ?&••«▼-• 

—  *=    ««r    A*.   •■    fV  a 

MT    «    i'f^    l   «H'  !•     -    li  ■». .  •    "Il     vaT'  '««rT     ^   '^••Ite^.ij^     Fj 
i«*   ^'   rji'iiii'-'*'   I   !■!    ■■    .1..    ;ï       ;»  •^-»  .:t>  •lie*.    **«««iiit 


•     •  •  .  ■  i 


«^     :-n   -■ 


-    *       :  1    _ ^'' 
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le  résultat  indiqué  par  M.   de  Sparre  pour  riierpolhodie  proprement  dite  de 
Poinsot,  à  savoir  qu'elle  ne  peut  présenter  des  inflexions. 

De  plus,  la  formule  ci-dessus  donne  l'expression  d'une  force  centrale  sous 
l'influence  de  laquelle  le  point  supposé  libre  décrirait  riierpolhodie  pourvu 
qu'il  fiU  placé  dans  des  conditions  initiales  convenables.  Cette  expression  est, 
en  désignant  par  C  la  constante  des  aires, 

Cette  expression  est  de  la  forme 


p  étant  le  rayon  vecteur,  /i,  N  et  P  trois  constantes. 

Réciproquement,  si  un  point  est  sollicité  par  une  force  centrale  de  cette 
forme,  sa  trajectoire  pourra,  dans  des  conditions  particulières,  être  une  her- 
polhodie.  Et  d'abord  il  faudra  que  la  constante  des  forces  vives  soit  négative. 
Ceci  étant  et  conservant  toujours  les  mêmes  notations,  on  pourra  former  deux 
équations  du  troisième  degré  ayant  pour  racines,  la  première  al'*,  bl'*,  c/'*,  la 
seconde  al'' — i,  6/'*— i,  c/'*— 1,  et  si  a,  A,  c  et  /'  déterminent  une  her- 
polhodie,  l.a  trajectoire  coïncidera  avec  cette  courbe.  Dans  le  cas  particulier 
où  n  est  négatif  et  P  positif,  on  a  toujours  une  herpolliodie  tracée,  sur  un 
hyperboloïde  à  une  nappe,  autour  du  sommet  du  grand  axe  de  Tellipse  de 
gorge.  C'est  le  cas  singulier,  indiqué  par  M.  Darboux,  où  le  rayon  recteur, 
après  avoir  tourné  dans  un  sens,  rétrograde  à  partir  d'une  certaine  position. 
11  est  à  remarquer  que,  au  point  de  rétrogradation,  la  force  deviendrait  infinie. 

Un  cas  particulier  est  intéressant  à  examiner,  c'est  celui  où  /i  =  o,  c'est- 
à-dire  (a/'*— i)(6/'«-i)(c/'>— i)  =0. 

Ceci  peut  se  produire  dans  deux  circonstances,  si  la  surface  est  un  ellipsoïde 
ou  un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  si  Ton  a,  dans  les  deux  cas, 

b  étant  le  carré  de  l'axe  moyen  de  l'ellipsoïde  ou  du  petit  axe  de  l'ellipse  de 
gorge  dans  l'hyperboloïde.  L'herpolhodie  correspond  alors  à  la  polhodie  plane 
singulière  de  Poinsot,  qui  est  toujours  une  ellipse  dont  le  plan  contient  l'axe  b. 
L'expression  de  la  force  est  alors 

et  l'on  peut  obtenir  une  infinité  d'ellipsoïdes  ou  d'hypcrboloïdes  à  une  nappe 
admettant  la  même  polhodie  plane,  l'herpolhodie  correspondante  étant  la  tra- 
jectoire d'un  point  matériel  soumis  à  la  force  représentée  par  la  formule  ci- 
dessus,  ce  qui  amène  à  ce  théorème  : 

«  Un  point  matériel  étant  sollicité  vers  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du 
cube  de  la  distance,  si  la  constante  des  forces  vives  est  négative,  c'est-à-dire  si 

.       N     . 
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la  trajectoire  |>eul  ^tre  obtenue  par  le  roulemeoi   d*anc  ellipse  sar  un  pl»a 
tangent,  IVIlipse  tournant  autour  de  »on  centre. 
Knfin,  si  la  force  a  pour  e&pre^sion 


où  /i  a  une  valeur  négative,  et  si 

N 


vl : C  o, 


la  trajectoire  pourra  être  engendrée  par  le  roulemeot  d'une  ellipse,  si  la  force 
est  attractive,  par  celui  d'une  hyperbole  si  elle  est  répulsive. 


Toiniî  II;  1890. 

Janet  (/^.).  —  Klinlr  lli<'*oriqiic  vl  expérimentale  sur  l^aiiiianUtioD 
transversale  lïrs  conducletirs  inagiiéliques.  (i-c)3). 

Les  champs  niagnôiiques  crt^és  par  un  système  quelconque  de  courants 
peuvent  être  de  deux  esprces  essentiellement  difTércotcs,  au  point  de  >ue  ma- 
thématique :  k  l'exlrrieur  des  conducteurs  la  force  magnétique  dérive  d'an 
potentiel;  à  l'intérieur,  elle  n'en  dérive  pas.  C'est  l'aimantation  des  substances 
magnétiques  et,  on  parli<  ulier,  du  fer  sous  l'influence  de  ces  champs  ne  dépen- 
dant pas  d'un  potentiel  (rlianips  non  conservatifs),  que  l'auteur  s'est  proposé 
d'étudier;  en  d'autres  termes,  c'est  l'aintantation  de  ces  substances  sous  l'ia- 
fluvnce  d'un  rouruiit  c|ui  les  traverse;  il  la  désigne  sous  le  nom  général  tVai' 
mantation  tr(tnx\'ersalr.  Le  Mémoire  comprend  deux  parties,  l'une  théorique, 
l'autre  expériuM'iiliile.  Nous  insisterons  surtout  sur  la  première. 

l'n  premier  (Chapitre  est  destiné  à  étendre  aux  champs  non  conservatif» 
quelqu(*s  lliéonMiH*»»  déiinMitrés  pour  les  champs  ordinaires.  Le  plus  général  csi 
II*  suiv.int  :  le  flux  il'intlurtinn  /nm^ntfifjuc  se  conscr\'e  clans  tout  l'espace,  y 
contpris  irs  cotninctrurs  fHfii^^nctitjurs  ou  non  jnircourus  par  des  courand 
tjur/c'tnf/urs. 

\.o  ('.li.i|iili'c  II  r>t  (•(»n>ai*ré  à  la  mi>o  «m»  é(|uali«»n  du  prriblèiiie  ç/ucral  «iu 
m.«:;i)<Mivm«*  lran>\<MsaI  induit. 

On  «léniontrc  «juc.  «Lins  \c  iW^  «l'un  rot^fliciont  d'ainiantat  ion  rorisidi.l.  r«^  nu- 
s:u!li«»un*  ti  .«n>>«M  >,il  r^l  t'ulu  rtMiu-nl  supcrTn'irl  {conunc  diin>  r^irnanldlion  de 
prrniinr  «'>|urr). 

><»it  alor>  il  \v   i^olrutirl    du   ni.>i:n«ti'»iMC   induit.  I\   la    ruinp.xjnto    iw-rnulo 

en   un  point   do  la  ««m  lare  dr  l.i  i«'ir«'  rirri  r»»iny::nrli.|no  donnée:    la  d»':.'»ilc  >J- 

i»»i  1)1  H  llr   r^l 

f/il 

t/  / 
I  >'.iii .  p'Mir  d<  lin  1 1'  ii .   I  (  -lu.i   i<  'Il   I  n  I-  1:1 .'.  Ir 


V  » 


(  !" 


-.1  II'    "II-  ,ii-  -]•    «■Il    •     ;■    I  "III    i|-UN-  1    1,1   ti'ii.  ti  -n    IJ.     .:: 
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le  cas  de  raiiiiantalion  de  première   espèce,  c'est- â-dirc  dans  le  cas  où  l'„  est 

de  la  forme  —  -,-•  Il  est  aisé  de  ramener  Téqualion  (i)  à  ce  ras.  Posons  suc- 
an 

cessivemeiil 

t.' 

et  remarquons  que  V  csi  un  potentiel.  L'équation  (i)  devient  alors 

û'  =  A-  /   -  -^-dS  +  k  I   -  -r-  db. 
J    r    an  J    r  an 

et  la  méthode  de  C.  Neumann  s'applique  direclement. 

Après  avoir  étendu  à  TellipsoVde  aimanté  transversalemeol  un  théorème 
de  F.  Neumann  qui  donne  le  moment  magnétique  d'un  tel  ellipsoïde,  l'auteur 
montre  comment  on  peut  mettre  le  problème  en  équation  dans  le  cas  d'un 
coefficient  d'aimantation  variable  :  il  suffit,  pour  cela,  d'écrire  les  deux  équa- 
tions solénoïdales  qui  expriment  la  conservation  du  flux  d'induction. 

Il  est  important  de  soumettre  la  théorie  au  contrôle  de  l'expérience.  L'auteur 
est  donc  amené  à  rechercher  les  cas  simples  dans  lesquels  l'expérience  est 
possible  et  à  appliquer  les  équations  générales  à  ces  cas.  Le  Chapitre  III  con- 
tient donc  l'étude  des  cylindres  à  section  quelconque  parcourus  par  un  courant 
homogène;  l'une  des  intégrations  peut  alors  s'efl'ectuer  dans  le  terme  tout 
connu,  et  l'équatiou  générale  devient 

(2)  a  =  k  f  ^^  ^^  dS  -^  2kJ^ \ogr  h\ds, 

ds  étant  l'élément  d'arc  de  la  section  droite;  d'ailleurs  on  démontrç  que  F^ 
est  égale  et  perpendiculaire  à  la  force  qu'exercerait  au  même  point  le  cylindre 
supposé  plein,  homogène,  et  agissant  suivant  la  loi  de  Newton. 

La  fonction  Q  étant  obtenue  par  la  méthode  de  C.  Neumann  ou  par  toute 
autre,  on  devra,  pour  avoir  une  idée  plus  complète  de  la  distribution  du  ma- 
gnétisme, rechercher  les  lignes  d'aimantation.  Cette  recherche  se  ramène  à  une 
simple  quadrature.  En  eiïet,  si  l'on  appelle  H  le  potentiel  vecteur  (parallèle  à 
l'axe  du  cylindre),  W  la  fonction  conjuguée  de  û,  l'équation  des  lignes  d'ai- 
mantation est 

II  =  M  -f-C. 

Enfln  il  faut  spécifier  la  forme  du  cylindre.  L'auteur  choisit  le  cylindre 
circulaire  et  le  cylindre  elliptique  (Chap.  IV).  Le  premier  est  très  simple  :  il 
n'y  a  pas  de  densité  superficielle  apparente,  par  suite,  pas  d'action  extérieure; 
les  lignes  d'aimantation  sont  des  cercles  concentriques  en  cylindre.  Le  deuxième 
est  plus  compliqué.  Pour  l'étudier,  il  faut  appliquer  l'équation  (a).  La  théorie 
générale  donne,  pour  les  composantes  a,  ^  de  l'action  électromagnétique 

-     »  é"    -  ~    —  /  • 

U   —  U  (1*0 

Il  s'agit  de  calculer  rinté^^nilc 

J    -  •»    /    \oiir\'\  (/x  -  — '-^    I    Ing/(/T  ï'cos/»  J7   -  ijx  co^n  y)  ds. 
.  /  "  <i  -t-  ^ , 7  • 
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On  IroiiNc 

J  ^-  r^fl^C^-^)    r*''|ogrsinecoserfe  =  -aAL. 
a-hb        Jq 

S:»il  x^y„  le  point  pour  lequel  il  faut  calculer  l'intégrale 


L—    /       logv''(jr^  — ttcos0)'-r-  (.r.—  b  siu6)*sin6cos6rf6. 

m'a 


En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  x^j  on  débarrasse  cette  intégrale  de  tout 
signe  logarithmique,  puis,  posant 

cos8  -hi  sin6  =  z, 
on  trouve 

r>L   _  I     /'  {az' — 9.x„z  -ha){z*—i)  .^ 


z*-\-\)y-['ii,y\z-b{z*-'i)y\ 


L'intégrale  doit  maintenant  être  prise  le  long  du  cercle  de  rayon  i  ayant 
pour  centre  Torigine.  Décomposant  la  quantité  sous  le  signe  /  en  fractions  ra- 
tionnelles, on  peut  écrire 

.,        /7\        B        C  D  E  F  G     \    . 

2  c'  M  :=  /  (  A  -4-       -+   -   H 1 1 1 )  dz, 

/       \  »t  *t  »ê    —~     *»,  *t    «»j  -w    ^j  t    *'«/ 

z^  étant  Taflixe  du  point  Xf,y^^  z\  la  quantité  conjuguée,  on  a 


a  -h  b 


*• 

•.»■ 

-  v=:  - 

-r^ 

a  -+-  6 

•*• 

-  C 

Tout  revient  à  discuter  la  position  de  ce?  points  par  rapport  au  cercle  :  pour 
cela  l'auteur  emploie  le  ruisonuemenl  suivant;  L  est  un  potentiel  dû  à  une 
certaine  couche  superficielle;  M  est  une  force  qui  est  continue  tant  que  x^y 
reste  à  l'intérieur  de  l'ellipse  :  donc,  tant  que  x^y^^  est  intérieur  à  rellipsc, 
aucun  des  points  z  ne  peut  franchir  le  cercle,  car  il  en  résulterait  une  discon- 
tinuité pour  iM.  Il  suffit  donc  de  trouver  la  (Ii>p()silion  de  ce»  points  i)our  une 
valeur  particulière  de  x^y„,  par  exemple  x^  =  y^—  o.  On  trouve  ainsi  que  les 
points  I  et  2  sont  intérieurs,  3  et  f\  extérieurs  au  cercle.  Donc 

2C»M  -  jM  =  ^ir(B  H-  l)  4-  E) 

On  en  déduit  L,  puis  J;  tout  calcul  fait, 

if^r.Ua  —  ù  )ab 

J  — y-  ■  -     xy  —  \Lxy. 

{a  -^  b)  -^        '     * 

L  é(jualion  fondamentale  devient 

,    r  X   clÇl    ,, 

J     r  du  '     ' 

On   pourrait   app!i(|ner   la   mclhode   de   C.   Ncuniiinii.    Il   c>l    plus   >iniplc  «if 
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poser 

il  =  Û,-+-  vxy. 
Il  vient 

Û,  -h  vxy  =  A-  /   -  —z-^  dS  —  k  v{a'-^b')     jcy  ^  Ajxjy. 

On  satisfait  à  cette  équation  en  posant 

^  I  ii)T.'(a—  b)abk 

Û,=  o,        v=  — 


d'où 

On  en  déduit  pour  la  densité  superficielle 

fyTikabc*  sin6cos6 


(a'-+-6')(i-h4^Ar)4-2a6  y/a' sin'O -+- 6^  cos'O 


Tout  ceci  se  rapporte  à  un  courant  de  densité  i.  Pour  un  courant  d'inlen- 

site  I,  on  aurait 

\^ 

Ttab 


L  =3  <T  - 


On  peut  écrire,  par  des  considérations  géométriques  très  simples, 

9  —  —  Cpxy, 

G  étant  une  constante  positive  dp  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  centre  sur  la  tangente  au  point  Xf  y.  D'autre  part,  supposons  que  le  cy> 
lindre  soit  chargé  d'une  couche  d'éleclricité  négative  en  équilibre;  la  densité 
de  cette  couche  serait 

d*où  le  théorème  suivant  : 

La  densité  superficielle  du  magnétisme  libre  en  un  point  de  la  surface 
d'un  cylindre  elliptique  aimanté  transversalement  est  égale  à  la  densité 
qu'aurait  en  ce  point  une  couche  d'électricité  négative  en  équilibre,  mul- 
tipliée par  le  produit  des  coordonnées  de  ce  point. 

Les  lignes  d'aimantation  sont  obtenues  par  la  méthode  générale  indiquée 
plus  haut  :  on  trouve  que  ce  sont  des  ellipses  semblables,  moins  aplaties  que 
le  cylindre.  La  couche  superficielle  étudiée  plus  haut  est  duc  aux  extrémités 
libres  de  ces  filets  solénoïdaux. 

Le  Chapitre  V  montre  enfin  que  Ton  peut  résoudre  entièrement,  par  une 
marche  analogue,  le  problème  de  la  distribution  du  magnétisme  transversal 
dans  un  tube  cylindrique  à  sections  elliptiques  liomofocales;  les  expressions 
auxquelles  on  arrive  sont  plus  compliquées  que  les  précédentes  :  nous  ren- 
verrons au  Mémoire  original. 

La  seconde  Partie  du  travail  est  plus  spécialement  consacrée  aux  expé- 
riences (*)  :  nous  serons  donc  beaucoup  plus  bref  dans  son  analyse.  Le  premier 


(•)  Laboratoire  de  Physique  de  la  Faculté  de?  Sciences  de  Grenoble. 
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Chapitre  renferme  les  Térificaiions  expérimentales»  portant  sur  les  cylindres 
circulaires  et  elliptiques.  Dans  le  premier  cas,  l'aimantation  non  apparente  est 
révélée  par  l'artifice  suivant  :  le  cylindre  d'acier,  préalablement  fendu,  est, 
après  l'aimantation,  séparé  en  deux  parties  qui  présentent  chacune,  conformé- 
ment à  la  théorie,  deux  lignes  polaires  apparentes.  Pour  le  cylindre  elliptique, 
il  n'est  besoin  d'aucun  artifice  :  le  spectre  magnétique  révèle  la  présence  d'une 
couche  superficielle;  le  signe  du  magnétisme  en  chaque  point,  étudié  à  l'aide 
d'une  petite  aiguille  aimantée,  est  celui  que  prévoit  la  théorie.  Les  Chapitres 
suivants  sont  consacrés  à  l'exposé  d'une  méthode  permettant  d'appliquer  l'ai- 
mantation transversale  d'un  tube  cylindrique  à  l'étude  du  coefficient  d'aiman- 
tation du  fer.  Nous  renverrons  le  lecteur  au  Mémoire  original  pour  la  théorie 
de  cette  méthode,  son  application  expérimentale  et  les  résultats  qu'elle  fournit. 

Stouff  (-^.).  —  Sur  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  surface 
minima.  (i65-i84). 

Ce  travail  appartient  à  un  domaine  de  recherches  qui  ont  pour  point  de  dé- 
part le  travail  de  M.  Wcingarlen  Ueber  eine  Klasse  auj  einander  abwickel- 
baren  Flàchen  {Journal  de  Crelle,  t.  59).  On  sait  que  les  normales  élevées 
le  long  d'une  ligne  de  courbure  d'une  surface  touchent  l'une  des  nappes  de  la 
surface  des  centres  de  courbure  aux  points  d'une  ligne  géodésique  de  cette 
dernière.  Celte  propriété  devait  faire  pressentir  un  lien  entre  la  théorie  des 
surfaces  des  centres,  et  celle  des  surfaces  applicables  les  unes  sur  les  autres. 
iM.  VVeingarten  a  reconnu  que  les  surfaces  de  centres  des  surfaces  dont  un 
rayon  de  courbure  est  la  même  fonction  de  l'auire  sont  toutes  applicables  les 
unes  sur  les  autres  et  en  particulier  sur  une  surface  de  révolution.  La  démon- 
stration de  ce  théorème  s'obtient  facilement  en  rapportant  la  surface  primitive 
à  un  système  de  lignes  de  courbure  et  à  un  système  de  ligues  pour  lesquelles 
un  des  rayons  de  courbure  est  constant.  Gauss,  dans  ses  Disquisitiones  supra 
superficies  curvas,  avait  déjà  remarqué  qu'à  ce  système  correspond  sur  la  sur- 
face des  centres  un  système  orthogonal. 

Héciproquement,  M.  Wcingarlen  reconnaît  que  les  surfaces  dont  l'élément  li- 
néaire esl  ds  —  \dp^-\~'^{p)dq\,  c'csl-à-dire  les  surfaces  appli«'ablcs  sur  une 
surface  de  révolution,  peuvent  toujours  èlrc  considérées  comme  les  surfaces  des 
centres  de  surface  dont  un  rayo»  de  courbure  esl  fonclioii  de  l'autre.  M.  Wcin- 
gartcii  examine  le  cas  des  surfaces  niininia  :  la  surface  de  révolution  en  i|ues- 
tion  est  alors  engendrée  par  la  développée  d'une  clialncUe.  A  ces  reelierclies  se 
rapporte  un  autre  travail  de  M.  \Veinj;arlen  {Journal  de  Crelle,  \^ù\)  L'eber 
die  Oberflàcken  fiir  we/c/ie  einer  der  Ilalbkriininiuni^sme&er  einc  Function 
des  andcren  ist.  Il  se  propose  de  trouver  loules  les  surlaee>  pour  lesquelles  il 
y  a  entre  les  deux  rayons  de  courbure  une  reialion  donnée.  On  est  rdiiioné  à 
un  problème  de  Monge  :  trouver  les  surfaces  dont  les  normales  louchent  une 
surface  donnée,  et  M.  Wcingarlen  donne  la  solution  suivaulc  :  «(  Si  ï\>n  tend 
sur  la  surface  donnée,  à  partir  d'une  courbe  arbitraire  et  p«îrpentliculiiireiiienl 
à  celle  courbe,  des  (ils  flexibles  d'égale  louj^ueur,  les  exlréuiilé>  de  ces  tils  dé- 
crivent la  surface  demandée.  » 

Dans  un  Ménjoire  publié  en  18S..Î,  dans  les  Mathcniatischc  Ann'dcn,  M.  Lie 
a  été  conduit  à  s'occuper  de  celle  (pieslion  {L  iilersuciiuui^cfi  liOer  gcodittisclic 
Curven).  Il  cherche  la  forme  de  l'éiénjenl  linéaire  des  surlacos  (|(ii  possèdent 
en  elles-mêmes  une  Iransfornialion  inlinilésiniale.  Iclle  (|iie  clid  lue  lif;ne  j;éi»- 
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désique  soit  Iransformée  en  une  ligne  géodésique  infiniment  voisine.  Plus  par- 
ticulièrement, quelles  sont  celles  qui  permettent  cette  transformation,  sans 
extension  de  l'élément  superficiel?  Parmi  celles-ci  les  plus  remarquables  sont 
les  surfaces  des  centres  des  surfaces,  dont  un  rayon  de  courbure  est  fonction 
de  l'autre.  En  particulier,  les  surfaces  dont  les  lignes  géodésiqucs  permettent 
deux  transformations  infinitésimales,  sont  les  surfaces  de  centre  des  surfaces 
dont  le  rapport  des  rayons  de  courbure  est  constant  (p.  389). 

Dans  plusieurs  Notes  (  Sitzungsberichte  der  Berliner  Akademie,  i4  dé- 
cembre 1882;  Acta  mathematica,  t.  X  ;  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  i883),  M.  Lipschitz  a  traité  de  nouveau  la  recherche  des 
surfaces  dont  un  rayon  de  courbure  est  fonction  de  l'autre. 

Par  une  méthode  qui  lui  est  particulière,  M.  von  Lilienthal  est  revenu  sur 
ces  questions  (  Mathematische  Annalen,  t.  \\X  ).  L'auteur  rapporte  la  surface 
primitive  à  un  système  de  courbes  coordonnées  quelconques,  et  fait  intervenir 
dans  ses  formules  les  angles  que  fait  la  rcprésenlation  spliériquc  d'une  courbe 
de  la  surface  avec  les  représentations  splicriques  des  deux  courbes  coordonnées. 
Cette  méthode,  d'une  extrême  élégance,  lui  permet  de  démontrer  les  théorèmes 
déjà  connus  sur  les  surfaces  de  centres. 

Si  les  rayons  de  courbures  sont  fonction  l'un  de  l'autre,  le  produit  des  cour- 
bures totales  des  deux  nappes  de  la  surface  des  centres  est  r r-(llALPnEN). 

(p.— P,)* 
Les  lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  (  Ribeaucour). 

M.  von  JJIienthal  trouve  des  résultats  nouveaux.  La  courbure  totale  de  la  sur- 
face des  centres  d'une  surface  minima  est  — 4  fois  celle  de  la  surface  primitive. 
Il  indique  également  la  manière  d'obtenir  les  arêtes  de  rebroussement  de  la 
surface  focale. 

Dans  le  tome  \I  des  Acta  mathematica,  M.  von  Lilienthal  a  donné  une 
nouvelle  démonstration  du  théorème  de  M.  Weingartcn  à  l'aide  des  formules 
qui  lui  sont  propres. 

M.  Stouiï  s'est  proposé  l'étude  de  la  surface  des  centres,  en  partant  des  for- 
mules bien  connues  de  M.  Weierstrass  relatives  aux  surfaces  minima.  La  mé- 
thode géométrique  qu'il  emploie  se  présente  naturellement  et  avait  été  utilisée 
dans  d'autres  cas  par  certains  auteurs,  M.  Curiis,  par  exemple.  Elle  lui  permet 
de  retrouver  le  théorème  de  M.  von  Lilienthal,  relatif  à  la  courbure  totale  de 
la  surface  des  centres.  Dans  les  calculs  s'introduisent  deux  angles  qui  paraissent 
devoir  jouer  dans  les  questions  de  ce  genre  un  rôle  assez  important  :  ce  sont 
les  angles  que  fait  la  ligne  géodésique  de  la  surface  des  rentres,  développée 
d'une  ligne  de  courbure  de  la  surface  primitive,  avec  les  deux  lignes  asympto- 
tiques de  la  surface  des  centres.  Les  équations  des  lignes  de  courbure  de  la 
surface  des  centres  se  présentent  sous  une  forme  particulièrement  élégante; 
quant  aux  lignes  asymptotiques,  elles  correspondent  aux  lignes  de  longueur 
nulle  de  la  surface  minima.  L'auteur  obtient  ensuite  l'expression  du  rayon 
de  courbure  d'une  ligne  de  courbure  de  la  surface  des  centres.  Il  applique 
ses  formules  à  la  surface  des  centres  de  la  surface  d'Enneper;  il  se  trouve  que 
l'intégration  de  l'équation  des  lignes  de  courbure  de  cette  surface  se  ramène  à 
la  f(»rmulc  d'addition  des  fonctions  circulaires.  On  est  naturellement  conduit 
à  se  demander  si  la  formule  d'addition  des  fonctions  elliptiques  n'inter- 
viendrait pas  dans  une  théorie  voisine.  Le  rayon  de  courbure  des  lignes  de 
courbure  de  cette  surface  donne  également  lieu  à  des  conséquences  inté- 
ressantes. La  cuténoïde  et  rhclicoïdc  ;;uu<'hc  sont  «;nsuilc  traites. 
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1^  siirrace  des  centres  d'une  surFace  minima  présenle  normalement  une 
arétc  de  rcbrousscmcnt.  Les  surfaces  pour  lesquelles  la  fonction  de  M.  Weier- 
strass  est 

^  (  'O  ~  "(YâTf-  X-  )*  (  il  -  Y  )~k 

pn^sentent  une  arête  de  rebroussement  coupée  à  angle  droit  par  les  normales 
à  la  surface  primitive.  Cette  arête  de  rebroussement  a  un  rayon  de  courbure 
invariable. 

Le  reste  du  Mémoire  est  consacré  à  démontrer  que  la  surface  des  centres 
d'une  surface  minima  est  applicable  sur  la  surface  focale  d'une  caténoTde  et 
que,  réciproquement,  toute  surface  applicable  sur  la  surface  focale  d'une  caté- 
noYde  est  la  surface  des  centres  d'une  certaine  surface  minima,  par  une  mé- 
thode qui  puisse  être  présentée  dans  un  cours  élémentaire. 

Lyon,  —  Sur  les  courbes  à  torsion  constante.  (.^53-4^2). 

Ce  Mémoire  important  a  pour  objet  l'étude  des  courbes  à  torsion  constante, 
et  principalement  la  recherche  de  celles  qui  sont  algébriques  et  unicursales. 
Aucune  courbe  algébrique  à  torsion  constante  n'ayant  encore  été  signalée,  il 
était  particulièrement  intéressant  de  montrer  que  de  pareilles  coarbes 
existent. 

Le  Chapitre  I  est  consacré  à  la  formation  des  équations  générales  des 
courbes  à  torsion  constante,  et  spécialement  de  celles  de  ces  courbes  qui  sont 
unicursales.  Les  formules  de  Fresnel  permettent  d'abord  de  représenter  ces 
coorbes  par  les  équations  (i) 

.  X  =  'zf{c'dc'—c'  de). 
(i)  y  -=-:/{€' de  -f  cfr'). 

\    c  —  •:  f{cde'  —  e'  de  ). 

dans  le>4|uelles  t  est  Ir  ray<m  de  lorsitin,  el  r.  e',  e'  ir»»!*  r«iiirii..«>  4rbitrrfire>. 
a^ssiijetlies  à  re>ler  sur  une  splure  de  rj\on  i.  dou 

(  i)  e'  —  e'   -  e'*—  i. 


I  ^_  j  *  I  -  -  1  "  2  — * 

A  l'dide  des  formules  de  .M.  O.  {(««nneU  e -«c  —  < '••-•*—     -    -\  •, 

a—  i  a—  ;  a -s 

■  ■ 

on  peut  remplacer  ce>  fondions   par  deiiv   dulic?.  a  ^^t    i.  .;i:i  >-_  ni    '^<   parj- 
mctres  d«r>  scnéralrire?  rcelilij:nes  île  la  <plirre     '   .  el  •;'.:!  ne   -^-n:  j^su^elUf-s 

4  ayune  e<>ndition.  he  plus,  le*  deu\   f«inclion!.  a  el   —  ^  de^r.  a:  rir»?  ima^i- 

riiirc?-  • '-nju^iure:?  p<»nr  les  rourbo>  réelle-^,  «ilceli  iq"je>  [«  'sr  '<•<   *    ^rl-t-ï.  jî.^e- 
br.qu-*".  cl  rationnelle*  |»'jur  Je-^  ri»urlie>  iinioiir^^ic". 


—  i    2       :      - 
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les  équalions  «les  courbes  à  torsion  constante  deviennent 


/  r     du 


'y  -  ^/t 

(3)  ^a:-iy^'zf- 


4-  Ull^ 

du. 


ti  du.  —  u.  du 


T    /*«  du,  —  u, 

iz  =  -    I - 

ij         i-huu^ 


résultat  qu'on  pouvait  déduire  directement  des  formules  (i),  en  y  faisant 


c'  —  ic  c'  ■+■  ic 


c' 


=  M,  -5—  =  M,. 


Les  fonctions  m,  r<,  doivent  être  imaginaires  conjuguées  pour  les  courbes 
réelles,  algébriques  pour  les  courbes  algébriques,  rationnelles  pour  les  courbes 
unicursales.  Entre  les  deux  fonctions  Uf  u^  on  établira  une  relation  quelconque 

(4)  /■(!/,  M.)  =  o, 

et  les  équations  (3)  définiront  une  courbe  correspondante. 

Si,  pour  les  courbes,  on  suppose  que  u  et  i/,  soient  imaginaires  conjugués, 
l'équation  (4)  fournira,  en  général,  deux  relations  entre  les  quantités  réelles  : 
la  forme  de /devra  donc  être  telle  que  ces  deux  relations  se  réduisent  à  une 
seule.  Il  en  est  ainsi  pour  uu^=  c*  =  a,  qui  fournit  alors  la  courbe 

X  -h  ly  =  u. 

•^        1-4-  a    ' 

ax     I 

JT  —  iy  =  -  y 

I  -f-  a  M 

.    ax    , 
.  I  -i-  rt 

qui  n'est  autre  qu'une  liélice  tracée  sur  un  cylindre  circulaire. 

I^s  équations  (3)  peuvent  être  transformées  de  façon  à  ne  dépendre  que 
d'une  seule  quadrature,  en  supposant  que  la  relation  ('i)  soit  mise  sous  la 
forme 


////, 


-f-»" 


3**  étant  une  fonction  arbitraire.  On  a  alors 

X  -h  iy  ---  X  ?'(i')» 

X  —  l'y  =  x[v*  ^'' (v)  —  2V  o' {v)  -h  i  ^(v)  —  v]  —  xfvd  log  s* ( r )» . 

z  —      /tf  log  ©"c  «')  -h  3  ^'  (v)  —  ivo"  (v)]. 

Si  l'on  prend  pour  ^(v)  diverses  fonctions  rationnelles  de  v,  on  obtiendra 
des  courbes  à  torsion  constante,  dont  les  coordonnées  seront  des  fonctions 
algébriques  et  logarillimiqnes  de  \\ 
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Ainsi  ç'(i^)  —  A  donne  la  cubique  gauche  rectifîable 

m 

En  posant  9*(t')  —  A  i»"»,  on  obtient  une  hélice  ordinaire. 

Ces  deux  courbes  ont  leurs  deux  courbures  constantes.  La  démonstration 
que  l'on  donne  ordinairement  pour  prouver  que  l'hélice  ordinaire  est  la  seule 
courbe  jouissant  de  cette  propriété  ne  tient  pas  compte  du  cas  où  l'indicatrice 
sphériquc  est  une  parabole,  et  c'est  précisément  le  cas  de  la  cubique  que  l'on  a 
obtenue,  comme  cela  est  établi  dans  la  Note  additionnelle  qui  termine  le  Mé- 
moire. 

En  remplaçant  dans  les  formules  générales  les  fonctions  u^  i/,  par  deux  ex- 
pressions imaginaires  conjuguées,  on  obtient  des  formules  spéciales  pour  les 
courbes  réelles,  et  l'auteur  en  donne  quelques  applications. 

Abordant  alors  l'objet  principal  de  ses  recherches,  qui  est  la  détermination 
des  courbes  unicursalcs  à  torsion  constante,  en  posant 

A  C 

p  =  n  p  —  n  p  =  n 

p—0  p  —  0  ;>=0 

l'auteur  obtient,  pour  définir  ces  courbes,  les  formules 

r    rs(a,b,t)      ,^ 

ix     r     'ç(r,ri,f) 
•*.  J    'lia,/;,  i\t) 

les  fonclious  'f,  -^  éLaril  diifinies  de  la  inanit';re  suivanlc  : 

t—in  —  \  p  =i 

9(a,  ;î,/)-.     V    r-.  V  (/-'i/7)2^.3,_^., 

/  :^   i  p  —  0 

i    In  p  :  -.i 

*  -    0  /J      0 

Les  coordonnées  x,  y,  z  des  poinls  d'une   courbe  unicursalc  ù  torsion  con- 

/^  9  (  O 
TT-x  dt.  qui    ont  le 
^    v(0 

même  dénominalcur  -yCO  <'<"  (iegr«i  ?«,  et  dont  les  numérateurs  sont  d'un 
degré  au  plus  égal  à  (2/1  —  2).  Les  roeffirienls  de  ces  p^dynômes  dépendent 
de  (3n  -r-  1)  indélerminées,  qui  doivent  erre  (Irteiininées  de  telle  sorte  que  les 
trois  inlégraies  soient  algél)ri(jue?>. 


A  = 
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L'auteur  est  donc  conduit  à  chercher  en  général  les  conditions  que  doivent 
remplir  les  coefficients  a,,  b^  de  deux  polynômes  /{x),  F(x),  de  degrés  n 

.    rF(x) 

et  m,  Dour  que  I  intégrale   /   ->, — r 
second  Chapitre. 


dx  soit  algébrique  :  cela  fait  l'objet  du 


En  supposant 


/(^) 


décomposée  en  une  partie  entière  et  en  fractions  simples, 


on  reconnaît  immédiatement  que  tous  les  résidus  relatifs  aux  racines  du  déno- 
minateur doivent  être  nuls,  ce  qui  implique  la  condition  que  f{x)  n'admette 
que  des  racines  multiples.  On  déduit  facilement  de  là  que  m  doit  être  au  plus 
égal  à  (n  —  3),  et  que  le  nombre  h  des  racines  distinctes  dt  f{x)  est  au  plus 
égal  à  (m -4-1).  Si  ces  conditions  sont  satisfaites,  les  coefficients  de  f{x)^ 
V{x)  devront  encore  satisfaire  à  (n  —  i)  conditions  que  l'on  obtiendra  en  ex- 
primant que  les  racines  àt  f{x)  sont  toutes  multiples,  et  que  les  résidus  sont 
tous  nuls.  Mais,  pour  exprimer  ces  conditions,  il  faudrait  connaître  les  racines 
de/{x).  On  peut  obtenir  directement  ces  (/t  — i)  relations  par  une  voie  qui 
n'exige  nullement  la  connaissance  des  racines  de  /{x)  et  fait  connaître  en 
même  temps  la  valeur  de  l'intégrale.  ^ 

Il  est  facile  de  voir  que  l'intégrale,  supposée  algébrique,  pourra  se  mettre 
sous  la  forme 


/ 


0(0:)  admettant  comme  racines  simples  celles  de/{x).  Le  degré  de  cp(x)  est 
(m  +  i),  comme  cela  résulte  de  l'éf^alité 


Si  donc  on  a 


p  =  n 


/{x)F{x)=/ix)<p'{x)-^{x)/'{x). 


p=.m. 


p  =  m-h\ 


p  =  0  p=^^  p  =  0 


en  posant 

p  =  i 

S.  =  —  ^  a^ài_^,       /i  — m  — 1  =  A'^i, 

p  =  0 

les  (m  — i)  conditions   que  doivent  remplir  les  coefficients  de /(x),  F{x), 
pour  que  l'intégrale  soit  algébrique,  seront  les  suivantes 


p=.i  r 

p  =  o  L 


k  —  i  -h  ip 


^      Â(Â--f-i)...(A'+/>)ag+ 


(i  =  m  -h  2,  m  H-  3,  ...,  m  -h  /i). 


7=0         J 


dans  lesquelles  Ao,  A,,  ...,  A^  désignent  les  mineurs  des  éléments  de  la  der- 
nière colonne  dans  le  déterminant  A 


ka^  o 

(A-  — i)rt,         (A-+-i)rt^ 


o 
o 


kk-n)a      {k-q^i)a_^     ^k-u-^\)<i 


o 
o 


(A-h^)a, 


=  A(A-+-i)...(A--f-^)aJ-^» 
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Alors  les  coefficients  de  ^{x)  seront  donnés  par 

_  A„S,-t-A.S.H-...-4-A^S^ 

ce  qui  fera  connaître  la  valeur  de  Tintt'grale  cliercliée. 

Kn  appliquant  ce  qui  précède  au  cas  particulier  où  Ton  a  m  =  o,  on  trouve 
que/(a:)  doit  éire  de  la  forme 

a^ix  —  oL)". 

Le  cas  où  /{x)  est  donné  décomposé  en  facteurs  est  aussi  spécialement 
étudié. 

Les  résultats  que  Ton  vient  d'obtenir  sont  appliqués,  dans  le  Chapitre  III,  aux 
trois  intégrales  dont  dépend  la  détermination  des  courbes  unicursales  à  torsion 
constante.  On  arrive  à  (2/1-4-2A  — 3)  conditions  entre  les  (3/i  -+-2)  arbitraires 
dont  dépendent  ces  intégrales,  h  étant  le  nombre  des  racines  distinctes  de  y. 

L'examen  de  ces  formules  générales,  pour  /i  =  2,  conduit  à  des  cubiques 
gauches  rectifiables  dont  les  équations  réduites 

X  -¥■  iy  ^  pmuy 


pu  /!/•         \ 


pu* 

IZ  = » 

2 


*  —  pu\  /I, 


renfermant  deux  paraméti'cs  /n,/i,en  dehors  du  rapport  d'homothétie /?,  com- 
prennent la  cubique  précédemment  obtenue. 

Kn  donnant  à  ^  des  formes  particulières,  on  obtient  des  courbes  correspon- 
dantes. C'est  ainsi  qu'en  posant  <^  =  a( <—/?)•*,  on  obtient  une  infinité  de 
courbes  de  différents  degré*,  à  torsion  constante,  unicursales  et  à  coordonnées 
entièro'i,  définies  par  les  équation^  suivantes 


.r  -H  I  »• 


•  r    V  (r~./,)a^6,_^. 


>!*-/» 


it  r,  —  /»■ 


/•  -T  2  /f  —  1  n  -'  r 

! V 

tt  i\-  f>-  s^       r 

t    -\  p  =0 

r  —  in  —  \  ft-'r 

-  r    >     {r  —  ) p)b  r       . 

r        \  p  =-0 

r    ;  *  1  —  !  p  -  r 

,.  r    ^     {r—  ^p)c  a^. 

/•  -   I  ^  ^  0 

les   ^.î/i  -♦-  j)    p.iia:iiôlro>  <î.   b.  c   «tant    assujettis   à  satisfaire  aux     »n   «con- 
ditions (1 1) 

r    ■■ 

^     \f* J*    ^—   »,  ".  .         -"  .  I  —  I,    » •/!.. 


/T 


»'t*  t|Ui  l.iiN>o  un  nomÎMv  «l\«rl»ilr.»iro>  c:;^!  .<  (  n 
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Par  exemple,  pour  /t  =  3,  on  obtient  une  courbe  du  cinquiènne  ordre  dépen- 
dant de  cinq  paramétres  arbitraires. 
Pour  la  recherche  des  courbes  réelles,  on  posera,  dans  les  formules  (3), 

A  -  iC  Ah-  iC 

A,  B,  C  étant,  comme  précédemment,  des  polynômes  d'ordre  /t,  et  l'on  obtient 
alors,  pour  les  courbes  réelles,  les  équations 

a? 


J  «Ka.  b,  c,t) 
J   ^{ay  b,  c,  t) 


où  l'on  a  désigné  par  9,  ^  des  polynômes  de  degrés  in  — a  et  a/t,  définis  par 

i  =  %n  —  \  p=zt 

1=2/1  —  1  p=i 

^(a,  p,v,  o---     2]      ^'  ^^'',>''i-r-^?r^i-p-^yryi-p)' 
Le  polynôme  ^y  de  degré  2n,  devra  avoir  toutes  ses  racines  imaginaires  con- 
juguées. Donc,  si  les  courbes  réelles  et  unicursalcs  à  torsion  constante  existent, 
leurs  équations  seront  nécessairement  de  la  forme 

'T»  __  jrr    —   T  -:— î - « 

y  —  y    rrr  X  ^^ = > 

. ^[Y^^^  t] 

^{a.byCyt) 

en  désignant  par  X  un  polynôme  de  degré  {in  —  i)  de  la  forme 

p=.^n  —  \ 
p  =  0 

On  voit  que  ces  courbes,  si  elles  existent,  seront  nécessairement  de  degré 
pair,  et  qu'elles  seront  fermées,  puisque,  pour  t=ztccy  les  coordonnées  x,  y  y  z 
reprennent  les  mêmes  valeurs  x^y  }\y  z^. 

Quant  à  l'existence  même  de  ces  courbes  réelles,  rien  n'est  actuellement 
décidé.  Dans  le  cas  particulier  le  plus  favorable,  celui  où  la  fonction  ^  n'admet 
que  deux  racines  distinctes,  le  problème  est  ramené  à  la  recherche  des  solu- 
tions réelles  d'un  système  de  (2/1 -h  3)  équations  quadratiques  entre  (3/i-h3) 
arbitraires.  Mais  il  n'est  pas  établi  que  ces  solutions  réelles  existent.  Ainsi, 
notamment,  pour  n  =  3,  on  peut  établir  que  les  neuf  équations  n'admettent 
aucun  système  de  solutions  réelles. 

JiuU.  des  Sciences  mathcm.,  j*  série,  t.  XV.  (Novembre  1891.)  R.i4 
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Ainsi,  bien  qu'il  existe  en  nombre  infini  des  courbes  unicursales  imaginaires 
à  torsion  constante,  l'existence  de  courbes  unicursales  réelles,  à  torsion  con- 
stante, n'est  pas  actuellement  démontrée. 


Tome  111;   i8gi. 
Collet  (J,).  —  La  méthode  des  coïncidences.  (191-214). 

On  sait  quelle  importance  ont  acquise,  dans  ces  dernières  années,  les  ob- 
servations du  pendule,  et  à  quel  degré  de  précision  extrême  elles  ont  été 
poussées  par  le  commandant  Dciïorges.  La  détermination  du  rapport  des 
durées  d'oscillation  du  pendule  et  du  balancier  d'une  horloge  est  rêlémcnt 
fondamental  de  la  question. 

Ce  rapport,  supposé  très  voisin  de  Tunité,  s'obtient  par  la  méthode  des 
coïncidences. 

La  notion  de  coïncidence  est  très  précise  dans  l'hypothèse  où  le  balancier  et 
le  pendule  passent  en  même  temps  par  la  verticale.  Mais  cette  coïncidence  ri- 
goureuse au  passage  ne  se  produit  jamais;  ou  même,  se  produirait-elle  une 
fois  (|ue,  par  suite  de  rincommensurabililé  des  durées  d'oscillation  du  pendule 
et  du  balancier,  clic  ne  serait  plus  suivie  d'aucune  autre.  Cependant,  en  dehors 
de  cette  supposition,  la  notion  de  coïncidence  est  restée  vague  et  indéterminée. 

L'auteur  s'est  d'abord  proposé  de  préciser  cette  notion.  Pour  lui,  «7  ^ttcow- 
cidence,  dans  les  mouvements  simultanés  du  pendule  et  du  balancier,  quandy 
à  un  même  moment,  les  mouvements  étant  de  même  sens,  le  balancier  et  le 
pendule  ont  ejfectué  une  même  fraction  de  l'oscillation  commencée  par 
chacun  d'eux.  Puis,  pour  faciliter  l'examen  de  la  (|ueslion,  il  use  de  la  re- 
présentation, bien  connue  et  si  commode,  du  mouvement  du  pendule,  à  l'aide 
d'un  point  décrivant  uniformément,  et  dans  la  durée  d'une  oscillation,  un 
cercle  dont  le  diamètre  est  l'amplitude  du  mouvement  d'un  point  du  pendule 
ou  du  balancier;  la  projection,  faite  «ur  le  diamètre,  du  point  décrivant  la 
circonférence,  aura  un  mouvement  identique  à  celui  du  point  considéré  sur  le 
poiHJiiitî  ou  Niir  \v  h.iiiiiu'icr. 

\a'^  rniiiridnircs  crdcfcs,  rMatli(-in;iti(]uciiH-iil  (Ii'fniies,  no  peuvent  èlre  ob- 
servées. Mais  il  est  liieil».'  de  (iéleiiiiiner  le>  passa^^es  eoiiséeulifs  du  pendule  ou 
du  balamier,  pour  la  \erlicale,  entre  lesquels  se  produit  une  coïneidcDCC. 

l'!ii  prrriaiil  pour  l'Iieure  de  celle  eoinrideiiee  la  moyenne  des  lieurr^  de? 
deux  pa^siim's  «•onstM*ulifs  du  halaneier  (](ii  la  rom[>reuneiil,  ce  qu'on  appelle 
une  coïncidence  moyenne,  on  «'t)ninn'llra  une  erreur  inférieure  à  la  durée  d'une 
deun-oseillalion  du  lialaneier.  Si  a  <\nI  la  di  lié  renée,  1res  petite  d'ailleurs,  entre 
les  durées  d'une  t)>eillalituj  du  pendule  et  du  balancier,  en  prenant  l'heure  do 
la  coïncidence  niovenne   pour  celle  de    la   coïncidence  exacte,  on  commet,  sur 

l 'heure  ou  commencent  l'osciliation  du  pendule,  une  erreur  inférieure  à - 

en  râleur  absolue. 

l.'iulluence  de  cette  erreur  peut  être  rendue  néglij;eable,  soit  en  rendant  i 
plus  petit,  soii  en  au^nicnlanl  la  diin  e  de  l'expérience,  c'est-à-dire  en  oon>i- 
dèranl  une  >uiti'  plus  bumui'  de  coinci»ler»ce>  successi\es.  L'erreur  totale  sur 
l'évaluation  de  l'intervalle  de  lem/ts  compris  entre  les  coïncidences  ex- 
trêmes sera  inférieure  à  a  en  râleur  absolue. 

La  niilliode  <rol>Nrr\al ion    n'a   .linsi   .1  remplir  qu'une  condition   bim  déter- 


REVUE   DES   PUBLICATIONS.  175 

minée,  à  savoir,  de  déterminer  sûrement  les  passages  consécutifs  qui  com- 
prennent la  coïncidence.  La  méthode  sera  parfaite,  si  cette  condition  est 
remplie. 

Pour  atteindra»  ce  but,  diiïércnles  dispositions  ont  été  adoptées,  soit  pour  le 
pendule  à  fil  ou  quasi-simple^  soit  pour  le  pendule  réversible. 

L'auteur  les  étudie  successivement  en  ramenant  à  deux  formes  principales 
les  méthodes  d'observation,  celle  des  coïncidences  linéaires  cl  celle  des 
éclipses. 

La  première,  déjà  employée  par  La  Condaminc,  à  Saint-Domingue  (1735),  a 
été  complètement  décrite,  pour  la  première  fois,  par  Boscowich  (1785 ).  Elle  a 
été  suivie  depuis  par  Borda  (1793),  par  Bessel  (1826).  Mais  la  méthode  des 
éclipses  a  dû  lui  être  substituée  du  jour  où  l'emploi  du  pendule  réversible  s'est 
généralisé. 

Elle  repose  sur  l'observation  des  éclipses  partielles  ou  totales  d'un  champ 
lumineux  ou  d'un  dis<|ue  éclairé  (|ui  se  produisent  aux  passages  du  pendule 
qui  précédent  ou  suivent  une  coïncidence. 

L'auteur  étudie  minuiieusemcnt  cette  méthode.  Il  montre  comment  la  coïnci- 
dence moyenne  est  toujours  déterminée.  Il  recherche  l'influence  que  peut  avoir 
sur  la  sûreté  des  observations  une  plus  ou  moins  grande  largeur  de  l'ouverture 
du  diaphragme;  il  détermine  les  erreurs  qui  peuvent  résulter  des  imperfec- 
tions du  réglage  des  appareils,  et  il  donne  la  marche  à  suivre  pour  les  écarter. 

Quant  à  la  détermination  sûre  des  passages  où  commence  et  où  finit  l'éclipsé, 
au  milieu  de  laquelle  a  lieu  la  coïncidence  moyenne,  c'est  le  point  essentiel 
sur  lequel  doit  porter  l'effort  des  observateurs.  Facile  d'abord,  au  début  d'une 
expérience,  alors  que  le  pendule  a  des  amplitudes  d'oscillations  assez  étendues, 
cette  détermination  devient  de  plus  eu  plus  délicate  quand  les  oscillations  de- 
viennent plus  petites;  de  sorte  que  la  plus  grande  exactitude  qu'on  tente  d'ob- 
tenir en  prolongeant  l'expérience  peut  être  compromise  par  la  netteté  de  moins 
en  moins  grande  des  phénomènes  à  observer. 

A  ce  point  de  vue,  l'auteur  décrit  tout  spécialement  les  derniers  et  très 
heureux  perfectionnements  apportés  à  la  méthode  par  le  commandant  Deiïorges, 
et  qui  donnent  une  sûreté  parfaite  aux  observations. 

Astor  {A.),  —  Sur  le  principe  d'IIamillon. 

Cet  article  se  compose  de  deux  Parties.  La  première  comprend  quelques 
considérations  sur  le  principe  d'Hamilton,  la  seconde  donne  une  méthode 
simple,  aisée  à  retenir  sans  aucun  efl'orl  de  mémoire,  pour  mettre  sous  la  forme 
canonique  les  équations  du  mouvement  relatif  d'un  système  matériel.  Dans  le 
célèbre  Mémoire  qu'il  a  publié,  en  i863,  dans  le  Journal  de  LiouvillCj  Edmond 
Bour  suppose  d'abord  les  points  du  système  indépendants  les  uns  des  autres; 
le  regretté  Emile  Mathieu,  dans  sa  Dynamique  analytique,  reproduit  la  mé- 
thode de  Bour;  elle  exige,  sous  une  forme  assez  délicate,  le  calcul  de  l'accélé- 
ration absolue,  et  n'établit  les  équations  sous  la  forme  canonique  qu'après  des 
transformations  assez  laborieuses;  la  niélhode  que  j'emploie  n'exige  que  le 
calcul  de  la  vitesse  absolue  et  donne  imm«'"diatement,  comme  conséquence  de 
l'application  du  principe  de  d'Alembert,  les  équations  sous  la  forme  canonique. 

Première  Partie.  —  On  sait  que.  pour  démontrer  son   principe,  llamilton 
suppose  que  les  variations  des  variables  en  nombre  minimum  sont  des  fonctions 
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arbitraires  du  lemps  et  que  ces  fonctions  s'annulent  pour  t  =  t<,  et  t—  f,,  les 
intégrales  étant  prises  de  t^  à  /,. 

Or,  la  variation  ^y  de  Tune  des  variables  étant  choisie,  la  variation  de  sa 
dérivée  6^'  est  par  là  même  déterminée,  puisqu'elle  est  la  dérivée  de  Iq  par 
rapport  nu  temps.  Dans  les  applications  du  principe  et,  en  général,  dans  les 
applications  de  la  méthode  canonique,  on  considère  les  Zq  et  les  tq'  comme 
indépendantes  les  unes  des  autres.  Il  y  a  là  une  contradiction  apparente  qui 
peut  dérouter  les  commençants;  on  peut  défînir  les  variations  ^q  et  Iq'  de  la 
façon  suivante,  qui  supprime  tout  doute  à  l'égard  de  leur  indépendance  ma- 
tuelle  et  qui,  du  reste,  est  implicitement  celle  que  l'on  adopte  et  qui  est 
vraiment  utile  dans  les  applications  du  principe. 

Supposons  les  variables  en  nombre  minimum  q^^q^y  ..-t  qi,  exprimées  eo 
fonction  du  temps  f,  et  de  q A:  constantes  arbitraires  c„  c,,  ...,  c,|  telles  que, 
pour  une  valeur  quelconque  de  ^,  on  puisse  se  donner  arbitrairement  les  7  et 
les  q'.  Soient 

/  Yi  =  fi  (  '»  ^1»  Cj,  . . . ,  Cjj  ), 

l  ^'        01 

les  types  des  équations  qui  donnent  les  q  et  les  q' .  Donnons  à  c^,c^,  ....Cjjdes 
variations  arbitraires  indépendantes  du  temps  6c,,  cr,,  oc,,^;  il  en  résultera  pour 
les  hq  et  les  hq'  des  variations  données  par  les  formules 


(^^-  'é:-^ 


(2) 

\     ^'      ôt  Oc,      *  Ot  oc^^     '* 

Alors,  pour  des  valeurs  données  de  ce,,  or,,  ...,  oc^^,  ^q.  et  oyj  sont  des  fonc- 
lions  du  temps  cl  on  voit  (lue  ^q',~  -.   Zq. 

D'autre  part,  à  un  instant  (jnciconque  on  peut  supposer  les  ^q  ot  07'  arbi- 
traires, car  puisque  les  é(|uations  (1)  permettent  de  déterminer  par  hyp«)llié5e 
c,.  Cj,  ....  c^j,  leur  (lélerininant  fonriionnel,  (jui  est  le  (lént>iiiinaleur  des  va- 
leurs de  ce,,  ...,  cr^j  d«Hcrminées  par  les  équations  (.>),  n'est  pas  nul. 

H  est  vrai  ({u'ori  ne  peut  plus  supposer  les  C7  nuls  pour  t  —  t^  cl  t  —  ^,,  car 
il  faudrait  pour  cela  que  les  ce  fussent  nuN,  et,  par  suite,  il  n'y  aurait,  à  une 
époque  (|uclcon(jue,  aueun  déplacement  virtuel,  mais  il  n'y  a  pas  à  le  reîrettfr 
beaucoup,  car,  si  Ton  n'obtient  pas  ré(îuation  qui  exprime  le  principe  d'Harail- 
lon  sous  sa  forme  ordinaire,  on  robtienl,  en  somme,  sous  sa  forme  vraiment 
utile. 

Si  l'on  appelle  jt,  y,  c,  . . .  les  coordonnées  rectangulaires  des  points  oj.  \y\ 
ce,  ...;  Bx',  C)',  ce',  ...  seront  à  leur  tour  des  fonctions  de  /  et  des  or  satis- 
faisant aux  relations  -r-  ex  =  c.r':  mais  on  ne  pourra  plus,  à  une  époque  quel- 

(if 

conque,  se  les  donner  arbitrairement;  elles  devront   satisfaire  auv  équations 
fournies  par  les  liaisons. 

Il  est  à  remarquer  que.  si  l'on  prenait  pour  les  Zq  des  fonctions  arbitraire? 
du    temps,  les  cr  seraient   aussi   fonctions  du    temps:  mais  on    aurait,  comme 
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lorsqu'elles  en  sont  indépendantes,  les  relations 

àfi    d  ,         d/,   d  . 

puisque  ^q'■^  doit  être  égal  à  ;,.  S^,.  (')• 
L'équation  générale  de  la  Dynamique 


fournit  immédiatement  l'équation 


d*z 

10       "J 


et  par  suite 


r  \  oT  -f-  SU  )  rf^  =  [  y  m  (x'  Sx  4-  y  6^  4-  5'  Sz)!''; 

■0 


pour  avoir  les  équations  de  Lagrangc,  il  suffit  de  remarquer  que 


donc 


^■■■,„.»M.=(i:g:,.,.);;-x"i:(i.^,-^,-g)..- 


En  vertu  de  la  relation  due  à  Lagrange 

dx'  __  dx 


on  a 


Zm{x'  Qx  -hy  oy  -h  z'  6s)  =  ^  j37  5g., 


de  sorte  que  l'équation  trouvée  équivaut  à 


et  elle  fournit  les  équations  de  Lagrange. 
Si  les  liaisons  sont  indépendantes  du  temps,  nous  aurons 


(•)  Ces  définitions  des  variations  Sg,  Bq\  Sj;,  Sj?',  ...  paraissent  rendre  les 
théories  bien  plus  claires,  et  il  semble  qu'il  y  aurait  avantage  à  les  placer  au 
début  d'un  exposé  de  la  méthode  canonique,  quel  que  soit  le  procédé  employé, 
c'est-à-dire  quand  on  en  arrive  à  considérer  non  seulement  les  variations  vir- 
tuelles des  variables,  mais  celles  de  leurs  dérivées. 
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et  si  nous  posons-—-  =/?,-,  de  sorte  que  les  Bp.  seront  indépendants  des  Zp 
comme  les  Bq'i  et  ont  comme  eux  une  signification  bien  précise,  nous  aurons 

De  sorte  que 
('•(ST.6U)..=(2:..S,.);;-/"[2:fê^S,..-^S;,..).8(T-U,].,. 

■  •  0 


Comme 


(2:/'.H':=(i:Si^;;=[i:'"<-'«--^'^>'-=-^^)];;- 


on  a  les  équations  canoniques  du  mouvement 


dt   ~  dp," 

dpj^  __  djï 
dt      '       \)q' 

où   H  =  T  — U,  et  Ton  voit  de  plus  que,  en  posant  S  =  /      (T  H-  U)  rf/,  le-*  in- 
tégrales  du  problème  sont 

dq, 

(/'.•)o  =  - 


Le  principe  parait  surtout  avoir  eu  pour  utilité  do  montrer  cette  forme  d<* 
la  solution  qui  a  conduit  Jacohi  à  son  célèbre  tliéorcmc.  On  sait  comment  Ja- 
cobi  en  a  donné  une  démonslralion  synthétique;  J.-A.  Serrel.  dans  son  cours 
du  Collège  de  IVancc,  en  donnait  une  démonstration  analyli(ïue  dont  l'idée  est 
naturellement  su jîgérée  par  la  forme  de  la  solution  ci-dessus;  cette  démonstra- 
tion, un  peu  longue,  peut  être  abrégée  en  |)rcnant  pour  point  de  départ  l'équa- 
tion générale  de  la  I)ynanii4]ue  sous  la  forme  dont  s'est  servi  presque  sysléma- 
tiquement  Emile  Mathieu,  savoir 

Voici  cette  démonstration  sous  sa  forme  abrégée.  Soit  S  une  fonction  quel- 
conque de  ^,  <7,,  </,,  ...,<7^etde  u  variables  nouvelles  a,,  a,,  ....  a^;  changeons 
de  variables  en  prenant  pour  inconnues  les  a  et  /.  variables  ô,,  o,,  ...,  ô^,  les 
formules  de   transformation   étant 
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nous  aurons 


X^'^'-^Xê/" 


d'autre  part 


2;/^.S7.=^5^^/^.; 


donc 


l.p,ùq.=  8p  -+-£?,  6a,; 

tic  sorte  que,  comme  o  -  -  =.  —  op,  Téqualion  se  transforme  en  la  suivante 

cit         lit 


.:ï?,ai-|r?.S,,=  5(H-H^P); 


les  équations  du  mouvement  conservent  la  forme  canonique,  et  on  déduit  de 
là  immédialemonl  le  théorème  de  Jacobi. 

Cette  méthode  qui,  nous  le  répétons,  était  déjà  donnée  par  J.-A.  Serret, 
mais  sous  une  forme  plus  compli(|uéo,  présente,  de  plus,  l'avantage  de  se  prêter 
aisément  à  lu  variation  des  ari>ilraires  canoniques.  Dans  le  Chapitre  IX 
du  Tome  1  de  son  Traite  de  Mécanique  céleste^  M.  Tisserand  établit  les 
équations  en  se  servant  des  relations  extrêmement  remarquables  trouvées  par 
Jacobi  entre  les  dérivées  partielles  des  variables  p  cl  q  considérées  comme 
fonctions  des  ot  et  des  ^,  et  celles  de  ces  dernières  considérées  comme  fonctions 
de /?  et  </...;  ce  sont  là  des  calculs  fort  élégants,  mais  dont  les  détails  sont 
peu  aisés  à  retenir,  tandis  que  la  méthode  ci-dessus  résout  immédiatement  la 
question,  sans  avoir  recours  aux  foriiiules  de  Jacobi. 

Il  suffit  de  remarquer  que,  si  Ton  suppose  que  6U  se  compose  de  deux  parties, 
dont  l'une  est  une  di/Térentielle  exacte  que  nous  appellerons  ô(U),  et  une  se- 
conde partie  considérée  comme  perturbatrice  qui  peut  être  ou  n'être  pas  une 
diiïércntielle  exacte,  mais  que  nous  continuerons  à  représenter  par  cH,  en  po- 
sant (H  )  =  T  —  (  U  ),  le  même  changement  de  variables  conduira  à  l'équation 

«-?.»;- 1, -?<".--=«[(  Il)  H- jy-8H- 

Si  nous  avons  résolu,  par  la  méthode  de  Jacobi,  le  problème  relatif  à  la 
fonction  des  forces  (U),  nous  aurons  la  solution  du  problème  généralisé  en  con- 
sidérant les  3t  et  les  ^  non  plus  comme  des  constantes,  mais  comme  des  fonc- 
tions du  temps  satisfaisant  aux  équations  diiïérentielles 

c/a,       _  cm 

dt    '-'■       <>?/ 

dt   ~  (>aV 
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ûR  étant  par  définition  égal  à 


^-\d»,      '^  0'?,    ^') 


Si  nous  changeons  ^.  en  —  ^^  nous  avons  la  forme  ordinaire;  c'est  la  trans- 
formation canonique. 

Seconde  Partie.  —  Voici  comment  les  équations  du  mouvement  relatif  d'un 
système  peuvent  être  obtenues  sous  la  forme  canonique  quand  les  liaisons  dans 
le  système  entraîné  sont  indépendantes  du  temps. 

Soient  x^yy  s  les  coordonnées  d'un  point  matériel  de  masse  m,  x',  ^,  s' 
leurs  dérivées,  /?,  g,  r  les  composantes  de  la  rotation  instantanée,  a,  Vy  w  les 
composantes  de  la  vitesse  absolue  du  point  M,  par  rapport  aux  axes  relatifs 
\,  Y,  Z  SCS  coordonnées  absolues,  U  la  fonction  absolue  des  forces,  et  T  la 
demi-force  vive  absolue;  l'éciuation  générale  de  la  Dynamique  s'écrit  pour  le 
système  sous  la  forme  employée  par  Emile  Mathieu 


\  dt^       .  dt'        dt*  /       dt         \  de  dt  dt       ) 


o(P-L-). 


Or  on  a 


et 


^'^n.rfïï  -^-df-^  dï^)  ^-  ^"'("'-^*^'-^«") 

_,      /d\  ,»_.       d\  ^.,       dZ  -»,,  \      „      ,     ^  ^  5.   » 

(  ^       "^  777  ^     -+-  -7-  0/  )  =  L  m  (  M  ôo:  4-  V  ôjK  -^  tv  ô2  ), 

et,  <le  plus,  les  dérivées  par  rapport  au  temps  ou  les  différentielles  avec  la  ca- 
ractéristique 5  de  ces  deux  séries  de  fonctions  sont  égales,  comme  cela  résulte 
de  leurs  significations  géométriques,  et  comme,  du  reste,  on  peut  le  démontrer 
par  un  calcul  des  plus  simples.  Si  nous  faisons  donc  le  changement  de  variables 
en  passant  dos  coordonnées  absolues  aux  coordonnées  relatives,  et  si  nuus 
continuons  h  appeler  V  la  fonction  relative  des  forces,  en  posant 

nous  aurons  réqualion 

6  L  m  (  M'  -i-  v'^  -+-  iv'  ) Zm  (  u  ôj7  4-  //  0  v  -4-  tv  Ctz  )    -  6  (  T  —  IJ  )  —  oH . 

dt  .  /  V  / 

Or  on  a.  u^,  r  ,  (v,,  élant  les  coiuposaiilcs  de  la  vitesse  de  l'origine  mobile 

//  "  x'  -T-  u,  -T-  75  —  ry, 

i'   -  >'  -+-  i'„    T-  rx  -  p  z. 
iv  _  z'   -f-  (\'„  -r-  />  r  —  f/X, 

(le  sorte  (|uc  rccju.ilioii  pourra  s'tVrirr 

0  I(m//.r'-l-  mvy'  -\-  niw  z')  —  -    ^(niu  o.r  -f-  niv  ov  -h  ma-  iz  )    -  ZQ, 
en  posant 
il  —  T  -  r —  2:  [/;/// (//^  ..f^z  —  /y)-^mK'{K\-hrx~/)Z)-hrtnv{i\'^~^-py~fjxi]. 
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Nous  avons  juslcmcnt  la  forme  canonique,  en  considérant  x  cl  mw,  y  et  mç', 
z  et  mtv  comme  les  couples  des  variables  conjuguées. 
Deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

I*  Les  points  du  système  sont  libres;  alors  Zx,  ly,  S-s;  ci/,  Zv,  Zw  sont  arbi- 
traires, et  nous  aurons  les  équations  du  mouvement  relatif  sous  la  forme 


ffX 

^— 

dQ, 

dt 

Omu 

fl  mu 
dt 

::::; 

ôx' 

-2"  Il  y  a  des  liaisons,  mais  elles  sont  indépendantes  du  temps. 
Hemarquons  que  Téquation  peut  s'écrire 

0   >   (      -,x-\ -y'  H-   — ,  z  ] r-    >   1  -— :  oj:  H ;  ÛV  -h  -— ;  OC  )  =  OÙ. 

jL^\f)x'  Or -^         Oz'     )       dtj^Xôx  Oy'  -^        Oz      J 

Soient    q^,    ^,,  q^^  ...,   //^  des   variables   en    nombre   minimum   et   posons 

/>•=  -pr;  les  liaisons  étant  indépendantes  du  temps,  nous  aurons 
Oq  i 

V'  f^^     ,       \^  àx'    , 

d'après  la  formule  bien  connue  de  Lagrange,  de  sorte  que  nous   trouverons 
immédiatement 

IXôi'  '"^  -^  ôV''  '-''  ^  Oz'  '')  -jL^^  ^^^" 

et  l'équation  prend  la  forme  ordinaire 

les  variations  Zp  et  Zq  étant  arbitraires,  on  aura  les  équations  du  mouvement 

sous  la  forme  canoni(|ue 

dq;  _  t)il_ 

dt    ~  Op.' 

dp.  _  _  Oa 
7/7  "~~"  ôq.' 

Nos  équations  ne  sont  pas  les  mêmes,  dans  la  forme,  que  celles  qui  ont  été 
données  par  Bour;  mais  elles  s'y  ramènent  en  posant 

Au  surplus,  elles  sont  aussi  commodes  dans  la  pratique  et  présentent  l'avan- 
tage de  ne  pas  exiger  le  calcul  de  l'accélération  absolue  par  rapport  aux  axes 
mobiles. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  W.  (Décembre  1891.)         U.i5 
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Collet  (J.).  —  Sur  la  détermination  des  intégrales  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Une  équation  aux  dérÎTées  partielles  étant  donnée, 

F(*,  Xf,  />» )  =  o  ( i,  A:  =  ï,  a, . . .,  n), 

les  élément*  initiaux  (x*,  x\,  p\)  définissait  les  caractérittiçues  qui  engen- 
drent une  de  ses  intégrales  devront  former  une  multiplicité  intégrale  (M,^)* 
d'ordre  n  — i.  Une  telle  multiplicité  renferme  toujours  une  multiplicité  ponc- 
tuelle (P,^)*  d'ordre  n^-q  qui  détermine  d'ailleurs  codiplétemeat  la  multi- 
plicité (M,_)*.  Vensemble  de  toute*  les  caractéristique*  qu^on  peut  ainsi 
définir  constitue  une  multiplicité  intégrale  d'ordre  n,  c'eft-àrdire  une  in- 
tégrale, dont  l'auteur  donne  l'expression  analytique. 

Si  V  =  V(5,  â?,,  . . .,  â?^;  a,,  . . .,  a^)  =  o  est  une  solution  complète,  on  devra 
éliminer  les  2/i-4-ç-h3  paramétres  X,  |a,,  p.,, ...,  p.^;  s«,  z*, ...,  a:^;  a,,  a,,  ...,fl. 
entre  les  211  +  9  +  4  équations  suivantes 

<i)  V  =  o,        V«=  (««,«•,  ...,ar?,;  ia„  ...,a.)  =  o, 

/    V  dV       .  dV. 

^'>  d5;-^^55;=^         (i  =  .,2,...,n), 

(3)  <f»fc(ic«,a?;,j:;,  ...,x;;)  =0  (A  =  o,i,  ...,9), 


(4) 


Les  équations  (3)  définissent  la  multiplicité  ponctuelle  donnée  (P».«)*> 
Le  résultat  précédent  peut  être  établi,  soit  par  la  considération  des  caracté- 
ristiques, soit  en  suivant  la  méthode  de  la   variation  des  arbitraires  de  La- 
grange. 

Le  cas  d'une  équation  linéaire  exige  un  examen  particulier.  Alors  l'inté- 
grale considérée  est  définie,  non  plus  par  une  cqualion  unique  en  général. 
mais  par  un   système  de  q  équations  entre  les  seules    coordonnées  z,  J",, 


SITZUNGSBEllICHTE  der  Kônigmcii  prkussischen  Akademik  der  Wisse>- 

SCHAFTEN    ZU    BeRLIN   (*). 

i""^  semestre  188O. 

Websky{M,),  —  Conslruclion  d'arcs  à  courbure  très  faible  à  Taidc 
de  projections  stcréograpliiques.  (33-38). 

Il  s'agit  de  Constructions  dont  on  fait  usage  en  Cristallographie  et  que 
M.  Grailich  avait  conseillé  d'employer  dans  son  Mémoire  couronné  en  1857  par 
r.Vcadémie  des  Sciences  de  Vienne. 
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IVeingarten  (./.).  —  Sur  les  déformations  infiniment  petites  d'une 
surface  flexible  et  inextensible.  (83-91). 

Envisageons  une  surface  S  non  développable  dont  la  courbure  ne  soit  nulle 
qu'en  des  points  isolés  ou  en  des  lignes  isolées.  Soient  .r,  ^,  sies  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  cette  surface,  données  en  fonction  de  deux  variables 
indépendantes/?,  q.  Désignons  par  X,  Y,  Z  les  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male à  la  surface  au  point  x^  y^  z.  On  a,  entre  les  différentielles  de  ces  quan- 
tités, les  trois  relations 

dx^  4-    dy^    -h    dz*    —  a„  dp^  -+-  2  a„  dp  dq  +  a„  cf^*, 

dx  dX  ■+■  dy  d\  -\-  dz  dZ  —  c^^  dp*  -+-  2  c„  dp  dq  -h  c„  dq*^ 

d\^  -+-  rfY»  -h  rfZ*  -b^^dp^->^2b,^  dp  dq  -4-  6„  dq\ 

où  les  lettres  a,  6,  c  désignent  des  fonctions  déterminées  de  /?  et  de  ^  qui  dé- 
pendent de  la  surface  S  que  l'on  considère. 

L'étude  des  trois  formes  quadratiques  en  dp  et  dq  que  nous  venons  d'écrire, 
et  dont  la  troisième  dépend  des  deux  premières  par  une  relation  linéaire  et 
homogène,  a  conduit  M.  Werngarten  à  des  résultats  intéressants  concernant 
la  déformation  des  surfaces  S. 

M.  Weingartcn  montre  d'abord  qu*à  tout  déplacement  de  la  surface  S  ayant 
lieu  sans  extension  correspond  une  certaine  fonction  9  qu'il  appelle  fonction 
de  déplacement  et  qui  vérifie  la  môme  équation  aux  dérivées  partielles  quel 
que  soit  le  déplacement  considéré.  Cette  équation  est  linéaire,  et  ses  coefficients 
sont  formés  assez  simplement  à  l'aide  des  fonctions  a  et  c  des  variables  ptlq 
et  à  l'aide  de  l'expression  k  de  la  courbure  de  S  au  point  p,  q. 

Inversement  à  toute  intégrale  réelle  cp  de  cette  équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles  correspond  un  déplacement  sans  extension  de  la  surface  S. 

Ceci  posé,  M.  Weingarlen  démontre  que  toute  fonction  linéaire  et  homogène, 

à  coefficients  constants 

a\  -+-  ^Y  -h  cZ, 

des  cosinus  directeurs  \,  Y,  Z  représente  une  fonction  de  déplacement  9  et  que 
le  déplacement  sans  extension  de  la  surface  S  correspondant  à  cette  fonction  9 
est  une  rotation  infiniment  petite  de  S  restant  invariable  et  tournant  autour 
d'une  droite  dont  les  cosinus  directeurs  sont  proportionnels  aux  constantes  a, 
by  c,  jointe  à  une  translation  infiniment  petite  de  celte  surface  S  restant  inva- 
riable. 

Inversement  à  tout  déplacement  infiniment  petit  de  la  surface  S  restant 
invariable  correspond  une  fonction  de  déplacement  9  «de  la  forme 

a  X  -h  by  -h  c  Z, 

où  a,  ^,  c  sont  des  constantes. 

Il  en  résulte  qu'à  toute  intégrale  réelle  9  de  l'équation  linéaire  aux  dérivées 
partielles  dont  nous  avons  parlé  correspond  certainement  une  déformation 
infiniment  petite  de  S,  lorsque  9  n'est  pas  de  la  forme 

aX-HÔY  -+-cZ. 

Parmi  ces  déformations  infiniment  petites  sans  extension  d'une  surface 
donnée  S,  on  peut  se  demander  s'il  y  en  a  pour  lesquelles  les  lignes  de  cour- 
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bure  de  S  avanl  la  dcformalion  se  transforment  en  lignes  de  courbure  de  S 
après  la  déformation. 

M.  Weingarten  démontre  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qae 
de  telles  déformations  soient  possibles  est  que  l'image  sur  la  spbére  de  Gauss 
des  lignes  de  courbure  de  S  forme  sur  cette  sphère  un  réseau  de  carrés  iofl- 
niment  petits.  (L'image  sur  la  sphère  de  Gauss  d'un  point  x^y^  z  est  le  point 
X,  Y,  Z.) 

Cette  famille  de  surface  S  jouit,  à  l'exclusion  de  touic  autre  surface  S,  d'une 
propriété  bien  remarquable.  L'expression  diiïérenlielle 

(  p  —  p  )M  .        dx  Oy  ôz  J  ^  •  r  /  j* 

où  p  et  p'  sont  les  rayons  de  courbure  principaux  de  S  au  point  x,  y,  z  pcul 
être  mise  sous  la  forme  d'une  différentielle  totale  d^wm  fonction  de  y>  etde^. 

Considérons  une  surface  S'  de  cette  famille  F  de  surfaces.  Alors  la  fonction 
de  déplacement  9  correspondant  à  une  <léformation  sans  extension  peut  être 
déterminée  à  l'aide  de  quadratures  seulement.  Ces  quadratures  sont  à  efiectuer 
sur  des  expressions  données  en  fonction  de  /»,•</,  dp^  dq.  La  détermination  des 
paramètres  des  lignes  de  courbure  de  S'  est  également  ramenée  à  des  quadra- 
tures. 

Parmi  les  surfaces  S',  il  en  est  pour  lesquelles  la  même  propriété  de  conserver 
leurs  lignes  de  courbure  a  lieu  non  seulement  pour  des  déformations  infini- 
ment petites,  mais  aussi  pour  des  déformations  finies.  Ce  sont  les  surfaces  de 
moulure  de  Monge,  qui  comprennent  entre  autres  toutes  les  surfaces  de  révolu- 
lion.  Et  il  n'y  en  a  pas  d'autres. 

Les  surfaces  développables  ayant  été  exclues  des  recherches  précédentes,  ce 
dernier  résultat  coïncide  avec  le  théorème  démontré  par  M.  Codazzi  dans  les 
Annales  de  Tortolini  de  i85G. 

Kronecker  (L.),  —  Sur  la  théorie  des  genres  de  fondions  ralion- 
nelles  de  phisieiirs  variables.  (v.ji-'/i53). 


Soit 


{ .z-,  —  ./•,  )  (  j-,  -  x^  ) 
On  a  manifeslcmcnl,  que!  (juc  soit  /•. 

e(j:,  H-  /•,  J\-h  r,  x.-h  /•,  x^-+-  r)  —  H(x,.  jt,,  x,,  x^). 
On  s'assure,  d'autre  part,  sans  peine  qur 

^(— '— '— '     -  )  =  B(  j- ,  x.,  X.,  X.). 
\.r,     x^    x^    xj  ^    s      i      i      '.' 

Si  donc  <:/,  6,  r,  d  (lési;^MUMil   drs  nombres  quelconques  cl  si  l'on  pose,  pour 

A-  =  1,  L»,  S,  \, 

a  x^-i.    h 

on  aura 
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On  peut,  par  exemple,  déterminer  a,  ô,  c,  c/,  de  manière  que  l'on  ait 

alors  y^,  ^„  y„  y^  sont  donnés  en  fonction  de  j?,,  x,,  x,,  ar,  par  les  relations 

et  Ton  a  toujours 
Ceci  posé,  désignons  par  Xo  une  cinquième  variable  et  par  ^^  la  fonction 


^0  = 


(x„— j:J(x,— xj-+-(j7,— xj^x,— X,) 


Convenons  aussi  d'entendre  par  les  indices  a,  ^,  y,  §  quatre  des  cinq  nombres 
Of  I,  iy  3,  4  pris  dans  un  ordre  quelconque.  Toutes  les  fonctions 

e(x,,  x^,  x^,  x^) 

sont  alors  manifestement  fonctions  de  ^'^  ctj',  seulement.  Donc  les  coefficients 
de  l'équation  algébrique  dont  les  racines  sont  toutes  les  fonctions  conjuguées 

e  (  X,,  x^,  x^,  x^  ) 

ne  dépendent  que  de  deux  fonctions  rationnelles  des  cinq  variables  x. 

Les  fonctions  conjuguées  6  que  nous  venons  d'envisager  permettent  de  for- 
mer sans  difficulté  une  fonction  qui,  si  l'on  eiïectue  sur  trois  des  variables  x 
toutes  les  permutations  cycliques,  prend  cinq  valeurs  différentes  dont  les  fonc- 
tions symétriques  ne  dépendent  que  de  deiu:  fonctions  des  cinq  variables  x. 

Voici,  par  exemple,  la  fonction 

\x,— X,        X,— x,/\x,  — X,        X3— x./\*^,— ^,        ^,—  ^tJ 
qui  n'est  autre  chose  que  le  produit,  changé  de  signe,  des  trois  différences 

H(X,,  Xj,  Xj,  Xj  )  —  ^(J^i»   J^a»  J^i»  ^t)f 

ft (x,,  X,,  X,,  Xj )  —  B ^x^,  X,,  X,,  x^ ), 
0 (x,,  x^,  x^,  Xj)  —  B(Xj,  x^,  X,,  X,), 

et  qui  est  bien  une  fonction  comme  celles  dont  nous  venons  de  parler.  Si  l'on 
forme  ses  quatre  fonctions  conjuguées,  on  obtient  cinq  fonctions  des  cinq 
variables  x„,  x,,  x,,  x,,  x,,  qui  sont  racines  d'une  é(fuation  du  cinquième 
degré  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  alternées  (biva- 
lentes) de  x„,  X,,  x^,  X,,  x^;  et  ces  fondions  alternées  ne  dépendent  effective- 
ment que  de  deux  fondions  de  x^,  x,,  x^,  x^,  x^. 
Si  Ton  adjoint  à  l'équation  du  cinquième  degré 

(x  — xj(x  — xj(x  — x,)(x  — xj(x  — xj  =  o 

successivement  x^,  x,,  x^,  x,,  x,,  on  obtient  cinq  équations  du  quatrième  degré. 
Si  l'on  divise  le  second  invariant  de  chacune  de  ces  cinq  équations  par  la  racine 
carrée  de  son  discriminant,  on  obtient  précisément  les  cinq  fonctions  conju- 
guées que  nous  venons  de  citer. 
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M.  Kronecker  se  propose  de  continuer,  dans  des  Notes  nltérienrest  ^  exposer 
ainsi  à  nouveau  les  résultats  contenus  dans  la  GommunicatioD  qu'il  a  faite  ft 
l'Académie  en  1861,  en  les  complétant  par  des  résultats  nooTeanx  obtenus  dans 
le  courant  des  dernières  années. 

Fuchs.  — :  Sur  les  valeurs  que  peuvent  prendre  les  intégrales  d'une 
équation  différentielle  du  premier  ordre,  en  des  points  singu- 
liers. (279-800). 

Dans  ua  Mémoire  bien  connu,  qui  est  contenu  dans  le  XXXVI*  Cahier  da 
Journal  de  l'École  Polytechnique,  Brioi  et  Bouquet  ont  examiné  comment  se 
comportent  les  fonctions  y  dt  m  définies  comme  intégrales  d'une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre 

aux  environs  des  valeurs  {z^yy^)  pour  lesquelles  la  fonction  de  deux  variables 
f(*%y)  est  infinie,  ou  plurivoque,  ou  finie  et  indéterminée. 

Ce  Mémoire  justement  célèbre,  qui  a  servi  de  base  et  de  poiàt  de  départ  à 
bien  àts  recherches  importantes  sur  la  théorie  des  équations  différentielles» 
contient  plusieurs  points  qui  demandaient  à  être  précisés  et  complétés. 

Déjà»  dans  la  définilion  des  intégrales  d'une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre»  on  rencoptre  une  lacune.  En  eOet,  dans  le  cas  oft  le  second  m^ubre 
de  l'équation  différentielle 

est  de  la  forme 

et  où,  par  suite»  la  fonction /(^,^)  et  toutes  ses  dérivées  partielles  par  rap- 
port à  z  s'annulent  pour  les  valeurs  initiales  données  z  =  m^^  y  =y^  b 
question  de  rexistence  même  d'une  intégrale  de  l'équation  différentielle  a'est 
pas  résolue  d'une  inanicre  satisfaisante  dans  le  Ménnoire  de  Briot  et  Bouquet. 
Elle  serait  résolue  si  Ton  savait  comment  se  comportent  aux  environs  de 
5  =  o  les  intégrales  d'une  équation  différentielle  de  la  forme 

dv 

où  A  est  un  nombre  positif  et  où  la  fonction  F(^,^)  est  définie  pour  toutes  les 
valeurs  des  deux  variables  indépendantes  Zy  y. 

Mais  elle  ne  peut  être  résolue,  comme  le  proposent  Briot  et  Bouquet^  indé- 
pendamment de  l'étude  de  l'équation  (1),  en  transformant  l'équatioD 


en  l'un  des  trois  types 


^Pt   =«^'"-^*'-+-»*(^^)» 
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où  P(  /,  s)  désigne  une  série  entière  en  /  el  ^  dans  laquelle  les  termes  de  moindre 
dimension  soal  ceux  dout  la  dimension  est  égale  à  deux. 

L'étude  approfondie  des  é(|uations  de  la  forme  (i)  s'impose  ainsi  dès  le  début 
de  la  théorie  des  équations  différentielles  du  premier  ordre.  Il  se  trouve,  en 
outre,  que  de  cette  étude  dépend  aussi  la  solution  de  la  question  très  impor- 
tante que  voici. 

Lorsqu'une  intégrale  d'une  équation  différentiel  le  du  premier  ordre  est  définie 
par  un  système  de  valeurs  initiales  5^,,^Ke.,  cette  intégrale  est-elle  la  seule  qui 
admette  ces  valeurs  initiales  ou  y  en  a-t-il  d'autres  encore? 

Pour  démontrer  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres^  Briol  et  Bouquet  se  basent  sur 
ce  que,  si  une  intégrale^'  d'une  équation  différentielle 

prend,  pour  z  =  -3„,   la   valeur  y  =  jKo»  cette  intégrale  y  est  égale  à  la  con- 
stante y„. 
Mais  M.  Fuchs  démontre  aujourd'hui  qu'en  général  l'équation  différentielle 

dv 

admet  encore  d'autres  intégrales  que^  =Xo'  I'  P*^"'-  donc,  en  général ,  y  a^vo'iv 
plus  d'une  intégrale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  donnée  qui 
corresponde  à  un  S3'stème  de  valeurs  initiales  données. 

Après  avoir  ainsi  orienté  le  lecteur  en  lui  indiquant  l'importance  extrême  de 
l'étude  de  l'équation  (i),  M.  Fuchs,  avant  d'aborder  cette  étude,  donne  quelques 
définitions  que  nous  allons  tout  d'abord  reproduire  ici. 

Lorsque,  en  tendant  vers  un  même  point  z  =  a  par  des  chemins  différents,  une 
fonction  de  z  peut  prendre  des  suites  de  valeurs  qui  dépendent  des  derniers 
éléments  de  chemin  parcourus  par  ^  avant  d'atteindre  le  point  a,  on  dira  que 
a  est  un  point  d'indétermination  de  la  fonction. 

Un  point  d  indétermination  a  d'une  fonction  peut  aussi  être  point  de  rami- 
fication de  cette  fonction.  Dans  ce  cas,  la  fonction  peut  se  ramifier  aux  envi- 
rons de  ce  point  a  de  deux  façons  bien  différentes  : 

Ou  bien  on  peut  entourer  a  par  une  courbe  de  dimensions  finies  telle  que,  à 
l'intérieur  de  cette  courbe,  il  n'y  ait  pas  d'autre  point  de  ramification  de  la 
fonction.  Dans  ce  cas  on  dira  qu'au  point  a  la  ramification  de  la  fonction  est 
déterminée. 

Ou  bien,  quelque  petite  que  soit  la  courbe  de  dimension  finie  dont  ou  en- 
toure a,  toujours  elle  contient  dans  son  intérieur  une  infinité  de  points  de  ra- 
mification de  la  fonction.  Dans  ce  cas,  on  dira  que  la  ramification  de  la  fonc- 
tion est  indéterminée. 

Exemples.  —  Soit  la  fonction  de  z 


I 


» 


Z  —  a  est  un  point  d'indétermination  sans  ramification  de  cette  foncliou. 
Soit  ensuite  m  un  entier  positif;  b  une  constante  dilTcrentc  de  zéro,  et  con- 
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sidérons  la  fonclion  de  z  

cru: 

^  =  a  est  un  point  d'iodélermination  avec  ramification  indéterminée  de  cette 
fonction. 

Soit  enfin  ^{z)  une  fonction  de  z  qui,  dans  les  environs  de  z  :=aY  soit  uni- 
▼oque,  mais  qui  soit  indéterminée  en  2  =  a;  et  soit  X  un  nombre  réel  quel- 
conque. Envisageons  la  fonction  de  z 

(5  — a)^9(«); 

z  =  a  est  un  point  d'indétermination  avec  ramification  détenntnée  de  cette 
fonction. 

On  voit  déjà  sur  ces  exemples  qu'il  n'est,  en  général,  pas  possible  de  fixer 
les  environs  d'un  point  a  d'indétermination  sans  ramification  ou  d'indéter- 
mination avec  ramification  indéterminée,  de  telle  manière  qu'en  tout  point 
des  environs  de  a,  la  fonction  considérée  de  z  soit  représentée  par  une  série 
ordonnée  suivant  des  puissances  de  z  -a,  quelles  que  soient  d'ailleurs  ces  puis- 
sances. 

Voici  une  conséquence  très  importante  de  cette  remarque.  Lorsqu'on  étudie 
une  équation  différentielle  non  linéaire,  toutes  les  singularités  dont  nous  venons 
de  parler  apparaissent  en  général.  Il  faut  donc,  en  général,  renoncer  à  étudier 
la  nature  des  singularités  des  intégrales  d'une  équation  différentielle  non  li- 
néaire à  l'aide  seulement  de  développements  en  séries  effectués  autour  des 
points  singuliers. 

Ces  préliminaires  posés,  envisageons  l'équation  différentielle  (i). 

Si  «  =  o  est  un  point*d'indétermination  pour  les  intégrales  y  de  l'équation 
différentielle,  y  peut  prendre,  pour  2  =  0,  des  valeurs  pour  lesquelles  ^{z^y) 
considérée  comme  une  fonction  des  deux  variables  z  ti  y  n'a  pas  de  singu- 
larités. 

Soit  p  une  telle  valeur  de^.  Si  alors  on  développe,  avec  Briot  et  Bouquet, 


aux  environs  de  5  =  o  el  de  la  valeur  dôlcrmince  y  —  p^  M.  Fuchs  montre  que 
Von  n^en  peut  rien  conclure  concernant  la  relalioo  qui  lie  ^'  à  ^  en  vertu  de 
l'équation  différentielle  (i)  que  l'on  peut  écrire 

dz   _         z  ' 
dy  "  V\z,  y)' 

Il  est  donc  très  important  de  savoir  reconnaître  si  5  —  o  est  ou  n'est  pas  un 
point  d'indétermination  pour  les  intégrales  y  d'une  équation  différentielle 
donnée  (i). 

Une  première  méthode  consiste  à  introduire  arbitrairement  une  fonction  t 
de  z  ayant  un  point  d'indétermination  en  z  —  o,  par  exemple 


(1»)  t  -  ei-A  .-^-i, 

d'où 

/  dl  =  -*  dz . 
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Alors  l'équation  diiïcrenliclle  (i)  devient 

dv 

<^  =  F(=,r), 

OÙ  z  est  la  fonction  de  t  définie  par  Téquation  (2),  et  la  question  est  ramenée 
à  l'étude  des  fonctions  y  de  ^définies  par  cette  dernière  équation  différentielle. 

Cette  étude  peut  être  faite  de  la  manière  suivante  : 

Écrivons  ré(|ualion 

soit 

une  solution  de  cette  équation  aux  dérivées  partielles;  posons  alors 

où  {1  est  une  constante;  nous  aurons  ainsi  une  intégrale  de  l'équation  difVé- 
renticlle  considérée  si  nous  supposons  ^  et  ^  liés  par  l'équation  (2).  Cette  in- 
tégrale nous  permet  de  voir  comment  varie  y  quand  z  tend  vers  zéro. 

Si  {X  est  une  constante  arbitraire,  nous  avons  ainsi  l'intégrale  générale  de  l'é- 
quation proposée.  Si  tx  a  une  valeur  particulière  nous  avons  une  intégrale 
particulière. 

On  reconnaît  ainsi  que,  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle  (i), 
z  =  o  est^  en  général,  un  point  d'indétermination.  Mais  on  reconnaît  aussi 
qu-'il  peut  fort  bien  arriver  que,  pour  une  intégrale  particulière  de  l'équation 
différenliclle  (i),  s  =  o  ne  soit  pas  un  point  d'indétermination.  Bien  plus,  il 
peut  arriver  pour  certaines  équations  différentielles  (i)  que  chaque  intégrale 
soit  déterminée  en  z  =  o. 

Une  seconde  méthode  pour  reconnaître  si  c  =  o  est  ou  n'est  pas  un  point 
d'indétermination  d'une  équation  différenliclle  donnée  (i),  consiste  à  introduire 
au  lieu  de  /  une  fonction  auxiliaire  t,  définie  par  l'équation  différentielle 


(3)  ..    -         ., 


dr,  _  F(o,  T.) 
dz 


Alors  l'équation  donnée  devient 

(4)  ^F(o,T.)zrF(c,r), 

où  z  est  la  fonction  de  t,  donnée  par  (3)  et  la  question  est  ramenée  à  l'étude 
des  fonctions  ^  de  tj  définies  par  l'équation  différentielle  ('1). 

Cette  seconde  méthode  est,  par  exemple,  avantageuse  lorsque  V{Zy  y)  est  de 

la  forme 

i\{y)-~z\\{z,y) 


l'(^,  r) 


i\,{y)-r-z\\,{z,y) 


où  G  et  G,  sont  des  fonctions  rationnelles  de  1' et  où  II  et  II,  sont  des  ftmrtions 
bien  définies  de  z  et  y  telles  que  ni  11(0,))  ni  H,(o,  1)  no  soient  infinies 
pour  toute  valeur  dc^r. 

Dans  cet  exemple,  ré<]uation  (3)  qui  définit  la  fonction  auxiliaire  t,  est 

</;        ;'   <;,(T,) 
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cl  l'intégration  de  cette  équation  se  ramène  immédiatement  à  une  quadrature. 
L'étude  de  l'équation  ditTérentielle   (4)  peut  de  nouveau  être  faite  à  Taide 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles.  Écrivons 

et  soit 

une  solution  de  cette  équation.  Alors,  si  {i  est  une  constante, 

sera  une  intégrale  de  l'équation  proposée,  en  supposant  r^  et  z  liés  par  l'équa- 
tion (3). 

Cette  intégrale  nous  permet  de  voir  que,  lorsque  5  =  0  est  un  point  d'indé- 
termination de  la  fonction  t,  de  z  définie  par  Téquation  (3),  l'intégrale  gé- 
nérale y  de  l'équation  proposée  (i)  est  également  indéterminée  en  2  =  0;  mais 
que  des  intégrales  particulières  de  l'équation  (i)  peuvent  fort  bien  ne  pas  être 
indéterminées  en  5  =  o. 

En  employant  cette  méthode,  il  faut  bien  prendre  garde  à  ce  que  5=0  peut 
être  un  point  d'indétermination  pour  les  intégrales  y  de  l'équation  (i),  quand 
même  z  =  o  n'est  pas  un  point  d'indétermination  de  la  fonction  r^  de  z  définie 
par  l'équation  (3).  On  s'en  rend  de  suite  compte  sur  l'exemple  cité  tout  â 
l'heure,  si  l'on  prend  pour  k  un  entier  plus  grand  que  un. 

Aux    considérations    générales    qui    précèdent    il    convient   de  joindre  de^ 
exemples.  M.  Fuchs  en  donne  deux. 

Il  envisage  d'abord  l'équation  diiïércntielle 

où  p^f  Pxt  P3  sont  des  fonctions  univoques  et  continues  de  z  aux  environs  de 
z  =  Oy  fonctions  que  l'on  peut  supposer  ne  pas  s'annuler  pour  -  —  o,  et  cù /. 
est  un  entier  plus  grand  que  Tunilé. 

Kn  f;énéral,  ^  =:  o  est  un  |)oint  d'indéleriiiiiialion  p>our  < iuujue  inlo,ur<ilt' v 'lo 
cette  é(]uati()n  diiïércntielle.  Mais  il  peut  arriver  (jue,  pour  une  inléiiriilo  p^ir- 
liculière,  ;:  —  o  ne  soit  pas  un  point  crindclenninalion  ;  M.  ImjcIh  montre 
comment,  à  l'aide  de  la  théorie  des  équations  dilTérenlielles  linéaire^,  <•»  peut 
reconnaître  s'il  en  est  ainsi.  Il  peut  aussi  arriver  que  l'intégrale  géncrale  ne 
soit  pas  indéterminée  en  :;  —  o;  M.  Fuchs  montre  éj^alemcnl  coniinenloii  piul 
•reconnaître  si  l'on  se  trouve,  ou  non,  dans  ce  cas  pour  des  fonctious  particu- 
lières données  /?^,  /?,,  p^. 

Pour  que  toutes  les  intégrales  de  l'équation  dijférentiellc 

dz  '~-P'-^ p^y-^p^y^ 

soient  déterminées  en  z  —  o,  il  faut  que 

PoM  +/>,(o).>'-+-/^  ('>).>" 

soit  un  carre  parfait . 

Mais  cette  «ondilion  nécessaire  n\'st  pas  su/'/isa/itc,  comme  on  io\oii  inim-.- 
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diatcmcDl  sur  l'exemple  particulier 

dz       '^  "^ 

où  a  et  ^  sont  des  constantes. 
Enfin  on  voit  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  diiïérenliclle 

admet,  aux  environs  de  -s  =  0,  une  ramification  déterminée. 

Dans  le  cas  que  nous  n'avons  pas  considéré  où,  dans  l'équation  diiïérentiellc 
précédente  A:  =  i,  les  résultats  obtenus  par  M.  Fuchs  coïncident  avec  ceux  déjà 
obtenus  par  une  autre  méthode  par  MM.  Picard  et  Poincaré  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de  1878  et  dans  le  XLV*  Cahier 
du  Journal  de  l* École  Polytechnique. 

On  trouvera  dans  le  Mémoire  de  M.  Fuchs  un  second  exemple  d'une  équation 
dilTcrentielle  (i)  où  s  =  o  est  de  nouveau,  en  général^  un  point  d'indétermina- 
tion des  intégrales  y,  cl  où  ces  intégrales  ont,  en  général,  aux  environs  de 
5  =  0,  une  ramification  indéterminée. 

Abordons  maintenant  la  seconde  question  mentionnée  dés  le  début  :  Y  a-t-il 
une  ou  plusieurs  intégrales  y  d'une  équation  diflTérentielle  donnée  du  premier 
ordre 

(.)  i  =/(-:>')' 

qui  prenne  pour  z  =  z^  une  valeur  donnée  y  ~  y<t^  et  ne  considérons  que  le 
cas  où  /{z,  y)  n'admet  pas  de  singularité  en  z  =  z^,  y  =  y^. 

Briot  et  Bouquet  ont  montré  qu'il  y  avait  alors  une  solution  ^  —  m  de  l'équa- 
tion diiïérenlielle  (1)  telle  que  pour  z  —  z^  on  ait  u  =y^f  et  que  relte  solution 
y=u  représentait,  dans  les  environs  de  ^  =  z^,  une  fonction  univoque  et  con- 
tinue de  z. 

Pour  reconnaître  s'il  y  a  d'autres  solutions  vérifiant,  les  conditions  initiales, 

posons 

y  =  u  -hv. 

L'équation  difTérentielle  (i)  devient  alors 

Le  second  membre  de  cette  dernière  équation  est  de  la  forme 

V*  W{z^  a,  v), 

où  le  nombre  entier  m  est  positif  et  où  H*  est  une  fonction  dévcloppable  en 
série  entière  en  v.  Mais  l'équation 

.  -  .  dz         I  I 


dv        f"  ^'{z,  //,  \>) 

est  une  équation  comme  celle  que  nous  avons  considérées  plus  haut,  où  Ton  a 
écrit  V  au  lieu  de  5,  z  au  lieu  de  j-,  cl  m  au   lieu  de  A.  Donc  il  se   peut  (\uv 
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y  =  o  soit  un  [^int  d'indéterfnÎQalioo  des  intégrales^  de  Téquation  (5).  Mats, 
dans  ce  cas,  il  y  a  une  infinité  de  fonctions  s  dt  v  qui  prennent,  pour  px=o, 
la  valeur  z  =  z^,  et  vérifient  Féquation  (5).  Il  y  a  donc  alors  aussi  une  infinité 
de  fonctions  y  de  «  qui  s'annulent  pour  j8  =  «,  et  vérifient  l'équation  (5).  Donc, 
contrairement  à  ce  que  démontrent  Briot  et  Bouquet,  il  y  a,  dans  ce  cas,  une 
infinité  de  fonctions  ysau-hv  qui,  pour  z  =  z^,  sont  égales  à  y,  et  vérifient 
l'équation  difi'érentielle  (i). 

En  résumé,  le  théorème  de  Briot  et  Bouquet  qu'iï  n'y  a  qu^une  intégrale 
y  z=.a  dt  réquation  différentielle  (x)  qui,  pour  z  s  J«,  soii  égale  à  y^,  n'ett 
exact  que  si  v=:o  n'est  pas  un  point  d'indétermination  de  l'équation  t^f" 
férentielle  (5). 

M.  Fuchs  donne  deux  exemples  de  ce  fait.  Le  premier  qui  concerne  le  eu 
particulier  où  m  >  i  est  le  suivant        > 

dy  __  a{az  -i-  Py)*—  oLJaz  -{-  by) 
dz  ""  ^{az  -^  by)  —  b{az  -h  jl^y }'* 

ap  —  ôa^o. 


avec  les  conditions  initiales  pour  jc  =  2. 


_       a 

>'  —  —    ô  '*•• 


a 


Ici 


et  l'équation  (5)  se  réduit  à  la  suivante 

dz  __  X {a^  —  ab) z  -^-  b^v  —  b^*v' 

dv  ~  ^{a^  —  db)  V' 

qui  admet  comme  solution 

1 

(6)  (a6--pa)2  =  *pv-pCe   ^^ 

où  C  est  une  conslanle  arbitraire. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  solutions  de  l'équation  proposée,  savoir 

où  V  est  une  solution  quelconque  de   l'équation  (6)  dans  laquelle  on  fait  con- 
verger V  vers  V  —  Oj  de  telle  manière  que  z  prenne  la  valeur  z  =  z^ 
Le  second  exemple  donné  par  M.  Fuchs  est  le  suivant 

dy  _       I  I  9.  c  —  I 

dz  ~       7^  z{z  —  i)~~  z\^z  —  i)*^  ~"^ 

il  concerne  donc  le  cas  où  m=  i.  Dans  cet  exemple  Zo  est  donné  arbitra irerocnl 
mais  n'est  ni  nul,  ni  infini,  ni  égal  à  l'unité.  Il  y  a  alors  de  nouveau  une  infi- 
nité d'intégrales  y  qui,  lorsque  z  tend  vers  5^  par  un  chemin  convenablement 
choisi,  convergent  vers  la  même  valeur. 

Dubois- Reymond  (P.).    —  Sur  l'inlégration    des  séries.  (35()- 

37.). 
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Dans  les  Sitzungsberichte  de  1878,  p.  54,  M.  Kronecker  a  donné  une  condi- 
tion suffisante  pour  que  l'on  puisse  intégrer,  terme  par  terme,  une  série  formée 
de  fonctions  continues  d'une  variable  x.  Cette  condition  suppose  moins  que  la 
convergence  uniforme  de  la  série. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Dubois-Reymond  en  établit  une  autre  qui  con- 
tient moins  d'hypothèses  encore  sur  la  série  que  celles  faites  par  M.  Kronecker. 

On  peut  d'abord  en  conclure  que,  à  côté  de  la  notion  de  convergence  uniforme 
d'une  série,  on  pourrait  établir  une  autre  notion  correspondant  précisément  à 
cette  condition  suffisante  pour  l'intégration  terme  par  terme.  M.  Dubois- 
Reymond  précise  cette  notion.  Il  emploie  le  nom  de  convergence  continue 
pour  la  caractériser  et  est  amené  à  distinguer  dans  une  série  les  points  de 
divergence  x,  les  points  continus  de  convergence  x  et  les  points  discontinus 
de  convergence  x. 

La  même  condition  suffisante  amène  aussi  M.  Dubois-Heymond  à  considérer 
la  fonction  de  x  et  de  s,  ^{x,  e  ),  définie  par  la  série 


9(x,  e)=     V   |x    - 


e  fixn'^pTzx 

» 


où   jx,,  jx^,  pL^,  ...    sont   les  termes   d'une  série   convergente   de   nombres,  par 

exemple, 

î 

La  fonction  ^{x,  s)  s'annule  avec  s  pour  chaque  valeur  de  x.  Mais,  si  x  est 
un  nombre  incommensurable  et  £  —  0,  '^{x,z)  est  continue.  Si,  au  contraire,  x 
est  un  nombre  rationnel,  la  valeur  de  la  fonction  9(\,e)  peut,  lorsque  X — x 
et  E  tendent  vers  zéro,  se  rapprocher  d'une  suite  de  nombres  différents  de  zéro; 
ces  nombres  sont  d'ailleurs  situés  au-dessous  de  limites  d'autant  plus  petites 
que  le  dénominateur  réduit  de  x  est  plus  grand. 

En  appliquant  le  critérium  de  M.  Dubois-Ueymond,  on  parvient  au  résultat 


I     /      <^( Xf  £)  dx  —  o. 

0  J  r. 


lini 


On  obtiendrait  d'ailleurs  le  même  résultat  en  appliquant  le  critérium  de 
M.  Kronecker. 

M.  Dubois-Reymond  construit  ensuite  une  autre  fonction  très  curieuse 
9(j7,  £)  dont  la  valeur  peut  dépasser  tout  nombre  donné  lorsque  l'on  tend  vers 
un  point  quelconque  x  de  la  ligne  s  =^  o. 


?.•  somostro  1886. 

Kronecker  (/>.).   —   Sur   la    ihc^orie   des    fonctions    elliptiques. 

('joi-'jSo). 

Dans  le  quatorzième  Chapitre  de  son  Introduction  à  l'Analyse  infinitésimale, 
Euler  donne  deux  relations  très  importantes  pour  les  applications  des  fonctions 
irigonométriqucs   à  la  théorie  des  nombres.  On  peut  écrire  ces  relations,  en 


94  SECONDE  PARTIE. 

désignant  par  n  un  nombre  premier  impair, 

/i  — I 
(— i)    *    sin(/iei)     -=(sinw)"  (mod/t), 

n  —  l 

(—1)    «    tang(/{u)  .==  (tangi/)"        (mod/i). 

L'objet  principal  du  Mémoire  actuel  de  M.  Kronecker  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques est  de  démontrer  une  formule  toute  semblable  concernant  la  fonction 
sinam  de  Jacobi,  formule  qui,  elle  aussi,  est  susceptible  d'applications  très 
importantes  dans  la  théorie  des  nombres. 

On  suppose  ici  le  lecteur  familiarisé  avec  la  terminologie  fixée  par  M.  Kro 
necker  dans  son  Mémoire  fondamental  Festschri/t  zu  Kunimer*s  Doctorju- 
bilàum,  Mémoire  dont  il  a  été  rendu  compte  dans  le  Bulletin  de  1884. 

Soient /i  un  nombre  premier  impair,  jx  le  multiplicateur  —  de  Jacobi,  u  l'ar- 
gument, A'  le  module,  K  l'intégrale  complète,  X  le  module  transformé,  et  par 
suite 


«-J     _  ^— *  v^sinam(M,  A')  —  v^  sinam  

(— 0    *     v^X  sinam  (ixw,  X)  ==jrT ÂTIT" 


r  =  o      I  —  A' sioam(K,  A)  sinam 


n 


la    formule   de    transformation  de  l'article  23  des  Fundamenta.  Alors  l'ex- 
pression 


—  )( — 0    *    vX  sinam (jjLM,  X)  —  [v//f  sinam (w,  A)]"/, 

est  une  quantité  algébrique  entière  du  domaine  de  rationalité 

|A-4-x»      v^sinam(jxw,  X)L 

ce  que  l'on  peut  écrire  en  donnant  au  symbole  de  la  congruence  le  sens  géné- 
ral fixé  par  M.  Kronecker 

w  — 1 
(—1)    ^     v^^  sinam(îx«,  X)  — [y/Â  sinam(M,  A)]'*(uiod|x). 

Si  l'on  observe  que  la  norme  du  muUiplicateur  jjl,  qui  est  aussi  le  module  de  la 
congruence,  est  précisément  égale  à  l'exposant  n  du  second  membre,  et  queu 
peut  rire  envisagé  comme  un  diviseur  algébrique /?/Y'm/er  do  n  dans  le  domaioo 
du  genre  représerilc  para,  c'esl-A-dire  par  le  module  de  la  congruence,  on  voit 
l'analo^'ie  parfaite  cuire  la  congruerirc  précédente  de  M.  Kronecker  et  la  con- 
gruence d'Kulcr  j)our  lu  Coiiclitm  lrigonomélri«iue  sinus. 

Il  est  évident  que  dans  toute  autre  notation  que  celle  de  Jacobi,  celle  grande 
analogie  disparait.  La  congruence  démonlrée  par  M.  Kronecker  fournit  donc 
un  argument  de  plus  à  ceux  qui  se  refusent  à  aban<lonncr  les  notations  de 
Jacobi  dans  la  théorie  des  fonctions  ellipliques.  Mais  elle  inonlre  aussi,  dauln 
part,  sur  un  exemple  fraj)pant,  combien  naturelle  est  rcxtcnsion  algébrique 
donnée  par  M.  Kronecker  dans  la  Festschri/t  citée  à  la  nolion  aritJimètiqw: 
de  la  divisibilitc. 
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EnHii,  l'analogie  complète  entre  les  deux  congrucnces  se  rapportant  :  la  pre- 
mière à  la  multiplication  des  fonctions  trigonométriques,  la  seconde  à  la  trans- 
formation des  fonctions  elliptiques,  nous  montre  combien,  au  point  de  vue 
algébrique,  la  pensée  de  Jacobi  était  profonde  lorsque,  dès  le  début  des  Fun- 
(lamenta,  il  envisageait  simultanément  les  problèmes  de  la  transformation  et 
de  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques. 

Les  démonstrations  de  M.  Kronecker  sont  souvent  bien  facilitées  par  l'emploi 
d'une  nouvelle  notation  qui,  au  point  de  vue  des  applications  à  l'Arithmétique 
et  à  l'Algèbre,  a  de  tels  avantages  qu'il  semble  fort  probable  qu'elle  sera  adoptée 
par  tous  les  géomètres. 

M.  Kronecker  désigne  par 

le  quotient  des  deux  fonctions  2r,(2^,  iw)  et  ^^(3^,  2(v),  de  sorte  que  l'on  a, 
en  posant 


El 


n  =  -f-  w 
1. 

fi' 


ry*       >       (— i)''y'**+'' sin  (a/iH- i)Çi: 


n=  -*•  * 


/       {—  q)'*^cos2n^Tz 


n  =z  —  oe 


et  que  la  fonction  sinam  de  Jacobi  s'exprime  à  l'aide  de  la  fonction  £/  parla 
relation 

sinam(4Kî;,cv)  =  — ? -' 

on  remarquera  que 


V  » 


V/T-  =  E/  /  j»  w\. 


Si  m  et  n  sont  des  entiers  quelconques,  on  a 

E / ( î;  -h  m  -4-  /îtv,  tv)  =  E/(;,  tv), 
tandis  que 


E/(;-4--,  iv)=n    -—1 


Pour  démontrer  la  congruence  dont  nous  venons  de  parler,  M.  Kronecker  éta- 
blit d'abord  une  suite  de  formules  et  de  théorèmes  parmi  lesquels  la  plupart 
offrent  déjà  par  eux-mêmes  un  grand  intérêt. 
Il  commence  par  la  formule  de  multiplication  de  la  fonction  sinam i/, 

\  —  ( —  1}    » » 


T  «0 


9„, x"^- »-+-... -h  9,, x' -4-1 


où  n  est  un  entier  impair  quelconque,  v  —  -(/i»— 3), 


X  —  ^k  sinam(M,  A  ),         \  =  v^  sinam(/ii/,  A), 
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cl  où  les  coefficienls  ç„^,  ç^,,  . . .,  ç„^  sont  des  fonctions  cnlières  à  coefficients 
entiers  de  p, 


En  particulier. 


P  =  A-hi. 


n-'(^^^^-«')=(- 


n-  I 


l)     *      /», 


OÙ  le  produit  est  étendu  à  toutes  les  combinaisons  h^  h'  des  nombres  o,  i, 
n  —  I,  excepté  /*  —  h'  =  o. 
En  introduisant  la  fonction  <t>^(x)  définie  par  Téquation 


<l»,(^):-a7'''-4-  V?„r^ 


/•— V 

jr-n 


/=:0 


on  peut  écrire  la  formule  précédente  de  multiplication  de  sinami/ 

Si  X  est  donnée,  cette  équation  est  vérifiée  pour  les  /i»  valeurs  de  x 

,-   .  /         4/tK-+-2/rK'i\ 

X  —  ^  /r  sin  am  iu  H j» 

qui  sont  des  quantités  algébriques  entières  du  domaine  (p,X).   De  sorte  que, 
si  Ton  compare  le  produit  des  racines  au  terme  indépendant  de  x,  on  a 

V       /       x-r^irfT-           /         !\hK^ih'K'i\\ 
\  — (— i)    *     I  I     y//,  sinam  (m -{--î J. 

Envisageons  d'abord  le  cas  particulier  où  X  =  o.  La  formule  de  multiplica- 
tion se  réduit  alors  à 

«l»„(.r)  --  o. 

Celle  équation  admet  les  //'  ra<  iiies 

.r  —  K /  (        -    —  »  i\'  I ,  {h.  n  —  o,  i,  . . .,  n  —  i  ), 

qui  sont  toutes  des  (juanLilés  algébriques  entières  du  domaine  (o).  Ces  racines 
se  partagent  en  groupes. 

En  eiret,  le  premier  monïbre  *!»,,(  ^)  de  l'équation  se  décompose  en  autant  de 
facteurs  irréductibles  dans  le  domaine  dr  rationalité  (,o,j")  que  le  nombre 
impair  n  admet  de  diviseurs.  Soit  V^{x)  le  facteur  de  *\>^{x)  correspondant 
au  diviseur  d  do  n.  Les  racines  de  ce  fadeur  égalé  à  zéro  sont  les  quanlilés 

L/(-— —  ,a'). 
où  //  cl  h'  prennent  toutes  les  valeurs  pour  lesquelles  la  fraction 
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se  présente  sous  sa  forme  réduite.  Ces  quantités 


sont  des  quantités  algébriques  conjuguées  du  domaine  (p).  Chacune  d'entre 
elles  où  d  contient  au  moins  deux  facteurs  premiers  différents  est  une  unité 
algébrique  du  domaine  (p);  il  en  résulte  que  le  nombre  F^(o),  qui  est  préci- 
sément le  produit  de  ces  unités  algébriques  conjuguées,  est  égal  à  +  i  ou  à  —  1. 
Chacune  d'entre  elles  où  d  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  y?  n'est  pas 
une  unité  algébi^ique  du  domaine  (p)  et  l'on  obtient  dans  ce  cas  F^(o)  =±p. 
De  tout  cela  résulte  que  le  produit,  étendu  à  tous  les  diviseurs  d  du  nombre 
impair  n,  autres  que  l'unité 

est  égal,  au  signe  près,  au  nombre  impair  n  lui-même. 

En  posant  {/=  K  dans  la  formule  de  multiplication  desinami/,  on  voit  sans 
peine  que  la  fonction 


X 


-v/* 


est  le  carré  d'une  fonction  entière  de  J7,  de  degré  >  dont  le  coefficient  de 

là  plus  haute  puissance  de  x  est  -h  i  et  dont  le  terme  indépendant  de  or  est  +  i 
ou  — I.  Soit  V(j:,  v/Â^)  celte  fonction.  Les  racines  de  l'équation 

W(x,\/k)  =  0 

sont  des  unités  algébriques  du  domaine  (p). 
Ceci  posé,  considérons  la  fonction  ^\{x')  définie  par  l'égalité 

^^(x»)=|  I  (x'— A- sin'coam  ^î 1 


X  /  x^  — 


k  sin'  coam 


4AK-+-a/i'K'i  )' 


n 


n*—  1 
où  le  produit  est  étendu  aux  valeurs  de  A,  h' 

i  I'  n  —  i 

/t  r=  o,  I,    .  .  . ,    /l  —  I .  /*    =  I ,  !i,    .  .  . ,    1 

et 

/t  =:  I ,  i ,  .  .  . , ,  /i   r=  o. 

On  démontre  d'abord  que  les  coefficients  de  U^„(j7')  appartiennent  au  domaine 
(p).  Mais  on  peut  aussi  mettre  cette  fonction  M*^(x")  sous  la  forme 

ir„(ar')  =  yv{x,  ^k)w{-x,  y/k)wfx,  -L^  Vf /- x, -^  \  ; 
BulL  des  Sciences  mat/iém.,  2*  série,  t.  XV.  (Décembre  1891.)  K.  iG 
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donc  les  coefficients  de  ^'„(x')  sont  des  fonctions  algébriques  entières  du  do- 
maine (p).  En  réunissant  ces  deux  résultats  on  en  conclut  que  les  coefficients 
de  '^\{x*)  sont  des  grandeurs  entières  du  domaine  (p). 
On  démontre  aussi  que  le  discriminant  de  la  fonction  ^^{x)  est  égal  à 

a       »       (p'— 4)         "  «"*, 

et  de  même  que,  m  et  /i  désignant  deux  nombres  impairs  quelconques  sans 
diviseur  commun,  le  produit 

«f.^'.A,  A') 
où  gi  g'  —  Oy  ij  . . . ,  m  —  I ,  hy  h'  =  Oy  ï ,  . . .,  n  —  i ,  est  égal  à 

i6(p»-/,)  Il 

d'où  l'on  conclut  que  la  quantité 

,6(p._4) ii El  (!!lt^tIl!LJ^\ 

est  une  grandeur  entière  du  domaine 

Revenons  maintenant  aux  équations  F„(^)  =  o  obtenues  en  égalant  à  zéro 
les  facteurs,  irréductibles  dans  le  domaine  (p,  x)y  de  la  fonction  4»^(j:). 
Les  nombres  algébriques  du  domaine  (p). 

qui  sont  racines  de  l'équalion  F„(j:)  —  (►  et  qui  sont  hu  nombre  de 

-n  (--;.)• 

où   le  produit   est  étendu  à   tous  les  fiicteurs   premiers  p  dilTorenls   contenus 
dans  II,  se  groupent  en 


n    - 


1». 


genres  différents;  chacun  <!(•  ce^  genres  en  roniienl  '<  1  1  (  i )* 

De  même  une  fonction  symétrique  Hes  //  1  1  |  1 \  quantités 


,,  ,  /  rh  -h  rh'  w  ' 


-n 1 


OÙ  h  et  h'  sont  fixes  et  où  /•  parcourt  un  sjslême  complet  /•,,/*_,,  ...  de  restes. 
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module  n,  de  nombres   premiers  relatifs  à   /»,  représente  un   genre  d'ordre 

nî  |(ïH )du  même  domaine  (p),  genre  qui  est  contenu  dans  le  genre 

d'ordre 

■n(-7> 

représen     par  le  nombre 

Kl  si     on  fait  varier  h  et  h'  on  obtient 

-no-;) 

genres  différents. 

En  particulier,  lorsque  n  est  ép:al  »  une  puissance  d'un  nombre  premier  im- 
pair/?,  si  l'on  représente,  pour  abréger,  par/?;,^'  le  produit 

on  peut  démontrer  que  toute  grandeur  entière  du  genre  {oy  Pix)  qui  est  divi- 
sible par  Eli )  est  aussi  divisible  par  />;,,,',  et  que,  d'autre  part,  deux 

nombres  E/( )>  qui  appartiennent  à   deux  genres  différents,    n'ont 

aucun  diviseur  commun. 

Appliquant  les  résultats  précédents  au  cas  où  n  est  un  nombre  premier  impair 
et  tenant  compte  des  formules  de  transformation  de  l'article  23  des  Funda- 
menta,  on  obtient  une  suite  de  théorèmes  parmi  lesquels  nous  citerons  les  plus 
remarquables. 

1.  Chaque  module  X  tel  que  le  rapport    -  dos  périodes  qui  correspondent  à  ce 

K' 
module  soit  un  multiple  entier  du  rapport  -rr  des  périodes  qui  correspondent 

au  module  k  est  racine  d'une  équation  dtjnt  les  coefficients  sont  des  fonctions 

entières  à   coefficients  entiers  de   p  — /.• -f- -  ;  en  particulier,   les  coefficients 

A 

extrêmes  sont  égaux  à  +1  ou  à  —1.  Il  est  d'ailleurs  manifeste  que,  p  restant 
fixe,  le  même  résultat  subsiste  pour  les  modules  conjugués  à  a. 

2.  Le  nombre 

1 


est  une  grandeur  algébriqiic  entière  d'ordre  (/ï  4- 1  )  dans  le  domaine  de  rationalité 

J. 

/X\* 
'^.  Le  multiplicateur  \i  et  le  nombre  (  r  J    font  partie  du  même  genre  dans 

le  domaine  de  rationalité  (/.  ). 
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4.  Dans  le  domaine  de  rationalité 


["•  H^'  «'(«-)] 


le  nombre  premier  impair  n  est  décomposable  en  n'— i-dfiVûeart  premien 
conjuguée;  ces  diviseurs  premiers  sont  les  n*— i  nombres 

5.  Chaque  grandeur  entière  du  domaine  de  rationalité 

qui  est  divisible  par  E/f  -  b  est  aussi  divisible  par  |jl. 

C'est  en  appliquant  ce  dernier  théorème  à  la  formule  de  transformation  de 
Jacobi  que  l'on  obtient  la  congruence  fondamentale  dont  la  démonstration  est 
l'objet  de  ce  beau  Mémoire. 

Mais  M.  Kronecker  ne  s'arrête  pas  là.  C'est  la  formule  de  multiplication  qni 
lui  a  servi  de  point  de  départ;  en  cherchant  &  la  généraliser,  il  est  amené  à 
se  poser  le  problème  suivant  : 

•Tif  w  et  E/(y^,  (v)  étant  données,  trouver  tous  les  nombres  p  tels  que 

E/(«,«'), 

où  C  ne  diifère  de  r^  que  par  un  facteur  constant,  soit  une  fonction  rationaelle 
de  E/('n,  fp). 

On  démontre  que  ce  problème  n'est  possible  que  si  fn»  et  «^  sont  liés  par  «ne 
relation  linéaire 

où  a,  p,  Y,  6  sont  des  nombres  entiers.  Ainsi,  de  même  que  le  problème  de  la 

multiplication  des  fonctions  elliptiques,  ce  problème  plus  général  se  résout  à 

l'aide  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 

Plus  généralement  encore,  on  peut  se  demander  s'il  est  possible  que  lesdeox 

fonctions  elliptiques 

E/(^,i;),        E/(7i,iv), 

ainsi  que  les  arguments  \  et  t^^  soient  liés  par  des  relations  algébriques. 

Pour  qu'il   en  soit  ainsi,  il  faut  que,  a,  6,  c,  d,  r,  s  désignant  des  entiers 
quelconques,  on  ait 

r  aw  -f-  6  ^ 

V= —-ji  T,  ==  »Ç  -h  T, 

S  cw  -\-a 
où 

C(V  -hrf 

c  =  * 

r 

tandis  que  t  désigne  une  quantité  arbitraire,  indépendante  de  \.  Le  problème 
est  donc  de  nouveau  résolu  par  une  transformation. 
Si  l'on  considère  le  cas  particulier  du  dernier  problème  où  i^  =  cv,  on  voit 


i 
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donc  que,  s    les  deux  fonctions 

E/(Ç,(v),        E/(Ti,(v), 

ainsi  que  les  arguments  ^,  r\,  sont  liés  par  des  relations  algébriques,  ou  bien  a 
est  un  nombre  entier,  ou  bien  a  et  w  sont  des  nombres  algébriques  com- 
plexes appartenant  au  même  genre. 

Dans  ce  dernier  cas,  w  est  nécessairement  racine  d'une  équation  algébrique 

A-hBiv-h  Ctv'=  o, 

où  A,  B,  C  sont  des  nombres  entiers  tels  que  Ton  ait  B*<4  AC;  w  est  d'ailleurs 
celle  des  deux  racines  pour  laquelle  la  partie  réelle  de  wi  est  négative. 

Une  fonction  elliptique  El{^,iv)f  formée  avec  une  telle  quantité  w,  est  dite 
/onction  elliptique  singulière  et  son  module 


e;.(I,«,) 


est  un  module  singulier,  suivant  la  terminologie  adoptée  dès  1862  par  M.  Kro- 
necker. 

On  déduit  aussi  du  même  théorème  général  cet  autre  corollaire.  Si  les  ar- 
guments ^  et  7|  sont  liés  par  la  relation 

U2r,(o,2i;)]«=Ti[2r,(o,!iiv)]', 

on  a  nécessairement 

E/(Ç,i;)=E/(ti.iv): 

donc  V  ei  w  sont  liés  par  une  relation  linéaire 

aw  H-  b 

^=  3» 

cw  -hd 

où  a,  b,  Cf  d  sont  des  entiers  tels  que  ad  —  bc  =  1. 

Revenant  à  la  formule  de  multiplication  de  sinamii  dans  le  cas  où  /i  est  un 
nombre  premier  impair,  M.  Kronecker  démontre  encore  que  le  nombre  n  est 
contenu  en  /acteur  dans  tous  les  coefficients  des  puissances  de  sin  am  u  dont 
l'exposant  n'est  pas  divisible  par  n. 

Enfin  il  termine  en  indiquant  comment  le  théorème  fondamental  de  ce  Mé- 
moire peut  être  démontré  en  suivant  une  marche  différente,  due  à  Jacobi 
{Journal  de  Crelle,  t.  I),  et  reposant  sur  la  détermination,  par  une  formule 
de  récursion,  des  coefficients  qui  paraissent  dans  la  transformation  des  fonc- 
tions elliptiques.  C'est  en  suivant  cette  voie  que  M.  Kronecker  a  d'abord  dé- 
montré la  congruence  dont  nous  avons  parlé  et  l'illustre  géomètre  insiste 
beaucoup  sur  l'importance  de  cette  formule  de  récursion  de  Jacobi  dont  il  a 
fait  souvent  usage  lui-même  dans  ses  recherches  sur  les  modules  singuliers 
des  fonctions  elliptiques. 

Fuchs.  —  Sur  les  figures  algébriques  qui  admettent  une  involu- 
tion.  (797-804). 

Voici  d'abord  ce  que  M.  Fuchs  entend  par  figure  {Gebilde)  algébrique  ad- 
mettant une  involution. 


.i. 
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Emrisigeons  ane  transformation  algébrique  nnivoquement  réversible  d'ane 
figure  algébrique  en  elle-même.  Soit  P  un  point  de  la  surface  de  Riemunn  re- 
présentant la  figure  algébrique  ;  soit  P'  le  point  de  la  même  surface  de  Riemano 
dans  lequel  se  transforme  P.  Si  alors  le  point  de  la  même  surface  de  Riemann 
dans  lequel  se  transforme  P'  coTncide  avec  P,  on  dira  que  les  deux  points  P, 
P'  formant  un  couple  en  involution  algébrique  et  que  la  figure  algébrique  con- 
sidérée ou,  si  Ton  veut,  la  surface  de  Riemann  qui  la  représente,  admet  me 
involution. 

Si  donc 

F(f,*)  = 

est  une  équation  algébrique  irréductible  et  s'il  existe  une  transformation 

^    a  =  4»(f,«), 
où  9  et  4*  s<Mit  des  fonctions  rationnelles  de  t  et  j  telles  que  Ton  aii 

et 

F(<T,Ç)=o, 

on  dira  que  la  figure  algébrique  F{i,  s)  =  o  admet  une  involution. 

Soit  p  le  genre  (le  rang  dans  la  terminologie  de  M.  Weierslrass)  de  la  fi-* 
gure  algébrique  F(s,z)  =  o.  Nous  désignerons  par 

Mi,*),  ...,/,,C*i«), 

les  dérivées  de  p  intégrales  de  première  espèce  linéairement  iadépendanle» 
formées  à  Taide  de  P(f,  *)  a  o.  Alors  p  sera  aussi  le  genre  de  la  figure  algé- 
brique F(9,  C)  ssoet 

seront  aussi  les  dérivées  de  p  intégrales  de  première  espèce  lincairemeDt  indé- 
pendantes formées  à  l'aide  de  F(9,  O  =  <>• 
On  a  donc,  pour  Ar  =  i ,  s,  •  •  •  >  y?  les  relations 

/fc(5,5)cf5  =  [c,,/.(g,;)  +  c,,/,(cT,î;)-4-...-}-c4^/^(ff,  ^)]</:, 

où  C,,,  c„,  ...,  C     désignent  des  constantes  déterminées. 
Si  Ton  désigne  par  G{SyZ)  l'expression 

à,  Ais,  z)  -h  b,/,{s,  z)  -^. .  .-i-  b^  /^{8y  z), 

m 

où  les  constantes  6,,  6,,  . . .,  b  sont  choisies  telles  que  Ton  ait,  en  appelant  (V 
une  constante, 

on  voit  que  w  est  nécessairement  racine  de  Tèquaiion 


<^n 

cv 

^It 

•   •   • 

<•». 

C.. 

C„-iV 

•    •    • 

c,. 

«     • 

•    •    • 

•  •  • 

'^.r 

^^f 

•  •   « 

vp 

rr  o 
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Soient  m\,  n',.  ...,  w  les  p  racines  de  cette  dernière  équation.  Qu'elle\ 
soient  toutes  inégales  ou  quelques-unes  égales,  M.  Fuchs  démontre  que,  dans 
tous  les  cas,  à  ces  p  racines  correspondent  p  dérivées  d'intégrale»  de  première 
espèce  linéairement  indépendantes 

G.(*,;:),    G.(*,i),     ...,    G^(*,5), 
qui  ▼érifient  les  relations 

et 

pour  Xr  =  I,  3.  ...,/>.  On  peut  donc  prendre  dès  le  début  pour  f^{i,i)t  ..., 
/•('r^)  précisément  les/>  fonctions  G,(«.  z),  ..,,  G  {s,  z). 

Les  deux  dernières  équations,  où  «v^  représente  le  même  nombre,  montrent 
d'ailleurs  que  w^  ne  peut  être  égal  qu'ai  + 1  ou  i  —  r.  On  peut  donc  les  écrire 

Gfc(j,5)rfj=±:Gj?,  ;)Ér; 

OU  encore  en  prenant  G,,  G^,  ....  G    dans  un  ordre  convenable 

Gj(*.  5)rfj  =—  G|(y,  ^)  e/^        (i:  =  A  -»-r,  .. ..  A  —  î*\ 

r,^{s,  z]dz=     G^(y,  ;)Ér;      (k  =  1,:», ...,  a), 

où  /»  =  A  -r-  ;x. 

En  dési^Dant  par  e^J  c^,  ....  c-^;  e,^  e^  . ..,  e.^  des  constantes,  formouji  m^in 
tenant  les  deux  fonctions 

V(*,  i)  -  e,  f;^^.^,(*.  5)  —  <?,  G-^^(.f,  s)  — ...— <:^G^(*,  5). 
♦  (*,  5)  =   c.  G,(j,  ;>    —  c.G,(x,5)    -t-...-r-c-J.>;(j,  5), 

ainsi  que  leur  quotient 


Rf.».  5)  = 


'V(,t,z) 


M.  Fuchs  démontr/-  qui»  Ton  peut  détermini-r  les  ronsuntes  <t,.  «,, <•/• 

^,.  *f^,  ...,  e^  de  manii-re  que  \^n  deux  équations 

aient  ip  —  |  ^hitinni  r.nnimunrs  formant  deux  à  deux  dfs  conplen  en  mvofn- 
tion.  rinvoiution  étant  raractt^rinv^e  par  len  équations 

d'où  non^  Hommes  p^rtin.  \,nr  pwrfie  de  la  df-monsir.it ion   n>^r  ^^fTi-r-fiir^r»  que 
dans  le  oan  pArrinilirr  />  -:  |,  a     -  >. 

n  r»*^iiltr  .le  r^  i lMy>r«''m«*  qiir  |'«,n  p^ut   roiijniii'-»  (]r\rrm\nf*r  1rs   ron^tanfî 
''r  ''j?        •■'•.■   '•,»  ■  *•,  '!♦•    ii»:»iii#Tr  qur  |h   ff^notiort 

'/        lUf..r) 
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ne  soit  infinie  (du  premier  ordre)  qu'en  deux  points  de  la  surface  de  Riemann 
correspondante. 
On   peut  donc  représenter  «  et  ^  par  des  fonctions  rationnelles  de  u  et  de 

vS(u)^où  S{u)  désigne  une  fonction  rationnelle  entière  de  {/,  et  où  li  et  ^S{u) 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  s  et  z. 

Ainsi  les  seules  surfaces  algébriques  de  Riemann  qui  admettent  une  inyolo- 
tion  sont  celles  que  Ton  peut  représenter  sur  une  surface  de  Riemann  à  deux 
feuillets,  c'est-à-dire  sur  une  surface  hyperelliptique  delMem^ntif  à  l'aide  d'une 
substitution  rationnelle  univoquement  réversible. 

Si  l'on  suppose  inversement  que  la  surface  algébrique  de  Riemann  {s,  z)  cor- 
respondant à  l'équation  algébrique  F(j,  2)  =  oet  une  surface  de  Riemann  à 
deux  feuillets  seulement  puissent  être  représentées  l'une  sur  l'autre  par  des 
substitutions  rationnelles  univoquement  réversibles,  on  voit  sans  difficulté  que 
F{Sf  2)  =  o  admet  une  involution  algébrique. 

M.  Fuchs  a  ainsi  démontré  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  sur/ace  algébrique  de  Riemann  S  admette  une  involution  algébrique 
est  qu'il  existe  une  surface  hyperelliptique  de  Biemann  S,,  telle  que  l'on  puisse 
représenter  S  et  S,  l'une  sur  Vautre  à  l'aide  de  substitutions  rationnelles. 

On  trouvera  une  application  de  ce  théorème  à  la  théorie  des  équations  dif- 
férentielles linéaires  du  second  ordre,  dans  le  t.  100  du  Journal  de  Crelle. 


1"  semestre  1887 

Fuchs.  —  Sur  rinversion  de  certaines  fonctions  de  deux  variables. 

(99-108). 

Envisageons  les  équations  difTcrentielles  simultanées 


/    dz^        dz 


(•)  < 

(Iz.        (tz 


où  z^,  z^  sont  (les  fonctions  de  «,,  m,,  et  proposons-nous  do  déterminer  cc\s 
fonctions  c,,  z.^  de  «,,  u^  de  rnaniùre  que  y^  et  tv,  ne  soient  fondions  (|ue  de-,, 
tandis  que  j'j  et  i\\  ne  soient  fonctions  que  de  z^  et  que  les  cqualions  (i)  soient 
vériliées. 

En  posant,  pour  abréger, 


()z.    Oz^ 

()z^   t)z^ 
()tt^  du. 

!'S 

1    f)z^ 

1                I    ôz^ 

A    «)U^ 

y,  "       y^  (Ut/ 

I    Oz^ 

I                    I     '>C, 

a\            A  (fii^ 

on  déduit  de  (i)  les  identités 

(   -L  -,      1  ^^ 
1    ^',  A  Ou. 

(  .;■; 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  j\  et  ii',  ne  soient  fonction* 
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que  de  j,  est  exprimée  par  les  deux  équations 

Elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

P  =  _^--  ^ii  __  ^^  ^ , 
dw,  t>a,  Sm,        c^mÎ    du^ 

|<  =  _^'_  ^.î^.  _  ^  ^, 
f;>a,  c>i/j  Ja,        âul    du^ 

S  —    ^liî  î^iî.   —    ^'^»    ^ 

"~     ()u\    di/,  (>w,  «)a,  dii. 

On  observera  que  P  et  Q  d'une  part,  R  et  S  d'autre  part  se  permutent  entre 
elles  en  changeant  de  signes,  quand  on  permute  2,  et  £,.  Les  équations  (3)  ex- 
priment donc  aussi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  y^  et  iv,  ne 
soient  fonctions  que  de  z^. 

Supposons  donc  que  z^  et  z^  vérifient  les  équations  (3);  déterminons  alors 
r,,  Xtf  tv,,  IV,  à  l'aide  des  équations  (a  )  et  posons 

i  2j  -  ?'^^'>  _  ^ 

(4) 


Ces  équations  (4)  définissent  deux  fonctions  (^,  de  ^,,  2^,  de  2,;  si  nous  les 
envisageons  comme  fonctions  de  u,,  </,,  nous  déduisons  des  équations  (a)  que 
ces  fonctions  2^,,  (^,  vérifient  les  équations 

1  rfw    ^^*  du    ~    ' 
(5)  /        ' 

D'ailleurs  des  équations  (4)  nous  déduisons  que  z^  est  une  fonction  déter- 
minée 4^,  de  (^,  et  que  z^  est  une  fonction  déterminée  4^,  de  Ç,. 

M.  Fuchs  démontre  qu'inversement,  si  l'on  nous  donne  deux  fonctions  arbi- 
traires 

"A  '>i>  ïi  sont  des  fonctions  de  u,,  u,  vériRant  les  équations  (i),  et  si  l'on  en- 
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visage  les  fonctions  g^  et  z^  de  u,»  li,  ainsi  définies,  les  gnantités  y^  et  % 
données  par  (a)  seront  des  fonctions  de  «,  seulement,  et  de  même  y,  élu», 
données  par  (  a  )  seront  des  fonctions  de  z^  seulement. 

Parmi  ces  fonctions  z^  et  z^  que  nous  venons  de  déterminor,  n'envisageons 
plus  dans  ce  qui  suit  que  celles  pour  lesquelles  js,+  ff,  et  z^z^  sont  des  fonctions 
univoqnes  de  u^f  li,  dans  des  domaines  déterminés  S,,  £,.  Soient  T,  et  T,  les 
domaines  correspondants  de  a,  et  z/,  S„  IS.  les  domaines  correspondants  de 


S  le  domaine  commun  à  S,  et  S,. 

Parmi  ces  fonctions  z^  et  ^,  excluons  encore  celles  pour  lesquelles  les  fonc- 
tions y^  et  y^  qui  s'en  déduisent  s'annulent  dans  des  parties  des  domaiocs 
T.,  T.. 

Alors  tout  système  particulier  {z^f  z^)  vérifiant  Téquation 


<6) 


/.(^J    /.(«.) 
?.(^i)    ?.(«,) 


=  o 


vérifie  aussi  l'équation 

K.(*.)/.'K)  +  F.(5.)/.'(«,)  =  o, 
où 

K,(45,)  =  9'.(5.)/.(5,)-?i(^.) /;(«.)»    - 
F.(-».)^9;(«.)/.(^,)-9.(*.)/;(*.); 

il  y  a  exception  toutefois  pour  le  système  «,  =  z^,  y\  =:  ^î  et  les  systèmes is^Msi,, 
JB,  pour  lesquels^,,  %>>',»  (v,  s'annulent. 

D'ailleurs  si  «,,  m,  sont  des  variables  indépendantes,  les  fonctions  J,r  s, 
de  li,,  u^  ne  forment  pas  un  système  («,,  z^)  pour  lequel  le  déterminant  (6) 
est  nul. 

En  comparant  les  résultats  obtenus  ici  avec  ceux  déjà  publiés  par  M.  Fucfas 
dans  les  Abhandlungen  der  Koniglichen  Gesellscha/t  der  Wissenschaften  su 
Gottingen,  8  janvier  1881,  on  voit  que  les  fonctions  <c,  de  C,  et  5,  de  ^  que 
nous  envisageons  sont  nécessairement  des  fonctions  alternées  qui  vériûeot, 
dans  le  domaine  (S)  de  Ç,,  C,i  les  quatre  relations 

>  (i  =  i,q), 

où  ^(!^)  désigne  une  fonction  univoque  de  Ç. 

Fuchs,  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  fonctions  algébriques 
et  sur  une  application  de  ce  théorème  à  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  du  second  ordre,  (i  59-166). 

Dans  une  Communication  précédente  {voir  plus  haut,  p.  201),  M.  Fuchs  a 
montré  qu'une  surface  algébrique  de  Bieroann  qui  admet  une  involution  algé- 
brique peut  être  transformée  en  une  surface  hyperclliptique  de  Riemano  a 
l'aide  d'une  substitution  rationnelle  univoque  et  réversible. 
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Ce  Ihéorémc  n'est  démontré  que  si  les  périodes  iri  et  a^i  des  intégrales  nor- 
males de  première  espèce  introduites  par  Riemann  dans  sa  théorie  des  fonc- 
tions abéliennes  (t.  54  du  Journal  de  C relie)  ne  sont  liées  par  aucune  rela- 
tion à  coefficients  entiers. 

Si  l'on  ne  fait  pas  cette  restriction  et  si  l'on  admet  donc  que  les  périodes  Tzi 
et  a,,i  puissent  être  liées  par  des  relations  à  coefficients  entiers,  on  peut  seule- 
ment démontrer  qu'une  surface  algébrique  de  Riemann  {s^  z)  admettant  une 
involution  algébrique  (9,^),  (j,c)peut  être  transformée,  par  une  substitution 
rationnelle  univoque  et  réversible,  soit  en  une  surface  hyperelliptique,  soit  en 
une  surface  de  Riemann  {l,u)  telle  que  deux  points  analytiques  {tjU)  et 
(  —  f,  —  u)  correspondent  aux  points  en  involution  (5,5)  et  (ff,  Ç). 

M.  Fuchs  démontre  ce  dernier  lliéorènie.  Il  reprend^  a u<(si,  en  la  simplifiant, 
la  démonstration  du  théorème  dans  le  cas  particulier  où  il  n'y  a  aucune  rela- 
tion à  coefficients  entiers  entre  les  périodes  izi  et  a^^.  La  simplification  repose 
sur  ce  qu'il  observe  ici  que,  dans  ce  cas  particulier,  le  signe  est  nécessairement 
le  même  dans  chacune  des  p  équations 

dont  nous  avons  parlé  (p.  '2o3). 

Il  convient  de  faire  observer  que,  dans  ce  cas,  le  théorème  de  M.  Fuchs 
coïncide  avec  un  théorème  démontré  par  M.  Hurwitz  dans  les  Comptes  rendus 
de  l'Académie  royale  de  Saxe  y  janvier  1886. 

Four  donner  un  exemple  des  applications  (|ue  comporte  le  théorème  dé- 
montré, envisageons  l'équation  diiïércnticlle  linéaire  du  second  ordre 

^^-G(5,^)^-4-n(j,^)y  =  o, 

où    G(«,  £)    et   Yi{SyZ)  sont   des   fonctions  rationnelles  du    point  analytique 
{Sy  z)  de  la  surface  de  Riemann  correspondant  à  l'équation 

F(5,  «)  =  o. 

Soient  /{SyZ)  et  (p{Sj  z)  un  système  fondamental  d'intégrales  de  cette 
équation  différentielle.  Nous  cherchons  s'il  est  possible  que  les  points  analy- 
tiques {s^t  ^^)J  (J,i<8, ),  qui  vérllicnt  lu  relation 

vérifient  aussi  les  équations  différentielles 

..  j /(*.»-,)  c?5,  ± /(*,,  5,)  rfs,=  o, 

/  9  (  j,,  5,  )  rf-3,  ±:  ?  (  j»^,  5 J  6/3,  =  0. 

Ce  problème  a  déjà  été  résolu  par  M.  Fuchs  dans  le  tome  100  du  Journal 
de  Crelle,  mais  seulement  dans  le  cas  particulier  où  il  n'y  a  aucune  relation  à 
coefficients  entiers  entre  les  périodes  zi  et  a^^.  Le  problème  est  alors  possible 
lorsque  les  points  analytiques 

forment  un  couple  en  involution  sur  la  surface  de  Riemann  considérée  et  vé- 
rifient  en  outre  une  rt:rtaine  équation  algébrique  délcrniinéc. 
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Dans  le  cas  général ^  où  l'on  ne  sait  pas  si  les  périodes  ici  et  a^i  sont  ou  ne 
sont  pas  liées  par  une  relation  à  coefficients  entiers,  le  problème  est  possible 
lorsqu'il  existe  une  substitution  rationnelle  univoque  et  réversible 

telle  que  t*  et  u*  soient  des  fonctions  univoques  du  quotient  C  d'un  système 
fondamental  de  l'équation  différentielle  considérée. 

Dans  le  Mémoire  actuel  M.  Fuchs  démontre  ce  théorème.  Il  montre,  en  outre, 
qu'en  supposant  l'existence  de  cette  substitution 

si  l'on  transforme  l'équation  différentielle  proposée  par  la  substitution 

dz 

•   du 
en 

et  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

P(^a)=-3l^^^  -t-9H,(^a)-aG,(Mi), 

les  points  analytiques  (5,,z,),  (5,,  z^)  qui  vérifient  la  relation  (i)  vérifient 
aussi  les  équations  différentielles  (2),  lorsque  l'on  a 

,,,  (   Î^A(-<.,-l/.)H-î/A(f.,M.)   =0, 

L'ensemble  de  ces  deux  tliéorèmcs  nous  nionlre  que  le  irn>me  résultat  a  lieu 
dans  le  cas  général  actuel  et  dans  le  cas  particulier  où  la  surface  de  Hicraann 
est  transformée  par  une  substitution  rationnelle  univoque  et  réversible  en  une 
surface  hypereliiptique,  comme  on  le  suppose  dans  le  tome  100  du  Journal  de 
d'elle. 

Ce  n'est  donc  pas,  dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  qu'il  n'y  a  pas  de 
relations  à  coefficients  constants  entre  les  périodes,  le  fait  de  la  possibililé  de 
transformer  la  surface  de  Hiemann  considérée  en  une  surface  hyperelliplique 
de  Ricmann  qui  est  la  chose  essentielle,  comme  on  est  tenté  de  le  croire  lors- 
qu'on n'envisage  que  ce  cas  particulier.  Ce  qui  est  essentiel,  c'est  que,  en 
posant 

V'S  (.w  )  =  t, 

l^  et  u*  soient  des  fonctions  univoques  de  ^  et  que  les  équations  (3)  soient  vé- 
rifiées. 

De  llelmlioltz.   —    Sur    l'Iiisloirc   du    principe    de    la    moindre 
action.  (9.25-^36). 
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Dans  un  premier  paragraphe,  M.  Helmhoitz,  après  avoir  rappelé  la  définition 
de  Vaction  donnée  par  Leibnitz,  se  demande  dans  quel  but  ce  grand  penseur  a 
établi  cette  définition  de  l'action  plutôt  que  toute  autre.  Il  lui  semble,  pour 
diverses  raisons  exposées  dans  son  Mémoire,  que  c'est  dans  le  but  d'aboutir  à 
la  proposition  que  nous  nommons  aujourd'hui  principe  de  la  moindre  action. 
Les  fragments  de  lettres  de  Leibnitz  publiés  par  Samuel  Kônig  concorderaient 
avec  cette  idée  de  M.  Helmholtz  qui  est  naturellement  porté  à  les  considérer 
comme  authentiques.  M.  Helmholtz  donne  même,  dans  l'hypothèse  de  cette 
authenticité,  une  explication  plausible  de  la  non-publication  par  Leibnitz  du 
principe  de  la  moindre  action.  Dans  un  second  paragraphe,  M.  Helmholtz 
montre  les  rapports  intimes  et  les  diiïérences  qui  existent  entre  le  principe  de 
la  moindre  action  de  Lagrange,  le  principe  d'Hamilton  et  le  point  de  vue 
auquel  Jacobi  s'est  placé  dans  sa  Dynamique,  en  développant,  lui  aussi,  le  prin- 
cipe de  la  moindre  action. 

A  cet  effet,  il  envisage  pour  chaque  mobile  du  système  de  points  considérés, 
la  longueur  s^  de  Tare  parcouru  par  le  mobile  de  masse  m^,  la  vitesse  tangen- 
tielle  q^  de  ce  mobile,  et  le  temps  t,  comme  des  fonctions  d'une  même  va- 
riable indépendante  Sr. 

Le  principe  de  Lagrange  doit  être  énoncé  comme  il  suit  : 

La  variation  de  l'intégrale 


[m^q^ds^], 


où  ds^—q^dt  est  nulle  si  cette  variation  est  effectuée  de  manière  que  l'é- 
nergie totale  E  du  système  considéré  ne  varie  pas. 
En  d'autres  termes  on  a,  en  désignant  par  F  V énergie  potentielle, 


avec  la  condition 

On  en  déduit,  soit  les  équations  difTérentiellcs  du  mouvement  de  Lagrange, 
soit  réquation  d'Hamilton,  suivant  la  manière  dont  on  fait  usage  de  Téquation 
de  condition.  Pour  obtenir  les  équations  de  Lagrange,  ce  sont  les  Bq^  que  Ton 
élimine  à  l'aide  de  l'équation  de  condition;  on  parvient  ainsi,  en  introduisant 
des  coordonnées  indépendantes/;^  (a  =ri,  2,  ...),  aux  équations 


f)F 


où  L  =3  E —  F  est  Vénergie  cinétique  du  système.  Ces  équations  répondent  à 
la  question ,  quelle  que  soit  la  dépendance  de  t  et  de  Sr. 

Pour  obtenir  l'équation  d'Hamilton,  c'est  6<  que  l'on  élimine  à  l'aide  de  l'é- 
quation de  condition.  L'énergie  totale  E  et  la  variable  indépendante  Sr  dispa- 
raissent alors  par  elles-mêmes  dans  le  résultat  de  l'élimination,  et  l'on  voit  que 
Ton  peut  prendre  pour  t  une  fonction  arbitraire  de  Sr. 

Jacobi  n'envisage  que  le  cas  où  F  est  indépendant  de  t.  A  l'aide  de  l'équation 
de  condition,  il  élimine  alors  dt  et,  par  suite,  il  élimine  /  de  l'intégrale  dont 
on  doit  considérer  la  variation. 
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Dans  la  mélhodc  d'Hamillon  et  dans  celle  de  Jacobi,  on  commence  ainsi  par 
ramener  le  problème  de  Lagrange  à  un  problème  de  calcul  des  variations  dans 
lequel  il  n'y  a  plus  <réquations  de  condition. 

Kt  les  deux  formes  d'IIamilton  et  de  Jacobi  ont  ainsi  une  source  commune 
qui  n  est  autre  que  la  forme  de  Lagrange  du  principe  de  la  moindre  action, 
telle  que  nous  l'avons  énoncée  plus  haut. 


21*  semcstro  1887. 

Fuchs.  —  Sur  certaines  relations  entre  les  intégrales  d'équations 
dillerentielles.  (io77-ioç)4)- 

dv 

Si    l'on  a   une  équation  diiïérentielle  entre  ^tXt-fz*  on    entend,  dans  re 

Mémoire,  par  intégrale  de  cette  équation  diiïérentielle,  tout  système  de  valeurs 

qui  vérifie   Téqualion  différcnlielle.   L'intégrale   ainsi  définie  est  entièrement 
déterminée  si  l'on  donne  sa  valeur  initiale 

dv 
c'est-à-dire  les  valeurs  simultanées  z  —  a,  v  =  2,  -7-  —  y. 

^'  dz        ' 

De  même,  si  Ton  a  un  système  d'équations  diiïérentielles  simultanées 
d%^ 

on  entend,  par  intégrale  de  re  -^yslème  d'équations  différentielles  simultanées, 
tout  svslème  de  valeurs 


C  C   *#  (  i  ^       / 


qui  vcriQe  les  équations  simultanées.  L'inl«-^ralc  ainsi  définie  est  enlièremenl 
déterminée  si  l'on  donne  sa  valeur  initiale 

V  -»  1     t-» , .      •   •   •  .     f*  „ .      ,  ,  .     •   •   •  ,      ,  „   !• 

L'avantaîje  de  la  iiiodilleation  a|»[)nrl«e  à  la  déliiiition  des  intégrale*;  des 
é(iuali<>ns  diljrércntielles  apparaîtra  elaireiiicnt  dans  la  suite  de  ce  Mémoire  et 
<Lans  d'autres  pui)lieations  ultérieures:  mais  on  voit  a  priori  qu'elle  est  symé- 
trique en  y  et  z  eontraireinent  à  la  déliiiition  ordinaire:  or  ceei  est  manifeste- 
ment un  avantage  puisque,  d'après  un  ihcorèin»*  de  M.  Poincaré.  les  variablC"» 
y  et  z  peuvent  être  toutes  deux  exprimées  par  des  fonctions  iinivoques  dune 
inénie  variable  auxiliaire. 

Si  \\{z)  est  une  fonction  rationnelle  entière  de  ;;  de  degré  ?*  ou  '|.  on  sait, 
depuis  ICulcr,  que  l'équatioii  dilTérentielle 

dz  d  y 


v/hT^)      v'K(.r) 
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est  ïnlégrable  aigébriquement:  c'est  de  ce  thëorétnc  important  qu'on  a  déduit 
le  théorème  d'addition  des  fonctions  elliptiques. 

On  peut  énoncer  le  même  théorème  en  disant  :  si  F(3)  est  la  dérivée  d'une 
intégrale  elliptique  de  première  espèce,  IVquation  dilTérentietlc 

F{i)rf3  +  F(^)<f  =  o 


est  inlégrable  algébriquement.  Demandons-nous  s'il  y  a  un  théorème  analogue 
dans  le  cas  où  F(;)  est  la  dérivée  d'une  intégrale  abélienne  de  première  espèce. 
de  genre  p  =  i. 

Si  alors  P,(  z)est  la  dérivée  d'une  seconde  intégrale  de  première  espèce  appar- 
tenant à  la  même  surface  de  Riemann  que  V(z),  mais  linétiirement  indépen- 
dante de  F<z),  le  théorème  d'Abel  nous  dit  que  les  deux  équations 

J'  V(,  =  )dz+J'    Fly)dy  =J"  V{z,)dz,^J  'F(r,)rfj',- 

f\,{:)d:-^  f   e,{y)dy^j"'v.{z,)dz.-i-f"v\i,y,)dy, 

dans  lesquelles  a,  a,,  y,  y,  désignent  des  quantités  arbitraires  indépendantes 
de  î,  y,  3,,  y„  sont  vérifiées  par  deiii  fonctions  algébriques  s,,  y,  des  variables 
s,  y.  Si  l'on  donne  aux  constantes  a,  i,  des  valeurs  dclerminées,  on  peut  écrire 
les  relations  algébriques  qui  lient  ;,,  y^,  :,  y. 


jr  =  t3(r.=.;>-„=,) 
*  *                                    \r.-iHy.z,y,.z,) 

où  G  et  H  désignent  des  fondions  algébrique!!. 
il  est  facile  d'en  conelurc  que,  si  Ion  fixe  par  si 

arr 

une  intégrale 

de  l'équation  dilf.'-renlielle 

f{z)dz  +  F{y)dy^ 

«. 

les  éléments  de  l'une  quelconque  des  inlégrales 

de  cette  équation  dilTèrcntielIc  «ont  des  fonctions 
l'intégrale  fi  née 

<|M  Élél 

(r-n 


Ce  3ont  les  équations  {■)  qui  nous  donnent  ces  relations  algébriques,  ■ 
y  entend  par  ■;.  y,  les  valeurs  initiales  correspondant  à  l'intégrale  que  l'oi 
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Ce  théorème  peut  être  envisagé  comme  une  généralisation  au  genre  /»  =  3  du 
théorème  d'Euler  relatif  au  genre  p  —  \. 

Proposons-nous  de  généraliser  encore  ce  théorème  et  en  visageons,  à  cet  effet, 
réquation  diflférenlielle  plus  générale  que  la  précédente 

%  =  ?(*,  y), 

OÙ  9  désigne  une  fonction  algébrique  de  j^,  y. 

M.  Weierstrass  a  démontré  que  si  \^j  ^,,  \^  désignent  trois  fonctions  uniToques 
quatre  fois  périodiques  de  deux  variables  indépendantes  k,,  u,,  ayant  pour  des 
valeurs  finies  de  ces  variables  le  caractère  de  fonctions  rationnelles  et  telles 
que,  parmi  les  systèmes  de  périodes  de  chacune  de  ces  fonctions,  se  trouvent 
tous  les  systèmes  de  périodes  des  deux  autres  fonctions,  les  trois  fonctions  ^,, 
^,,  Ç,  sont  nécessairement  liées  par  une  équation  algébrique  irréductible. 

En  s'appuyant  sur  cette  proposition,  M.  Fuchs  démontre  les  deux  théorèmes 
suivants  : 

I.  Si  Iz^y,  ;77)  cl  (^i»>'i»  ;/,   )  ^^^^  deux  intégrales  de  l'équation  diflë- 
rcntielle 

g  =  ?(--.>-). 

formons  les  équations  aux  dérivées  partielles 


où 


'       dz  ôz,        ôz,    dz  *  f)y  âz,        ôy    ôz* 

*  "  ôz  àj\       dy^   dz  *  '  ôy  dr,       ôy^  Oy  * 

et  où  A,,  B,,  C,,  Dj  s'obtiennent  en  effectuant  dans  A,,  B,,  C,,  D,  les  différcn- 

tialions  par  rapport  à  x,,  j',,  ^,,  au  lieu  de  les  ciïerlucr  par  rapport  à  x.  v,  z- 

Envisageons  deux  fonctions  analytiques  des  six  variables  c,  ,>-,  -=,,  ^v,,  «,,.>'.. 

r.=  0(5,  r,  -,.  V,,  -„r,)» 

Ti~  II (-,.)',  ^,7j>',»  ^,>.>', )» 

vérifiant  ces  équations  aux  dérivées  partielles. 
Alors  un  système 


1  / 


dont  les  cléments  sont  liés  aux  éléments  des  deux  intégrales  considérées  par 
les  deux  équations  y,  =  G,  y,—  H,  où  v^,  y^  ont  des  valeurs  fixées,  d'ailleurs 
arbitrairement,  est  aussi  une  intégrale  de  l'équation  dilTérentielIc 


II.  Si  Izj  y  y  ~)  est  une  intégrale  de  l'équation  diiïérenticll 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  ui3 

on  peut  former  deux  équations  aux  dérivées  partielles 

G, -h  H,9(z,  X)  -h  E,9(5„  X,)  -+-  F,9(z.  r)?(-,»  r,)  =  "» 

où  Ep  F,,  G,,  H„  E,,  F,,  G,,  H,  sont,  comme  tout  à  l'heure,  A,,  ...,  formées 
d'une  manière  déterminée  à  l'aide  des  dérivées  partielles  de  quatre  fonctions 
Y.»  Y.»  Yo  Y»  par  rapport  à  six  variables  z,x,  z„  ^„  2,,  y,. 
Si  Ton  envisage  alors  quatre  fonctions  analytiques 

Yà=  G»  (^»r »-.»>'»»  ^,>y,) 

de  ces  six  variables,  vériOant  les  deux  équations  aux  dérivées  partielles,  les 
systèmes 

dont  les  éléments  sont  liés  aux  éléments  de  l'intégrale  considérée  (5,  y,  -*'-  )» 

par  les  quatre  équations  Yj  =  G^,  où  y,,  y,,  y,,  y^  ont  des  valeurs  fixées,  d'ailleurs 
arbitrairement,  sont  aussi  des  intégrales  de  l'équation  différentiel  le 

dz 

On  pourrait  énoncer  ainsi  une  suite  de  théorèmes  fournissant  des  relations 
entre  un  nombre  toujours  plus  grand  d'intégrales  de  l'équation  différentielle 
considérée. 

Four  montrer  comment  on  peut  aussi  étendre  ces  considérations  à  un 
système  d'équations  diiïérenticlles  du  premier  ordre,  envisageons  le  système 
formé  par  les  deux  équations  différentielles  simultanées 

dy 

Soit 

dy     dv  \ 


(■ 


dz     dzj 


une  intégrale  de  ce  système.  Formons  alors  les  deux  équations  aux  dérivées 

partielles 

Q,-^  Q,P^  -^  Q,v  -  IJ^.^  P.-H  P,P^  -+-  H,v)  =  o, 
H,-hR,lx-4-R,v— V,  (P^^-P^|x4.p,v)  -  o, 

où  Fp  Q,,  H,,  F,,  Q^,  H,,  F,,  Q,,  R,  sont  formés  d'une  manière  délcriiiinée  à 
l'aide  des  dérivées  partielles  de  trois  fonctions  inconnues  X,,  X,,  X,,  par  rapport 
à  six  variables  z^y^  v^  -^i»  ^'i»  ^1  (•'<^ut  comme  A,,  ...,  dans  le  théorème  I) 
et  où 

Envisageons  trois  fonctions  analytiques 

Yk=  Gj(-,  ^'j  i',  «,,r„  i',)        (A-  =  i,  î,  3), 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  a' série,  t.  XV.  (Décembre  1891.)  R.17 
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vérifiant  ces  deux  équalions  aux  dérivées  partielles.  Alors  le  système 


[^- ^- '- d7/  dz} 


dont  les  éléments  sont  liés  aux  éléments  de  Tintégrale  considérée  par  les  trois 
équations  Gj=Yj  où  Y»,  y,,  y,  ont  des  valeurs  constantes,  fixées  d'aillears 
arbitrairement,  est  aussi  une  intégrale  du  système  d'équations  différentielles 

simultanées 

dv  .  . 

dv 

Comme  application  de  ce  dernier  théorème,  envisageons  les  équations  simul- 
tanées 

[  ^,{z,  9)dZ'^-^^{X,'s)dy'^^^{VyX)dv  =  o 

(2)  < 

où  F(Ç,  Ti)  =  0  est  une  équation  algébrique  de  genre/?  =  3  et  où  4',(v"'.). 
^t(^)^i)  désignent  les  dérivées  de  deux  intégrales  abéliennes  de  première  espèce 
correspondant  à  F(  ^,  7;  )  =  o  et  linéairement  indépendantes.  Soit  alors  (j^,(  \,  t,) 
la  dérivée  d'une  troisième  intégrale  de  première  espèce  correspondant  à 
K(^,  Tt)  =  o  et  linéairement  indépendante  des  deux  premières.  Désignons  par 
e,,  s,,  e,  trois  points  analytiques  déterminés  de  la  surface  de  Riemann  (^,  ij) 
correspondant  à  F(  ^,  tj  )  =  o  et  par  y,,  y,,  y,  trois  points  analytiques  arbitraires 
de  la  même  surface  de  Riemann. 
D'après  le  théorème  d'Abel,  le  système  des  trois  équations 

^E,  ^£j  ^£, 

(3)  /  /^Ut.'Ti)  /»!ji,f,)  /»'^i.X«» 

f     ^yt  «^Tî  '^y» 

l  (k  =  1,  Q,  3) 

est  vérifié  par  trois  fonctions  algébriques  ^,,^',,  i^,  de  w,  v,y,  s,,  s^,  £,,  y,,  y,,  T,- 

Soient 

fk=  Gj(^,  ^%  V,  c„  y,,  v^)        (A-  -  I,  2,  3) 

les  trois  équations  qui  donnent  ces  solulions  ^, ,.>',,  i\  du  système  d'équation  '3). 
On  a  alors  identiquement,  pour  des  valeurs  fixes  données  à  y,,  Yi'  Ti? 

On  a  donc,  dans  l'exemple  considéré,  comme  corollaire  du  dernier  ihcort-me 

général,  le  théorème  suivant  : 

o-   /  dy     dv\  .11  .  I..  .  ,  i,. 

Si  (-3,  ^',  c,  -j^i  -.—  1  est   une   intégrale   du    système    d  équations  differen- 
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tielles  (  2  )f 

sera  Tintégrale  du  même  système  d'équations  différentielles  (2),  à  laquelle  les 
constantes  f,,  f,,  y,  correspondent  comme  valeurs  initiales. 

J.  M. 
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